. 2 iJ » ; ys 
; re nM han guyoh, 
’ ie TER te 
ted 3 ; : SERS ae Seed 
A : Litre ead eae . iret ose 
pone Rare Nese: Ree ees 
B Fs NERS a 
aN ra ect ie 
: See Ree: ri Kink 
a. Reece SS rice 
- See eS a a te 
, a 
: x 
' 
) = = 2 3 
. ‘ é 2 
, 
+ 
pep 7 
~ ay E . 
= = = > 
’ < Ser ~ 
se y 
par 
7 
3 c 
= b rt 
. 
ers 
Seek Se Sas Frise aks , ones 2 
Dae ee ne Ste Peau 
. . Oot vie F is # ei Pi psrnpeae ran 
i hp shine 


Digitized by the Internet Archive 
in 2023 


https://archive.org/details/archive-of-applied-mechanics-ingenieur-archiv_1959 28 


INGENIEUR-ARCHIV 


FESTSCHRIFT 
RICHARD GRAMMEL 


ZUM 70. GEBURTSTAG 
AM 3. MARZ 1959 


UNTER MITWIRKUNG VON 
A. BETZ - H. GORTLER - K. KLOTTER 
K. MARGUERRE - E. METTLER 


HERAUSGEGEBEN VON 
K. v. SANDEN 


XXVIII. BAND 1959 
Sa ST LET ET 


SPRINGER-VERLAG - BERLIN / GOTTINGEN / HEIDELBERG 


Abgeschlossen am 28. Februar 1959 


Postverlagsort Berlin Preis DM 52,— 


Das 


INGENIEUR-ARCHIV 


erscheint nach Mafgabe des eingehenden Materials zwanglos in einzeln berechneten Heften, die 
zu Banden vereinigt werden. 


Die fiir das Ingenieur-Archiv bestimmten Manuskripte sind unmittelbar an den Heraus- 
geber ; 
Herrn Professor Dr.-Ing. Dr. R. Grammel, Stuttgart N, Robert-Bosch-StraBe 101 


oder an die Herren 
Professor Dr.-Ing. Dr. A. Betz, Géttingen, Herzberger LandstraBe 39 A 
Professor Dr.-Ing. K. Klotter, Stanford (Calif.), 621 Alvarado Row. 
Professor Dr. K. Magnus, Stuttgart O, HacklanderstraBe 33 
Professor Dr. E. Mettler, Karlsruhe-Durlach, Geigersberg Str. 12 
Professor Dr.-Ing. K. v. Sanden, Karlsruhe-West, Hertzstr. 16, (T. H. West) 
Professor Dr.-Ing. E. Schmidt, Technische Hochschule, Miinchen, Arcisstr. 21 
Professor Dr.-Ing. E. Sérensen, Augsburg, MAN 

einzusenden. 


Die zum Druck angenommenen Arbeiten werden, soweit dies drucktechnisch mdglich ist, 
nach der Reihenfolge ihres Eingangs beim Herausgeber veroffentlicht. 


Die Mitarbeiter erhalten von ihrer Arbeit zusammen 75 Sonderdrucke unentgeltlich. 


Fir die Abfassung der Arbeiten wird auf das vom Deutschen Normenausschu8 heraus- 
gegebene Heft ,,Gestaltung technisch-wissenschaftlicher Veréffentlichungen“ hingewiesen. Die 
Vorlagen fiir Abbildungen sind auf besonderen Blattern erwiinscht und kénnen entweder in 
Reinzeichnungen oder in klarversténdlichen Handskizzen bestehen; die Beschriftung und notigen- 
falls die Reinzeichnung nimmt der Verlag vor. 


Mit der Annahme des Mannskriptes erwirbt der Verlag das ausschlieBliche Verlagsrecht 
fiir alle Sprachen und Lander. 


Im ,,ingenieur-Archiv“ erscheinende Arbeiten diirfen vorher an anderer Stelle nicht ver- 
offentlicht sein und auch spater nicht anderweitig veréffentlicht werden. 


___ Photographische Vervielfaitigungen, Mikrofilme, Mikrophote von ganzen Heften, einzelnen 
Beitragen oder Teilen daraus sind ohne ausdriickliche Genehmigung des Verlages nicht gestattet. 


Die Wiedergabe von Gebrauchsnamen, Handelsnamen, Warenbezeichnungen usw. in 
dieser Zeitschrift berechtigt auch ohne besondere Kennzeichnung nicht zu der Annahme, da8 
solche Namen im Sinne der Warenzeichen- und Markenschutz-Gesetzgebung als frei zu betrachten 
waren und daher von jedermann benutzt. werden diirften. 


SPRINGER-VERLAG 
Heidelberg Berlin- Wilmersdorf 


Neuenheimer LandstraBe 28—30 / Fernsprecher 27901 Heidelberger Platz 3 / Fernsprecher Sammel-Nr. 830301 


FESTSCHRIFT RICHARD GRAMMEL 


a Ant Sno Ax hg “has = 
eat eZ 
0 “ode Pe 


g 
‘e, 


ow 2 


"es Pe 
i 


Photo: Illenberger, Stuttgart 


Q Liitanetaty 


INGENIEUR-ARCHIV 


FESTSCHRIFT 
RICHARD GRAMMEL 


ZUM 70. GEBURTSTAG 
AM 3. MARZ 1959 


UNTER MITWIRKUNG VON 
A. BETZ - H. GORTLER - K. KLOTTER 
K. MARGUERRE - E. METTLER 


HERAUSGEGEBEN VON 
K. v. SANDEN 


XXVIII. BAND 1959 


SPRINGER-VERLAG - BERLIN / GOTTINGEN ; HEIDELBERG | 


Alle Rechte, einschtieBlich das der Ubersetzung in fremde Sprachen, 
vorbehalten 

Ohne ausdriickliche Genehmigung des Verlages ist es auch nicht gestattet, 

diesen Band, einzelne Beitrige oder Teile daraus auf photomechanischen 


Wege (Photokopie, Mikrokopie) zu vervielfaltigen 


Die Wiedergabe von Gebrauchsnamen, Handelsnamen, Warenbezeichnun- 
gen usw. in dieser Zeitschrift berechtigt auch ohne besondere Kennzeich- 
nung nicht zu der Annahme, daf so0lche Namen im Sinne der Warenzeichen- 
und Markenschutz-Gesetzyebung als frei zu betrachten waren und daher 


von jedermann benutzt werden diirften 


Springer-Verlag OHG, Berlin/Géttingen/Heidelberg 


Printed in Germany 


Inhaltsverzeichnis 


C. B. Biezeno, Delft: pas 
PTO LEST on so gg Als SB Aa eg ee Oi rrr 1 
A. Betz, Gittingen: 
Naherungsformeln zur konformen Abbildung von Streckenprofilgittern kleiner Teilung. . 6 
Ch. Clavuot und H. Ziegler, Ziirich: 
Uber einige Verfestigungsregeln 13 
L. Cremer, Berlin und K. Klotter, Stanford: 
Neuer Blick auf die elektrisch-mechanischen Analogien . 20 
K. Desoyer und G. Heinrich, Wien: 
Zur Tilgung geradJiniger Schwingungen mit Hilfe des Zentrifugalpendels . 79 
H. Favre, Zurich: 
Etude théorique de l’influence des réflexions intérieures sur la marche d’un rayon lumi- 
neux traversant une lame transparente soumise a des forces agissant dans son plan moyen . 39 
K. Federhofer, Graz: 
Nicht-lineare Biegungsschwingungen des Kreisringes . . .......... 53 
W. Fliigge, Stanford und E. E. Zajac, Murray Hill: 
Seam TATIACDOW AVES II LCA: 6 coos Sa og: 0* Gye Gos we ws gis 59 
H. Gértler, Freiburg/Br.: 
Uber eine Analogie zwischen den Instabilitaten laminarer Grenzschichtstr6mungen an kon- 
kaven Wanden und an erwarmten Wanden ......-...-.. 71 
G. Heinrich und K. Desoyer, Wien: 
Zur Tilgung geradliniger Schwingungen mit Hilfe des Zentrifugalpendels . . . 79 
N. J. Hoff, Stanford: 
Berea one cotinine wet, fade fa SUR Se ek we ee ee 89 
K. H. Hohenemser, St. Louis: 
Neuere Ergebnisse aus dem Gebiet der Dynamik der Drehfliigel! . 99 
F., Jindra, Norwalk: 
‘Warmespannungen bei einem nichtlinearen Elastizitatsgesetz . . 109 
K. Karas, Darmstadt: 
Stationdre Laminarstrémungen durch Kanile von elliptischem Querschnitt bei konstantem 
Druck oder statischer Druckverteilung Sb lag 


VI Inhaltsverzeichnis 


Seite 

H. Kauderer, Hannover: 

Uber nichtlineare Schwingungen mit unstetiger Erregung - - - - + + + + + ss ts 154 
K. Klotter, Stanford und L. Cremer, Berlin: 

Neuer Blick auf die elektrisch-mechanischen Analogien . . . . - + + + + + + ee es 27 
W. T. Koiter, Delft: 

An infinite row of collinear cracks in an infinite elastic sheet... . ..- +. + +s +e 168 
H. Leinf, Stuttgart: 

Die Durchbiegung stark belasteter, einseitig eingespannter Biegungsfedern. . . . . te ERS 
O. Lutz, Braunschweig : 

Zur Thermo-Gasdynamik der Strémung im zylindrischen Rohr... ... +... +. - 178 
K. Magnus, Stuttgart: 

Dex schwere symmetrische Kreisel in kardanischer Lagerung . .. . . . kc cot Oe ee 
O. Mahrenholtz und E. Pestei, Hannover: 

Zum numerischen Problem der Eigenwertbestimmung mit Ubertragungsmatrizen . . . . 255 
K. Marguerre, Darmstadt: 

Uber die Lagrangeschen Gleichungen der Kinetik und der Elastostatik . . . ..... . 199 


G. Mesmer, St. Louis: 


Uber eine Gruppe von Singularitaten im Membranspannungszustand der Kugelschale . . 208 


E. Mettler, Karlsruhe: 


Stabilitatsfragen bei freien Schwingungen mechanischer Systeme . .......... 213 


H. Neuber, Starnberg bei Miinchen: 


Uber allgemeine Eigenschaften der Schwingungszahlen linear-elastischer Systeme . . . . 229 


F. K. G. Odqvist, Stockholm: 


Die Naherungsformel von Dunkerley und ahnliche Formeln fiir die Eigenwerte bei Schwin- 


pungsaufgaben o26 ie 3 Scale) Wo nek SOR I ee ee en 242 
W. Olszak und P. Perzyna, Warschau: 

Variational Theorems in General Viscoelasticity) <5 “ae wey tg see ee 246 
H. Parkus, Wien: 

Spannungen beim Abkiihlen.einer Kugel « . . . 0G. ye so ee AY | 
P. R. Paslay, Schenectady and A. Slibar, Stuttgart: 

Behavior of Vehicles Subjected to, Wind Gusts << 2 4 ue oe eee 313 
P. Perzyna und W. Olszak, Warschau: 

Variational Theorems in General Viscoelasticity ean Ce Te Sy 246 


Inhaltsverzeichnis VII 


E. Pestel und O. Mahrenholtz, Hannover: Seite 


Zum numerischen Problem der Kigenwertbestimmung mit Ubertragungsmatrizen ht 6.0 PES 


| K.-A. Reckling, Berlin: 


Zur Theorie der Plattenbeulung im plastischen Materialbereich . . . 2... 0... 263 


M. Roy, Chatillon: 


Théorie thermodynamique condensée de l’Elasticité linéaire... .......04;, Peta 


D. Riidiger, Freiberg/S.: 


Pare Lneariecelastisc her ochaien 4. 42a.) 4 )< de oe a ME Sb eS 281 


R. Sauer, Miinchen: 


Uberschallstrémungen um Kreisschnittkérper mit gekriimmter Achse . . . . 1... 289 


_ Hi. Schaefer, Braunschweig : 
Die Spannungsfunktionen des dreidimensionalen Kontinuums; statische Deutung und 


IREEAGRERD gg “Bao i os er ale Se ne ae einen 291 


F.. Schultz-Grunow, Aachen: 


AbstoBende Wirkung von Wanden in reibungslosen Scherstr6mungen . . ...... . 307 


A. Slibar, Stuttgart and P. R. Paslay, Schenectady: 
beaver ef\ ehicics Subjected to. Wind Gusts.) 256 ee ee ewe elas as 313 


R. Sonntag, Karlsruhe: 


Uber einen durch Kreiselwirkung hervorgerufenen Reibungseffekt im Kugellager . . . . 327 


C. A. Traenkle, Dayton: 
Mechanics of the Power and Launching Phase for Missiles and Satellites... .... . 335 


U. Wegner, Saarbriicken: 
Ein Beitrag zu den Stabilitatskriterien der Elastizitatstheorie . .... 1... +++: Shr 


W. Weibull, Bockamdllan: 


Zur Abhangigkeit der Festigkeit von der Proheupevle seat a= a gs se ce ee 360 
E. E. Zajac, Murray Hill und W. Fliigge, Stanford: 

Benge lmpact.Wayesin Beams. 2. 6. es 6 8 8 hw 09 
W. Zerna, Hannover: 

Berechnung des Membranspannungszustandes doppelt gekriimmter Schalen iiber belie- 

Pbicerm Grauani® ain, since ose 16) . 363 
H. Ziegler und Ch. Clavuot, Ziirich: 

Uber einigesVericctigungstegelin| a4. wud 2 ees 8b et ee 13 
K. Zoller, Stuttgart: 

366 


Die Warmeleitgleichung bei Warmespannungen . - . - ee ee et ee tt es 


INGENIEUR-ARCHIV 


SSS SSS a eee eee 
XXVIII. BAND FESTSCHRIFT FUR RICHARD GRAMMEL 1959 
| 


Zum Geleit 


Der vom Unterzeichneten als Auszeichnung empfundenen Bitte, zu dieser Festschrift eine Wid- 
| mung zu schreiben, hat er mit Freude entsprochen. Nicht nur wegen der diese Bitte begleitenden 
Begriindung, daB er viele Jahre mit Herrn Grammel aufs engste zusammengearbeitet hat und eine 
| noch gréBere Anzahl von Jahren mit ihm durch nie zerstérte, wenn auch von auBenher stark be- 
| drohte Freundschaft verbunden war, sondern auch der Tatsache wegen, da die Redaktion dieses 
1) Festbandes, deren Mitglieder je fiir sich das unbestrittene Recht und auBerdem die unverkennbare 
| Fahigkeit haben, Grammel gebiihrend zu ehren, implizite die Auffassung zu Tage treten lieB, daB 
ein Hauptmerkmal Grammels, namlich seine wissenschaftlich-internationale Einstellung und 
Bedeutung, vielleicht am besten von einem ,,Auslander“ gewiirdigt werden kénnte. 

In dem nachfolgenden wird nicht versucht, eine ,,Lebensbeschreibung“ des jetzt 70jahrigen 
Gelehrten und Menschen zu geben. Vielmehr soll gerade in der Beschrankung des Stoffes der Beweis 
geliefert werden, wie groB der Einflu8 Grammels auf seine nahe Umgebung gewesen ist, wie viel- 
seitig sich seine wissenschaftliche Arbeit gestaltet hat und wie sehr er die internationale Zusammen- 
arbeit auf dem gesamten Mechanikgebiet unterstiitzt und geférdert hat. 

Es ist nicht Sache der Héflichkeit allein, wenn an dieser Stelle die Griindung und die Fiithrung 
| des Ingenieur-Archivs in den Vordergrund unserer Betrachtungen geriickt wird, denn eine kritische 
| Betrachtung dieser Zeitschrift allein liefert bereits, wenn auch nur ,,in erster Annadherung“, eine 
| Charakterisierung Grammels. 

Die Griindung des Ingenieur-Archivs fand (Anfang 1929) zu einem Zeitpunkt statt, zu dem es 
nicht nur Einsicht und Voraussicht, sondern auch wissenschaftlichen Mut erforderte, eine Zeit- 
| schrift ins Leben zu rufen, die sich, wenn auch nicht in direkter Konkurrenz, so doch an die Seite 
| der bereits von 1921 an bestehenden, von von Mises gegriindeten und ausgezeichnet gefihrten 
| ,,Zeitschrift fiir angewandte Mathematik und Mechanik“ stellte. Es mag mancher Fachgenosse 
| in jenen Tagen von leisem Zweifel erfiillt gewesen sein, ob neben der ZAMM wohl Platz und AnlaB 
|, fiir eine zweite — oberflachlich betrachtet — gleich gerichtete Zeitschrift bestiinde; die Erfahrung 
‘| hat alsbald nicht nur jeden Zweifel an ihrer Existenzberechtigung verstummen lassen, sondern 
| auBerdem im Laufe der Jahre gezeigt, daB dem Ingenieur-Archiv ein unbestrittener Ehrenplatz 
'; zukommt in der Reihe der nach 1929 in anderen Landern erschienenen Fachzeitschriften gleicher — 
» eder nahezu gleicher — Art. 

Betrachtet man den ersten Absatz des ersten Bandes, wo angekiindigt wird, ,,die Beziehungen 
; zwischen der wissenschaftlichen Forschung und der technischen Praxis zu pflegen, insbesondere 
); zwischen der Mechanik (einschlieBlich Hydro- und Elastomechanik) und Thermodynamik einerseits 
‘| und dem Maschinen- und Bauingenieurwesen andererseits“, als die Definition der Zeitschrift, 
)\ dann ,,definiert“ der zweite Absatz sozusagen ihren Herausgeber: ,,Die Beziehungen zwischen 
) Wissenschaft und Technik“‘ — so schreibt dieser — ,,sind durchaus wechselseitig: beide sind gebend, 
) beide empfangend. Wenn Wissenschaft eine Voraussetzung der Technik, und Technik eine An- 
y wendung der Wissenschaft ist, so ist doch auch Technik immer wieder eine Anregerin der Wissen- 
schaft und Wissenschaft eine NutznieBerin der Technik gewesen. Der Grund fiir diese Wechsel- 
» wirkung liegt wohl darin, daB Wissenschaft eine Okonomie des Erkennens und Denkens, Technik 
‘eine Okonomie des Gestaltens und des Krafteverbrauches darstellt. Diese Okonomie gegenseitig 
}nutzbar zu machen, ist ganz natiirlich. Die Freundschaft jedoch, die so zwischen Technik und 
\ Wissenschaft bestehen sollte, ist nicht immer ungetriibt“ (um es nur gelinde zu sagen; C. B.B:), 
).,,Vielfach herrscht zwischen beiden ein MiStrauen, das teils oberflachliche, teils aber tiefere Ur- 
‘ sachen hat“. ,Diese beseitigen zu helfen, stellt sich der Herausgeber als ein wesentliches Arbeitsziel.“ 
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2 Zum. Geleit Ingenieur-Archiv 


Wie dieses Ziel geférdert werden kann, wird alsdann auseinandergesetzt, indem die Fehler 
aufgezahlt werden, auf welche Mifverstandnis sowie MiBtrauen 6fters zuriickzufiihren sind. Sie 
werden in derartiger Pragnanz und Klarheit formuliert, daf sie auch jetzt noch ungeschwacht die 
volle Aufmerksamkeit aller Forscher, seien es Theoretiker oder Experimentatoren, verdienen. 


,Erstlich vergiBt der Forscher allzu leicht, daB er selbst zu seinem Gegenstand anders eingestellt 
ist als der Leser, der naiv und vielleicht unvorbereitet an ihn herantritt und in den meisten Fallen 
zunichst nur wissen will, um was es sich handelt. Ihm dies verstandlich und eindringlich zu sagen, 
ist die erste Pflicht des Schreibenden. 

Jedes Forschungsergebnis ist an bestimmte Voraussetzungen gekniipft. Diese klar und ein- 
deutig auszusprechen, ist seine zweite Pflicht; hier liegt die Hauptwurzel vieler wissenschaftlicher 
Streite und der Hauptgrund fiir die Ablehnung des Praktikers gegen manche Theorien, die an sich 
durchaus richtig und wertvoll sind. 

Die Theorie bedient sich zumeist der mathematischen Formelsprache, weil diese eine sonst 
nirgends erreichte Bestimmtheit des Ausdrucks gestattet und eine ganz besonders rationelle Fith- 
rung der Schliisse verbiirgt. Der Theoretiker hat durchaus das Recht, von seinem Leser die Kenntnis 
dieses scharf geschliffenen Werkzeuges in dem — mitunter sehr weiten — Umfang zu verlangen, 
der fiir die Entwicklung seiner Theorie notwendig ist. Aber er mi®brauche dieses Recht nicht! 
Er denke daran, da® die Formel nicht zum Formalismus fiihren und die Anschaulichkeit des Ge- 
dankenganges iiberwuchern darf, und er vergesse nie, daB einfache Tatsachen sich fast immer 
auch auf einfache Weise erklaren lassen miissen. Die Befolgung dieses wichtigen Okonomiegesetzes 
ist die dritte und schwerste Pflicht des wissenschaftlichen Schriftstellers, dem daran gelegen sein 
mag, daB die alte Abneigung vieler Praktiker gegen die Theorie allmahlich der Erkenntnis Platz 
mache, daB Theorie eine Helferin der Praxis sein will.“ 


Mit der Aufstellung der zitierten Anforderungen, vor allem aber mit dem konsequenten Fest- 
halten an im voraus festgelegten wohliiberlegten Richtlinien, welche der Zeitschrift bis auf den 
heutigen Tag ihre besondere auBere Form und ihre innere Charakteristik geben, hat Grammel 
sich ein auBerordentliches Verdienst der Fachwelt gegeniiber erworben, nicht nur in sachlicher, 
sondern auch in persénlicher Hinsicht. Denn viele seiner Autoren werden ihm Dank wissen fiir 
die auBerst taktvolle Weise, in welcher er mit lobenden Worten den Eingang eines Manuskriptes 
zu bestatigen wei und trotzdem die Annahme desselben abhangig zu machen versteht von ,,ge- 
falliger Beriicksichtigung“ einer Anzahl kritischer, d4uBerst sachkundiger Bemerkungen. 


Stellt man fest, daB seit Erscheinen der Zeitschrift die Zahl der aufgenommenen Aufsatze die 
Zahl 1000 merklich iiberschreitet, so erhalt man einen gleich imposanten Eindruck von der Be- 
deutung der Zeitschrift selbst wie von der Arbeitskraft ihres Herausgebers. 


Ebenso wie Grammel bei der Griindung des Ingenieur-Archivs unbeirrt seinen Weg ging, un- 
abhangig von der Tatsache, da schon eine ausgezeichnete Zeitschrift auf demselben Fachgebiet 
bestand und also nur bei einer Héchstleistung die Lebensfahigkeit der neuen Zeitschrift zu sichern 
sei, ebenso unbeirrt unterzog er sich der Aufgabe, sein heute in allen Fachkreisen bekanntes ,,Krei- 
sel*-Buch zu schreiben, ungeachtet der Existenz des weltberiihmien Klein-Sommerfeldschen 
Buches iiber den gleichen Gegenstand. Eine gebiihrende Wiirdigung dieses ausgezeichneten Werkes 
ist schon des hier zur Verfiigung stehenden beschrankten Raumes wegen nicht méglich; aber ein 
Zitat aus dem Vorwort bietet Gelegenheit, diesmal Grammels Auffassungen auf didaktischem Gebiet 
erkennen zu lassen und ihn selbst als einen vorziiglichen Lehrer einer wahrhaft technischen 
Wissenschaft zu kennzeichnen. Nachdem er sich gegen jeden undurchsichtigen Formalismus 
gekehrt hat, schreibt er: ,,Die Formel kann in der reinen Mathematik einen hohen Selbstzweck 
haben; in der Mechanik ist sie lediglich ein scharf geschliffenes Werkzeug, und sie soll nie zum 
Automaten werden, der, taktmaBig ablaufend, am SchluB ein zwar vielleicht richtiges, aber schemen- 
haftes Ergebnis zum Vorschein bringt, welches dann erst wieder mit Fleisch und Blut gefiillt 
werden mul}. Der Erkenntnistrieb ist nur dann befriedigt, wenn jede Formel selber sagt, warum 
sie da ist, wenn also in keinem Augenblick der Zusammenhang der Forme! mit dem mecha- 
nischen Geschehen verloren geht.“ Gepriesen jede Hochschule, wo im Mechanikunterricht 
das hier beschriebene Verhaltnis Mathematik-Mechanik anerkannt und verwirklicht wird! 


oe 
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. Grammels sich auf ebenso tiefe wie breite Fachkenntnis stiitzende besondere Begabung fiir 
wissenschaftlich-organisatorische Arbeit hatte ihn iibrigens schon vor dem Erscheinen des Ingenieur- 
Archivs als den pradestinierten Herausgeber der drei Mechanikbande des Handbuches der Physik 
erkennen lassen (Bd. V, Grundlagen der Mechanik, Mechanik der Punkte und starren Korper; 
Bd. VI, Mechanik der elastischen Kérper; Bd. VII, Mechanik der fliissigen und gasformigen Kérper). 
Auch diese Aufgabe hat Grammel ebenso durch glanzende eigene Beitrage wie durch auBerordentlich 
sachkundige Gliederung des gewaltigen Gesamtgebietes in bewundernswerter Weise — wenn auch 
nicht ohne Kummer und Sorgen — zu einem siegreichen Ende gefiihrt. Denn bei der Erfiillung 
dieser auBerordentlich verantwortungsvollen Aufgabe konnte diesem in jeder seiner Handlungen 
pinktlichen Menschen kein gréBerer Arger entstehen, als grobe und nicht zu entschuldigende 
Nachlassigkeit einiger Autoren bei der Innehaltung verabredeter Ablieferungstermine, welche 
nicht nur Verzégerung in der gesamten Herausgabe, sondern ernstliche persénliche Uberbelastung 
fiir ihn mit sich brachten. Noch viele Jahre hindurch werden die Mechanikbande des Handbuches 
der Physik eine Quelle enzyklopadischer Erkenntnis bleiben. 

Einige Jahre, nachdem diese Bande erschienen waren und das Ingenieur-Archiv in Gang gesetzt 
| worden war, ergriff Grammel die Initiative zu einem Unternehmen, das fiir den Unterzeichneten 
_ ebenso wie fiir ihn selbst gréRere Bedeutung haben sollte, als sie in dem betreffenden Augenblick 
ahnen konnten. Aus einem durch den ersten Internationalen Mechanik-KongreB (1924) angeregten 
_steten Briefwechsel hatte sich zwischen beiden Autoren eine wissenschaftliche Verstandigung 
_ entwickelt, die anlaBlich eines Besuches in Holland zu Grammels Vorschlag fihrte, gemeinsam 
_ ein Buch zu schreiben, das einerseits als eine Art Fortfithrung der gebrauchlichen Mechanik-Lehr- 
biicher anzusehen ware, andererseits sich als Ziel zu setzen hatte, nur solche Lésungsmethoden zu 
behandeln, die mit einem ertraglichen Rechenaufwand zu numerischen Ergebnissen fiihren und 
also auch wirklich vom rechnenden — und wissenschaftlich gebildeten! — Ingenieur durchgefiihrt 
werden konnten. Die Erreichung des Zieles ging iiber die Kraft jedes Einzelnen, schien aber — 
| wegen der sehr tibereinstimmenden Einstellung beider Autoren -—— nicht ausgeschlossen. Aus 
 begreiflichen Griinden bleibt die Frage hier unberiihrt, ob (oder in welchem Mafe) dieses Ziel auch 
| wirklich erreicht wurde. Dafiir mége aber eine Bemerkung ganz anderer und persénlicher Art 
an die Stelle treten. Fiir beide Verfasser ist das Schreiben dieses Buches — trotz der damit ver- 
_ bundenen vieljahrigen Anstrengung — eine Quelle der Freude und der sittlichen Genugtuung 
| gewesen. Nicht etwa nur dadurch, daf sich trotz aller gegenseitigen, scharfsachlichen wissenschaft- 
lichen Kritik nie eine Spur des MiBverstandnisses oder der Verletzung gezeigt hat, sondern vielmehr 
aus dem Grunde, daB die Verfasser in dem SchluBsatz ihres Vorwortes, wenn auch in kiirzester 
Form, ihre innerliche Einstellung bekanntgeben konnten, indem sie ihre Arbeit als Beweis dafiir 
anfiihrten, daB ,,wissenschaftliche Arbeit die Grenzen von Landern und Sprachen zu iiberbriicken 
vermag’. Leider muBf in tiefster Trauer und mit nie zu tilgendem Abscheu festgestellt werden, 
wie sehr wahrend des zweiten Weltkrieges alles daran gesetzt wurde, jeden Idealismus zu téten 
und miihsam errungene Kultur zu Grunde zu richten. Niemals in der Geschichte ist so deutlich 
zutage getreten, wie politische Macht in Handen von Verbrechern die Welt zu Grunde richtet und 
jeden edlen Menschentrieb erstickt. Wie sehr Grammel in der Kriegszeit seelisch gelitten hat, 
wei jeder, der ihm persénlich nahe steht; doch erfahrt auch ein jeder, der von seiner gesamten 
Arbeit in der Nachkriegszeit Kenntnis nimmt, cine Arbeit die erstens darauf gerichtet war, die 
Stuttgarter Hochschule aus ihren Triimmern neu aufzubauen und dieser ihren alten Glanz wieder- 
zuverleihen, die aber zweitens iiberall da, wo Kunst, Wissenschaft und Kultur, kurzum die 
Ebre seines Landes durch das ,,dritte Reich’ zertreten worden war, fiir die Anerkennung alles 
dessen eintrat, was Deutschland unleugbar zu der Gesamtkultur der Menschheit beigetragen hat. 

Man nehme Kenntnis von der Ansprache, die Grammel beim Festakt der Technischen Hoch- 
schule Stuttgart zur Feier ihrer Wiedereréffnung am 23. Februar 1946 hielt, und erkenne in dieser 
Rede einen Mann, der in tiefster Bedrangnis nicht nur seine eigene Pflicht, sondern auch die seiner 
gleichgesinnten Zeitgenossen in aller Klarheit umschreibt und zugleich dieser Pflicht bis zur auBer- 
sten Moglichkeit nachzukommen auf sich nimmt! 

Zu welch unerhértem Erfolg Grammels Tatigkeit, trotz kaum iiberwindlicher Schwierigkeiten, 
gefiihrt hat, — dank natiirlich auch der uneigenniitzigen und aufopfernden Arbeit zahlreicher 
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Anderer — beweist der heutige Stand der Stuttgarter Hochschule, die ihm als ihr héchstes Ehren- 
zeichen ihre Ehrenbiirgerschaft verliehen hat. . 

Es ist bekannt, da8 Grammel schon sehr friih in das Internationale Komitee fix die seit 1924 
organisierten internationalen Kongresse fiir angewandte Mechanik gewahlt wurde, und daB er 
nach dem zweiten Weltkrieg dazu berufen war, in dieses Komitee nicht nur so bald wie méglich 
wieder aufgenommen zu werden, sondern auBerdem aufgefordert wurde, an der Arbeit der nach 
dem Kriege ins Leben gerufenen I.U.T.A.M. (,,International Union of Theoretical and Applied 
Mechanics“) teilzunehmen. Welche Autoritat er in dieser Union alsbald hatte, erhellt aus der an 
ihn gerichteten Aufforderung, den Vorsitz des 1955 in Madrid abgehaltenen Colloquiums tiber 
,», Verformung und FlieBen des Festkérpers“ zu iibernehmen. Von seinen zahlreichen Bemiihungen, 
diesem Kolloquium einen unbestrittenen wissenschaftlichen Erfolg zu verschaffen, seien lediglich 
zwei Tatsachen erwahnt, beide in bezug auf die von ihm redigierten AbhandJungen: die erste, 
daB man sich keine bessere und knappere Einfiihrung zu den gehaltenen Vortragen denken kann 
als die nur zwei Seiten umfassende Darstellung des heutigen Standes des behandelten Wissenschafts- 
gebietes und dessen neuer Ziele; die zweite, da® diese Abhandlungen, sorgfaltig redigiert und in 
vorziiglicher Ausstattung, innerhalb eines Jahres im Besitze aller Interessenten waren. Mége 
allen zukiinftigen KongreB- und Kolloquiumverhandlungen ein ahnliches nutzbringendes Los 
beschieden sein! 

Wie aus allem Vorangehenden hervorgeht, hat Grammel einen sehr groBen Teil seiner Zeit, 
seiner Arbeitskraft und seiner Begabung den Interessen seiner Fachgenossen und dariber hinaus 
seiner Hochschule und seinem Lande gewidmet. Daneben aber hat er eine erstaunliche persénliche 
wissenschaftliche Produktivitat entwickelt, die zur wirklichen Wiirdigung eine gesonderte Biblio- 
graphie erfordert. Da diese Skizze nur Hauptmerkmale eines auBerordentlich tatigen Lebens und 
eines Charakters festhalten soll, so sei darauf verzichtet, auf Einzelheiten dieser wissenschaftlichen 
Produktion einzugehen, wie verlockend eine solche Aufgabe an sich auch ware. Dafiir sei aber 
festgestellt, da8 Grammels Arbeiten fast jedes Teilgebiet der Mechanik erfassen. In vielen dieser 
Teilgebicte spielen Kreiselwirkungen eine wichtige Rolle, und es nimmt also nicht Wunder, da8 der 
Verfasser eines Standardwerkes tiber diesen Gegenstand zahlreiche Méglichkeiten ergriff, seine 
Krafte der Lésung technischer Kreiselprobleme zu widmen. Die sowohl dem Gebiete der Dynamik 
starrer als der Dynamik deformierbarer Kérper angehérigen Schwingungen sowie deren Stabilitat 
haben in der vielseitigsten Form sein Interesse erregt. Elastische Stabilitat vielerlei technischer 
Gebilde (Ringe, Stabe, Scheiben u.s.w.) war Gegenstand origineller Behandlung; prinzipielle 
Fragen mathematischer Natur wie die Bestimmung oberer und unterer Grenzen von Eigenwerten 
sowie viele andere weit auseinander liegende Fragestellungen waren Gegenstand seiner Unter- 
suchungen! 

Nach dieser auSerst summarischen und notwendig unvollstandigen Aufzaihlung von Daten 
mége jetzt der AnlaB zu diesem Aufsatz ins Licht geriickt werden. 

Man pflegt im abgegriffenen taglichen Sprachgebrauch einem jeden, der das Alter von 70 Jahren 
erreicht, damit zu schmeicheln, da er in die ,,Kategorie der Starken“ eingetreten ist, ohne sich 
auch nur im geringsten vor Augen zu stellen, daf fiir jeden Sterblichen — bis auf die allerwenigsten 
Ausnahmen — nach dem Erreichen einer gewissen Altersgrenze, (die nach dem modernen Prinzip 
der Gleichschaltung auf 70 Jahre festgesetzt wird), die kérperliche, geistige und seelische Kraft 
abnimmt — gegen jedes Bestreben sie zu erhalten. 

Wir wollen uns trivialer Worte hier enthalten und fragen, was einem bedeutenden Menschen 
Quelle der Freude sein kann beim Erreichen eines Alters, in dem man — durchschnittlich — mit 
der Verringerung von aufgebiirdeten oder freiwillig itbernommenen Verpflichtungen und mit einer 
Schwachung der Arbeitskraft zu rechnen hat. 

Wer mit der Verringerung von Pflichten sich ,,abfinden“’ mu®, hat in der Erfillung dieser 
Pflichten — welcher Art sie auch gewesen sein mégen — seine Lebensaufgabe und seine Lebens- 
freude gesehen! Wer sich auerdem wissenschaftliche Ziele gesetzt hat, wird wohl meistens in 
Zweifel iiber den Erfolg seiner Bemithungen verfallen; denn beim Erreichen jedes einzelnen Zieles 
eréffnet sich jedem Wissenschaftler ein neuer, ausweichender Horizont, und es ist fast unvermeid- - 
lich, da8 ihm dadurch eine tichtige Wertschatzung seiner eigenen Arbeit versagt ist. 
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Auch im Falle Grammel wiirden wir von ihm selbst sicherlich ein wenn auch nicht ganzlich 
verzerrtes so doch sehr unvollstandiges und unbefriedigendes Bild seiner Wirksamkeit und seines 
Erfolges erhalten, und aus diesem Grunde ergreifen denn auch seine zahlreichen Schiiler, Freunde 
und Fachgenossen mit Freude die Gelegenheit, ihn richtiger zu beurteilen. Fassen sie dieses Urteil 
in gréBter Kiirze zusammen, wobei jedem Wort volle Bedeutung zukommt, so ehren sie in ihm 
den groBen Gelehrten, der seinem Fachgebiete national und international sehr bedeutsame Dienste 
geleistet hat; den vorziiglichen Lehrer; den integren, in seinen Auffassungen nicht zu erschiitternden 
Menschen, der in einer ebenso wahnwitzigen wie verbrecherischen Zeit seiner Hochschule, seiner 
Stadt und seinem Land mit Einsatz seiner ganzen Persénlichkeit und seiner ganzen Arbeitskraft 
mit groBem Erfolg gedient hat. 

Dieser kurzen Widmung ,,erster Art“‘ — in Worten — schlieBt sich eine andere, bedeutsamere 
,,zweiter Art“ — in Taten — an. Soll doch dieser ganze 28. Band des Ingenieur-Archivs ein blei- 
bendes Zeugnis der Verehrung aller derer sein, die an ihm mitwirkten; und mdge er dabei als ein 
_ zweifaches Symbol dienen: im Hinblick auf die Vergangenheit als Zeichen der Anerkennung, 
_ Hochachtung und Freundschaft; im Hinblick auf die Zukunft als AuBerung von Hoffnung und 
_ Zuversicht, daB in dem Fortbestehen dieser Zeitschrift Grammels Wirksamkeit noch lange zum 
| Ausdruck komme! 

Im Namen aller, die persénlich oder im Geiste heute an den 70jahrigen Jubilar herantreten, 
seien ihm, nebst Dank fiir sein Werk, die besten Gliickwiinsche fiir die vor ihm liegenden Jahre 
dargeboten. 

C. B. Biezeno. 
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Naherungsformeln zur konformen Abbildung 
von Streckenprofilgittern kleiner Teilung 


Von A. Betz 


Die meisten Verfahren zur Berechnung von Strémungsgittern fiihren bei Gittern mit einiger- 
mafen groBer Teilung t oder Kanalweite b im Verhaltnis zur Profillange / der Schaufeln (Abb. 1) 
ohne allzu groBen Arbeitsaufwand zu brauchbaren Ergebnissen. Die Schwierigkeiten wachsen aber 
mit kleiner werdendem Teilungsverhaltnis t/l bzw. Kanalweitenverhaltnis 6/1 stark an. Nun kom- 
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Abb. 1. Konforme Abbildung eines Streifens eines Streckenprofilgitters 


der z-Ebene auf die halbe ¢-Ebene. 


men aber hauptsachlich bei Gittern, die 
radial durchstrémten Radern entspre- 
chen, sehr kleine Teilungsverh4ltnisse 
vor. Es besteht daher ein Bediirfnis, 
auch hierfiir einfache Berechnungsver- 
fahren zu besitzen. An sich entsprechen 
den radial durchstrémten Radern am 
nadchsten sogenannte Kreisgitter, bei 
denen eine endliche Anzahl von Schau- 
feln auf einem Kreis angeordnet ist. 
Durch eine einfache konforme Abbildung! 
lassen sich solche Kreisgitter aber leicht 
in sogenannte gerade Gitter umformen. 
Bei diesen ist eine unendliche Anzahl 
von Schaufeln auf einer Geraden ange- 
ordnet. Da sich diese leichter und iiber- 
sichtlicher behandeln lassen, sollen sie 
den folgenden Uberlegungen zugrunde- 
gelegt werden. Die Ergebnisse lassen 
sich aber durch die erwahnte konforme 
Abbildung leicht auf Kreisgitter tiber- 
tragen. 


1. Das Streckenprofilgitter. Die ein- 
fachste Form der geraden Gitter ist das 
sogenannte Streckenprofilgitter, bei dem 
die Schaufeln aus ebenen Platten be- 
stehen. Solche Gitter sind hauptsachlich 
von Weinig” sehr eingehend behandelt 
worden. Die Strémung durch sie 1aBt sich 
durch geschlossene Formeln weitgehend 
darstellen. Aber diese exakten Zusam- 
menhange sind recht verwickelt und un- 
ibersichtlich. Deshalb soll im folgenden 
versucht werden, Naherungsbeziehungen 
aufzustellen, die einigermaBen bequem 
zu verwenden sind, deren Genauigkeit 
aber doch fiir die meisten praktischen 
Zwecke ausreicht. 


In Abb. 1 ist links oben in einer z-Ebene ein Streckenprofilgitter dargestellt. Die kennzeichnen- 
den GréBen sind der Staffelungswinkel ¢ und das Verhaltnis der Teilung t oder der Weite 


(1) 


der von den Schaufeln gebildeten Kanale zur Schaufellange 1. Fiir unsere Aufgabe hat es sich 
als zweckmaBig erwiesen, anstatt des Teilungsverhialtnisses t/l das letztere Verhiltnis, das Kanal- 


weitenverhaltnis b/! zu verwenden. 


1 A, Betz, Konforme Abbildung. Springer: Berlin/Géttingen/Heidelberg 1948. 
2 F, Weinig, Die Strémung um die Schaufeln von Turbomaschinen, Leipzig: Joh. Ambr. Barth, 1935. 
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Wird das Gitter mit einer Geschwindigkeit ¢ in Richtung der Schaufelebenen angestrémt, so 
stéren die Schaufeln, da sie ja in Stromrichtung liegen, die Strémung nicht. Diese ist eine oe e- 
storte Parallelstr6mung. Ein Punkt P der Schaufel im Abstand s von der Vorderkante hat ge 
iiber der Vorderkante das Strémungspotential Es 


Ds), (2) 

Ein Streifen dieser Strémung von der Breite b mége nun so auf eine Halbebene ¢ abgebildet 
werden, da das Schaufelprofil in den Rand der Halbebene und die Unendlichkeitspunkte der Zu- 
und Abstrémung in der z-Ebene in zwei Punkte 4 und B der ¢-Ebene iibergehen, die auf einer zum 


Halbebenenrande senkrechten Geraden im Abstande a und a’ vom Halbebenenrande liegen (Abb. 1 
rechts unten). Das Verhaltnis der beiden Abstinde sei 


alal =e. (3) 
(Die Abbildung auf eine Halbebene ist bereits in der ersten Bearbeitung derartiger Abbildungen von 


Kénig? verwandt worden. Doch waren dort die Unendlichkeitspunkte etwas anders gelegt.) Im 
Punkte A ergibt sich dann als Abbild der Strémung eine Wirbelquelle mit der Quellstarke 


und der Zirkulation ek (1) 
f= Etgt. (5) 
Im Punkte B ergibt sich entsprechend eine Wirbelquelle mit der Quellstarke 
E’ =—E=—cb (6) 
und der Zirkulation 
MY >=>—Ps=—Etge. (7) 


Bei der Erganzung der Halbebene zur Vollebene durch Spiegelung erscheinen auf der rechten Halb- 
ebene die entsprechenden gespiegelten Wirbelquellen. Ihre Wirkungen auf die Geschwindigkeiten 
und Potentiale langs des Halbebenenrandes sind die gleichen wie die der linken Wirbelquellen. Wir 
brauchen daher die Wirkungen der letzteren nur jeweils zu verdoppeln. 

Die Strémung, die sich als Feld dieser Wirbelquellen in der ¢-Ebene ergibt, entspricht der 
Parallelstr6mung in einem waagerechten Streifen der z-Ebene von der Breite 6. Auf dem Halb- 
ebenenrand ergeben sich zwei Staupunkte V und H. Sie entsprechen der Vorderkante und Hinter- 
kante der Schaufel. Das Gebiet des Halbebenenrandes oberhalb V, zwischen V und H, entspricht 
der Schaufeloberseite, das Gebiet unterhalb V und oberhalb H der Unterseite. Einem Punkte P 
der Schaufel im Abstande s von der Vorderkante entsprechen daher zwei Punkte P des Halbebenen- 
randes. Von diesen ist der eine dem Punkte P der Schaufeloberseite zugeordnet und liegt in dem 
entsprechenden Bereich; der andere in dem anderen Bereich liegende ist dem gleichgelegenen 
Punkte P der Unterseite zugeordnet. Die Zuordnung ergibt sich jeweils daraus, da die beiden 
Punkte P im Felde der beiden Wirbelquellen, die gleiche Potentialdifferenz gegeniiber dem Vorder- 
kantenpunkte V ergeben, wie sie sich fiir den Punkt P der Schaufel nach (2) ergibt. 

In der ¢-Ebene lassen sich die meisten Strémungsaufgaben fiir das Gitter leicht lésen und 
mittels der gewonnenen Zuordnung der Punkte auch leicht in die z-Ebene des Gitters tibertragen. 
Die wesentliche Aufgabe besteht also darin, fiir eine gegebene Gitteranordnung die Zuordnung der 
Punkte zu finden. Dabei ist es meist nicht sehr schwer zu einem gegebenen Punkt des Halbebenen- 
randes der ¢-Ebene den zugehérigen Punkt der Schaufeloberfliche zu finden. In der Regel liegt 
aber die umgekehrte Aufgabe vor, zu einem Punkt der Schaufeloberflache den entsprechenden 
Punkt des Halbebenenrandes zu finden. Insbesondere braucht man meist neben der Zuordnung 
eines Punktes der Oberseite des Schaufelprofiles auch die Zuordnung des gleichen Punktes der 
Unterseite und umgekehrt. Dies erfordert die Lésung einer recht unbequemen Gleichung. Man 
kann grundsatzlich natiirlich so vorgehen, daB man fiir eine Reihe von Punkten der ¢-Ebene, die 
zugehérigen der z-Ebene berechnet und durch Interpolation dieser Punkte auch die Zuordnung fiir 
den gerade benétigten Punkt der Schaufel ermittelt. Aber dieses Verfahren ist recht umstandlich. 
Fiir viele Aufgaben ware eine bequemere leicht zu handhabende Feststellung der Zuordnung er- 
wiinscht, selbst wenn sie nicht ganz streng genau ist. Insbesondere sind solche formelmaBigen Be- 
ziehungen erwiinscht, um sie fiir analytisch weiter zu behandelnde Aufgaben verwenden zu kénnen. 
Im folgenden soll eine solche einfache Naherungslésung gesucht werden. Dabet erleichtert der 
Umstand, da8 wir uns auf groBe Schaufellangen beschranken, die Aufgabe. 

Bei unendlich langen Schaufeln wird das Potential der Hinterkante gegeniiber dem der Vorder- 
kante 00. Dementsprechend riickt der Abbildungspunkt H der Hinterkante in der ¢-Ebene und 
gleichzeitig auch der dem Unendlichkeitspunkte der Abstrémung entsprechende Punkt B mit der 


1 E, Kénig, ZAMM, II (1922), S. 422. 
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negativen Wirbelquelle ins Unendliche. Es bleibt nur die Wirbelquelle A und der Staupunkt V, 
der der Vorderkante entspricht, bestehen. Bei endlicher aber einigermaBen groBer Schaufellange 
im Verhiltnis zur Teilung ¢ bzw. zur Kanalweite b liegt der Punkt B mit der negativen Wirbel- 
quelle in groBer Entfernung vom Halbebenenrand. Es ist e = a/a’ < 1. Der EinfluB dieser Wirbel- 
quelle ist also klein. Es ist daher zweckmaBig, ihn zunachst zu vernachlassigen, d. h. unendlich 
lange Schaufeln zu betrachten und den Einflu8 der endlichen Schaufellange, falls es nétig sein 
sollte, nachtraglich als kleine Korrektur zu beriicksichtigen. 

2. Gitter mit unendlich langen Schaufeln. Den Abstand a der im Endlichen liegenden Wirbelquelle 
vom Halbebenenrand kénnen wir als MaBeinheit der ¢-Ebene beliebig wahlen. Der Abstand eines 
Punktes P von der Wirbelquelle A sei r und der Winkel, den der Strahl AP mit der Normalen 
zum Halbebenenrand bildet, sei p (Abb. 1). Dann ist 

r= 4) Cosi (8) 
Die Geschwindigkeit, die als Feld der Wirbelquelle und ihres Spiegelbildes im Punkte P herrscht, 
wird 


i E 
w = —— sing + z cos p = cos” y (tg p + tgu). (9) 


ria am 
Im Staupunkt V ist w = 0. Fiir seine Lage ergibt sich hiernach 
tgg, + tg. =—0, Py =—t. (10) 
Das Potential im Punkte P gegeniiber diesem Staupunkt V, der ja der Schaufelvorderkante ent- 
spricht, ist 
E r if E cos ¢ 
Doig th reper Petal fee ee (11) 
Dieses Potential mu8 gleich sein dem in dem entsprechenden Punkt P der Schaufel, im Abstand s 
von der Vorderkante herrschenden, das nach (2) @ = cs ist. Da nach (4) EK = c 6 ist, so ergibt 
sich zwischen s und g der Zusammenhang 
$7 


==] 
hinaees: cos P 


SEM eM (12) 
Diese Gleichung ist nun nach ¢ aufzulésen. Da jeweils cos p = cos (— @) ist, ergeben sich zu einem 
Punkte der Schaufel im Abstande s von der Vorderkante im allgemeinen zwei durch die Winkel g, 
und gy, bestimmte Punkte des Halbebenenrandes der £-Ebene. Von diesen entspricht der eine der 
Oberseite, der andere der Unterseite der Schaufel. Nur fiir die Vorderkante (s = 0) und fiir die 
Hinterkante (s = o) fallen die beiden Werte von gm zusammen (py, = gy, = —t bzw. = 2/2). 
Die Aufgabe besteht nun darin, bei gegebenem Staffelungswinkel « zu einem gegebenen Punkte s 
die zugehérigen Werte p, und g, zu bestimmen, d.h. Gleichung (12) nach g aufzulésen. Darin 
besteht aber gerade die Schwierigkeit der Aufgabe, da ~ in Gleichung (12) in einem mathematisch 
recht unbequemen Zusammenhang auftritt. 
Man kann Gleichung (12) auch in der Form 


e—*s/b = cog @ = OF. 


e+ +) tge (13) 


OS t 

schreiben. Dabei ist anstatt des Abstandes s des Schaufelpunktes von der Vorderkante der Winkel 

@ = + are-cos e~**/? (14) 

eingefiihrt, der die Lésung y = @ fiir den Spezialfall « = 0 darstellt. Da zu jedem Wert s nach 

(13) ein Wert cos ? gehért, dieser aber durch die beiden Werte + und —# befriedigt wird, kann 

man festlegen, da jeweils + 9 der Oberseite und — # der Unterseite der Schaufel zugeordnet 
sein soll. Dadurch erhalt man eine eindeutige Zuordnung der GréBen —y, # und t. 

Um zuniachst einen Uberblick iiber diese Zusammenhange zu gewinnen, kann man jeweils zu 

gegebenen Werten vs und y das zugehérige } berechnen. Das Ergebnis ist in Abb. 2 dargestellt. 


Dabei ist zur Vereinfachung und bequemeren Darstellung 
ee 21h, ghee 291%, zs=29/n (15) 
eingefiihrt. Bei der erwahnten Festsetzung, daB + % die Oberseite, — 9 die Unterseite darstellt, 


die z-Werte in der oberen Halfte also z, = 2 (,/% in der unteren z, = 2 ~,/7 bedeuten, bestehen 
folgende Symmetriebeziehungen 


%=2¢+%4,+y =—z2 
Sy = 2¢+%,—y)> =—z(—x,+y). (16) 
1 ¢ » bedeutet ,,Funktion von“, 
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Fiir die Achsen und Rander des Schaubildes lassen sich die Zusammenhiange leicht ermitteln. Es ist 


oy ey fur 47 = 0; 


a oe Trey = O.. 
4 = — m= fir y=, 
4 = — =F fir y =—+, 
4 == —F fiir Kat, 
4 = % => fire 


-08 
y a 


“1849 G2. OF 46 


08 40 


Abb. 2, Zusammenhang der GréBen x = 21/2, y = 2 0/a und z = 2 g/m. Stark ausgezogen: genaue Werte gemaB Gleichung (13), 
diinn gestrichelt: Naherung I nach Gleichung (17), diinn ausgezogen: Niherung II nach Gleichung (23). 


Diese Randwerte sind symmetrisch zur Diagonale y =x. Aber in den beiden Eckpunkten 
y =x =-+1 befindet sich eine recht unangenehme, mathematisch schwer zu erfassende Singu- 
laritat, welche die Symmetrie zur Diagonale stort. Diese Stérung wird aber um so geringer, je 
mehr man sich den Achsen x = 0 oder y = 0 nahert. Fiir die Umgebung der Achsen kann man 
deshalb fiir z bzw. ¢ eine sehr einfache Naherungsfunktion verwenden, welche die Randbedingungen 
erfiillt, im tibrigen aber symmetrisch zur Diagonale y = x ist. Eine solche Funktion ist 


P, © ere bzw. epee (17) 
Sie ist in Abb. 2 als diinne gestrichelte Linien eingezeichnet. Man erkennt, daB sie etwa in einem 
Bereich xy < 0,2 die wahren Werte z (bzw. gy) gut darstellt. Da dieser Bereich, kleiner Staf- 
felungswinkel . oder nachste Umgebung der Eintrittskante, praktisch besonders haufig interessiert, 
se kann man in diesen Fallen mit dieser einfachen Naherung auskommen. 
Wiirde man eine Ersatzfunktion verwenden, welche sich in den singularen Eckpunkten ebenso 
verhalt, wie die richtige Funktion, so ware zu erwarten, daf sie den ganzen Bereich gut annahert. 
Aber gerade dieses Verhalten in den singularen Eckpunkten ist mathematisch sehr schwer zu 
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erfassen und laBt sich nicht durch einfache bequeme Formeln darstellen. Naherungslésungen, 
welche die singularen Stellen nicht richtig wiedergeben, kénnen natiirlich den Bereich in der Um- 
gebung der singularen Stellen auch nicht richtig wiedergeben. Das ist aber praktisch nicht von Be- 
deutung, da dieser Bereich, sehr groBe Staffelungswinkel und gleichzeitig sehr grofe Entfernung von 
der Vorderkante, nur selten vorkommt und auBerdem mit anderen Methoden behandelt werden kann. 

Um die Abweichung der Kurven vom symmetrischen Verlauf zu verfolgen, fahren wir statt 


der Ordinaten x und y die Verbindung y — x und y + x ein. Dabei ist y — x das /2-fache des 
Abstandes eines Punktes x, y von der Diagonale y = x und y + x das / 2-fache des Abstandes 


von der Diagonale y = — x. Wenn man beachtet, dah 
2 cos } cos t = cos (F — 0) + cos (# + 2) (18) 
ist, kann man Gleichung (13) auch schreiben 
cos ( — 1) = cos (y — x) m/2 = e—& + 8! cos p — cos (x + y) n/2. (19) 


Insbesondere ergibt sich fiir die Kurve py = z = 0 
cos (y — X)9 2/2 = 2 e—''8‘ — cos (x + y)o a/2. (20) 


Hieraus kann man fiir jeden Staffelungswinkel « = x 7/2 den Abstand (y — x)//2 von der Diago- 
nale berechnen. 
Da diese Rechnung aber immerhin noch etwas unbequem ist, kann man den Verlauf der Kurve 


z = 0 durch die Naherung 


(y —a)o & 0,7 (xy)? (x + y) (1 —*y) (21) 

darstellen. Fiir die Punkte dieser Kurve muf z = 0 sein. Man muB also die Naherung (17) hierfiir zu 
eee : ‘ 

zr a — Pw 2 — 047 (x vy)? (x + y) (22) 


korrigieren. 

Die Abweichungen der iibrigen Kurven z + 0 von der symmetrischen Formel (17) kann man 
nun angendhert proportional der Abweichung der Kurve z = 0 setzen. Wenn man weiterhin 
beachtet, daB diese Abweichungen der anderen Kurven an den Randern x = + 1 und y= +1 


gegen Null gehen miissen, so liegt es nahe, als Proportionalitatsfaktor 1 @=S)=1 ar Zu 
verwenden. a EY 

Fiir die z- bzw. m-Werte ergibt sich demnach die Naherung 
an = 2 pula & ies 0,7 (x y)? (« + y) l eres = 2,— 0,7 (xy)? (x + y) (lL—2)). (23) 
Die sich hiernach fiir die verschiedenen z-Kurven ergebenden Naherungen sind in Abb. 2 als diinne 
ausgezogene Linien eingetragen. Die Abweichungen der Kurve z = 0 vom wahren Wert (starke 
Kurve) ist auf die Naherung nach Gleichung (21) zuriickzufihren. 

Wie man aus Abb. 2 ersieht, sind die Abweichungen dieser Naherung in einem Bereich x y < 0,6 
so gering, daB die Genauigkeit fiir die meisten praktischen Zwecke ausreichen wird. Will man 
aber trotzdem noch héhere Genauigkeit, so kann man die Naherungswerte von @ beliebig ver- 
bessern. Man berechnet dazu mittels (12) zu dem Niaherungswert gy den zugehérigen Wert sjy. 
Dieser wird von dem Sollwert s um As = sy; —s abweichen. Entsprechend weicht dann auch 
gu vom richtigen Wert um Ay = yu — gp ab. Da As und Ap gleiche Potentialunterschiede 1@ 


ergeben miissen, ist 


A®=cAsxrawdAtgp yaw Ag/cos*y. (24) 
Nach (9) ist mit E = cb 
cb 6 
aw —— cos’ [tg p + tg ie (25) 
Demnach wird 
“4 
Ag y As b (tg p + tg e) . (26) 


Fiir p kann man dabei den Naherungswert gj; nach (23) verwenden. Der dann noch verbleibende 
Fehler kann grundsatzlich durch iterative Wiederholung dieses Verfahrens beliebig verkleinert 
werden. Im allgemeinen wird aber ein erster Verbesserungsschritt so genaue Werte liefern, daB 
sie auch sehr hohen Anspriichen geniigen. In der Nahe des Staupunktes V geht w—> 0, so daB 
sich hier dieses Verbesserungsverfahren nicht anwenden laBt. Aber in der Umgebung dieses Punktes, 
also fiir y—> 0 ist auch kein Verbesserungsverfahren nétig, da hier bereits die Naherung @, in die 
exakte Lésung tibergeht. 
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3. EinfluB der endlichen Schaufellinge. Bei endlicher Schaufellange tritt im Punkte B im Abstand 
a’ = a/e vom Halbebenenrand die schon in Gleichung (6) und (7) erwahnte Wirbelquelle mit der Quell- 


starke E’ = — E und der Zirkulation 1’ = —TJ auf. Diese bewirkt auf dem Halbebenenrand 
entsprechend (9) die zusatzliche Geschwindigkeit 


uF 


oe cos* y’ (tg pm’ + tgu). (27) 


Dabei ist y’ der Winkel des vom Punkte B zum betrachteten Punkt P gezogenen Fahrstrahles 
mit der Achse BA. Zwischen gy’ und @ besteht der Zusammenhang 


Ir a 
gp = tep =etgp (28) 
oder 
ee 1 a 1 
oe? Ll+tgy’ 1 + ¢2 tg? p’ (29) 


Infolge der Zusatzgeschwindigkeit erhalt man fiir die Richtungswinkel @y und my nach den 
Staupunkten V und H jetzt die Bedingung 


nee Es tem + tg etg p+ tge 
ee ae ( i eae eae creer eo) 
Dies ergibt fiir tg die quadratische Gleichung 

(1 + €) tgp = — tg e(1 —e tg’) (31) 

mit den beiden Liésungen fiir die der Vorder- und Hinterkante entsprechenden Staupunkte 
ee AN ( 2tge \2 32 
oy = qe 1 — V1 +e( 28, (32) 

l+e Phe ota \e | 

teen = poet (1 + Yate (Se) | (33) 


Zwischen den der Vorder- und Hinterkante entsprechenden Punkten V und H ergeben sich dem- 
nach die Beziehungen 


1 + 
te or + 80H = Sig, (34) 

und : 
tg pp: tg py = ——. (35) 


E 


Die Schaufellange sei nun so groB vorausgesetzt, daB ¢ < 1 und auch ¢ tg?. < 1 ist. Es wird 
sich zeigen, daB diese Forderung schon bei ziemlich mafigen Schaufellangen erfillt wird. Unter 
diesen Voraussetzungen kann man sich auf lineare Glieder in ¢ beschranken und erhalt aus (32) 
durch eine Potenzentwicklung der Wurzel naherungsweise 


reise Se Pe ee 
Be aces 2 (TEs 2€ few ats | 
2 
=p Ali +o ]e tee betge betel (36) 
etge 
=— tge+etge(1 + tg’) = —tgtt+ 
oder 
Gy tee tg (vy + 4) & (tg py + tg) coPuwetge. (37) 


Der Richtungswinkel g, zum Staupunkt V wird demnach bei endlicher Schaufellange um die kleine 
GréBe «tg. verschoben. In vielen Fallen kann man diese kleine Verschiebung vernachlassigen. 

Fiir den Richtungswinkel zu dem der Hinterkante der Schaufeln entsprechenden Staupunkt H 
erhalt man nach (35) und (36) 
: 1 il 1 zs 1 


=— RY - —_—_ & ~ 38 
'S Pa Ets Py, € tg e (1 — e/cos? t) € tg (u—eé tg ¢) etge (38) 

und somit 
Pu > —Etg(v—etgy wy —etge, cos@y © sin (e tg l) YeEtge. (39) 


1 Diese Beziehung ergibt sich auch unmittelbar, wenn man Vorder- und Hinterkante der Schaufeln ver- 
tauscht, wobei sowohl a’ und a, wie H und V ihre Lage vertauschen. Dies wird fiir a und a’ durch die lineare 
Transformation ¢’ = aa’/f = a2/e€ erreicht. Durch die gleiche Transformation muB 1a tg y, in 1a tg py, 

ae 1 1 


tbergehen, also 1a tg y,, = oder tgp, tE Py = jag — ~ Sem: 


elatg Py 
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Ferner wird nach (28), (37) und (38) 
tegyv=etggy, pyre —etg(t—etgi), cos py & 1 (40) 


; 1 , 4 
15 n= 28 On Gee ye mk oy 


Fir die Zuordnung eines Punktes s der Schaufel und des Richtungswinkels p zum entspre- 
chenden Punkte des Halbebenenrandes ergibt sich analog (12) bei endlicher Schaufellainge die 
um den Einflu8 der zweiten Wirbelquelle erweiterte Beziehung 


/, 
ras COs Py, COs Py, 


o — —— f ee ‘c e 
b “cos p cos y’ tet ly a7, (y vv) =) 
Wenn durch die Zusatzglieder der Punkt s unverandert bleiben soll, mu8 @ in g + Ag geandert 
werden. Wenn man beachtet, daB fiir hinreichend kleine Ap 


cos (p + Ag) © (1 — tg y Ag) cos p (43) 
ist, ergibt sich bei Beschrankung auf lineare Glieder in ¢ fiir Ap die Beziehung 
0 =—In (1 — tg Ag) + tg + [4p —(y' — 9) - (44) 


Beschranken wir uns auf nicht allzu groBe Winkel g, so dab tg p dy <1 unde tg gy < | ist, so 
ergibt sich aus (44) 

Ap (tgp + tg) ye (tgp —tg gy) tee. (45) 

Ay x etge. (46) 


Nach (37) hat sich diese Verschiebung als Anderung Ay, des Richtungswinkels zum Vorder- 
kantenpunkt V ergeben. Sie zeigt sich jetzt in gleicher GréBe, unabhangig von ¢ in einem Bereich 
nicht allzu groBer y-Werte (e tg p < 1), der praktisch ja hauptsachlich interessiert. 
Der Punkt mit dem Richtungswinkel yj, entspricht der Hinterkante der Platte, also einem 
Wert s =I. Nach (42) gilt hiernach 
= I) COs Y,, 1 cos 'y, 
——In 


== |i) 7 
b COS Py COSP' yy 


+ tg t [pu — ev — (Gu — 7)]- (47) 


Setzt man die Naherungswerte (36) bis (41) ein, so erhalt man den Zusammenhang zwischen ¢ 
und v. Es wird 


al cost. ru nt 
Sp win Serene + tee(F —etge ts —etgi—F + se tg + e tgs) 
5 4 

cos? ¢ COS20 = ) 

a= ln ¢ + 2tge(s—etgi) win — + 2etge 
und somit 
I I 
pee Sige Tia ee 
€ cos? Le sCOS*h@ 0 ‘ (49) 


Fiir ungestaffelte Gitter, also fiir 1 = 0, wird ¢ = e—7"/!, Das ergibt schon fiir die recht maBige 
Schaufellange 1 =t einen Wert ¢ = e~* = 0,043. Mit wachsender Schaufellange nimmt ¢ sehr 
rasch weiter ab; fiir ] = 2 tz. B. ist es bereits auf ¢ = 0,002 gesunken. Bei endlichem Staffelungs- 
winkel ¢ ist ¢ stets noch kleiner als bei s = 0. Da ¢-Werte, die Kleiner als etwa 0,01 sind, praktisch 
bedeutungslos werden, kann man etwa mit einer groben Naherung 


& w& e—7!I* cos t (50) 


auskommen. Bei einigermaBen grofen Schaufellangen, etwa von 1 > 1,5t an, wird ¢ und damit 
der Einflu8 der endlichen Schaufellange bereits so klein, da8 man ihn vernachlassigen und die 
Formel (17) bzw. (23) fiir die unendlich langen Schaufeln ohne weitere Korrektur verwenden 
kann. 


Zusammenfassung. Bei Kreiselraidern mit radialem Durchflu8 kommen vielfach sehr lange Schau- 
feln vor. Zur konformen Abbildung der entsprechenden Streckenprofilgitter, deren strenge Behandlung 
recht umstandlich ist, werden einfache Naherungsformeln (17) und (23) angegeben. Dabei werden die 
Schaufeln zunachst als unendlich lang angenommen. Der Einflu® der endlichen Schaufellange 
wird dann als Korrektur behandelt. Dabei zeigt sich, da8 dieser Einflu8 schon bei maBigen Schaufel- 
langen recht gering ist, so daB man ihn meistens gar nicht zu beriicksichtigen braucht. 


(Eingegangen am 31. Oktober 1958.) 
Anschrift des Verfassers: Professor Dr, Albert Betz, Gottingen, Herzberger Landstr. 39a. 
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Uber einige Verfestigungsregeln 


Von Christian Clayuot und Hans Ziegler 


1. Einleitung. Das plastische Verhalten eines Werkstoffes mit Spannungsverfestigung wird be- 
schrieben durch: a) die urspriingliche FlieSbedingung, die angibt, unter welchen Spannungs- 
zustanden erstmals plastischer FluB einsetzt; b) das FlieBgesetz, welches das plastische Verzer- 
rungsinkrement mit der Spannung und dem Spannungsinkrement verkniipft; c) das Verfestigungs- 
gesetz, das die Anderung der Flie8bedingung im Laufe des plastischen Flusses beschreibt. 

Bei Metallen werden allgemein die FlieSbedingungen von R. v. Mises! und von H. Tresca? 
verwendet und durch konvexe, den Ursprung enthaltende Flachen im Spannungsraum, die so- 
genannten FlieBflachen, dargestellt. Als FlieBgesetz darf die Regel von R. v. Mises? heute als 
anerkannt gelten*, wonach der Vektor des Verzerrungsinkrements in die auBere Normale der 
FlieBflache im Spannungspunkt fiallt. 

Was das Verfestigungsgesetz anbelangt, so gibt es zur Zeit verschiedene Regeln, die noch alle 
den Charakter von Hypothesen haben. Nach einer von R. Hill® postulierten Regel expandiert 
die FlieBflache mit dem Spannungspunkt unter Beibehaltung ihrer Form und Orientation im 
Spannungsraum. Da dabei das Material isotrop bleibt, spricht man auch von isotroper Verfesti- 
gung; diese tragt aber dem Bauschinger-Effekt keine Rechnung. Nach der Regel von W. Prager® 
verschiebt sich die FlieBflache im neundimensionalen Spannungsraum in Richtung der auBeren 
Normale im Spannungspunkt, und zwar translatorisch als Ganzes. In den Unterraumen, die fiir 
das Studium einfacher Anwendungen ausreichen, ist das Verhalten der FlieBflache, wie P.G. Hodge Jr. 
und N. Perrone’ in Sonderfallen sowie R. T. Shield und H. Ziegler® allgemein nachgewiesen haben, 
nicht so einfach; in gewissen Fallen sind sogar Deformationen der FlieBflache zu erwarten. Nach 
einer von H. Ziegler® vorgeschlagenen Modifikation der Regel von W. Prager verschiebt sich die 
FlieBflache nicht nur im neundimensionalen Spannungsraum, sondern auch in jedem Unterraum, 
in Richtung des vom Zentrum der Flache nach dem Spannungspunkt gezogenen Strahles. 

Sieht man von einem Vorschlag von P.G. Hodge Jr.!° ab, die isotrope Verfestigung mit der 
Regel von W. Prager zu kombinieren, dann sind das Verfestigungsgesetz von W. Prager und seine 
von H. Ziegler vorgeschlagene Modifikation die einfachsten, dem Bauschinger-Effekt Rechnung 
tragenden, Regeln. Sie weisen trotz der verschiedenen Ausgangs- 
annahmen sowohl grundsatzlich wie auch in ihren Spielarten fir 
einfachere Situationen manches Gemeinsame auf. Die beiden Regeln 
sollen hier — in Anlehnung an die in den FuBnoten 8 und 9 zitierten 
Arbeiten — nochmals verglichen sowie auf ihre Unterschiede bzw. 
Ahnlichkeiten hin untersucht werden. Dabei kénnen auch einige 
Korrekturen und Erganzungen angebracht werden. 


2. Die Regeln im neundimensionalen Spannungsraum. Wir be- 
schranken uns, um unndtige Komplikationen zu vermeiden, auf 
starr-plastische Stoffe, welche erstens urspriinglich isotrop sind und 
zweitens unter einachsigem Zug oder Druck das lineare Spannungs- Bibl Sienaiere ohminen) aeazaes 
Dehnungs-Diagramm von Abb. 1 mit der urspriinglichen FlieB- aT Ry eee Seatunepiietelieiue: 


1 R. v. Mises, Mechanik der festen Korper im plastisch deformablen Zustand, Goettinger Nachr., Math. 
Phys. Klasse, (1913) S. 582. : 
% H. Tresca, Mémoire sur |’écoulement des corps solides, Mém. prés. Acad. Sci., Paris, 18 (1868) S. 733. 
-3 R.v. Mises, Mechanik der plastischen Formanderung von Kristallen, Z. Angew. Math. Mech. 8, (1928) S. 161. 
4 vgl. H. Ziegler, An Attempt to Generalize Onsager’s Principle, and its Significance for Rheological 
Problems, Ackeret-Festschrift, Z. Angew. Math. Phys. 9b (1958) S. 748. ; 
5 R. Hill, The Mathematical Theory of Plasticity, Clarendon Press, Oxford 1950. 
6 W. Prager, The Theory of Plasticity: A Survey of Recent Achievements, James Clayton Lecture, Proc. 
Inst. Mech. Eng. 169 (1955) S. 41. ; 
PG: eae BAS Linear Plasticity, Proc. 9th Intern. Congr. Appl. Mech., Brussels 1956. Siehe 
auch N. Perrone and P. G. Hodge Jr., Applications of a Consistent Theory for Strain Hardening Plastic Solids, 
PIBAL Report 403, Polytechnic Inst. of Brooklyn, Brooklyn N. Y. (1958). 
8 R. T. Shield and H. Ziegler, On Prager’s Hardening Rule, Z. Angew. Math. Phys. 9a (1958) S: 260. 
° H. Ziegler, A Modification of Prager’s Hardening Rule, Quart. Appl. Math. 17(1959), erscheint demnachst. 


10 P.G. Hodge Jr., a. a. O. 
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grenze 6, und dem Verfestigungsmodul c aufweisen. (Grundsatzlich ist eine Erweiterung auf 
elastisch-plastische Kérper mit vorbestehender Anisotropie sowie auf Verfestigungsmoduln c, welche 
noch von der Dehnung abhangen, ohne weiteres méglich.) Wird ein Element dieses Materials auf 
ein Koordinatensystem x; bezogen und einem beliebigen Spannungszustand g;, unterworfen, so 
kann dieser Spannungszustand durch einen Spannungspunkt S im 9-dimensionalen Spannungs- 
raum 6;, dargestellt werden. Die urspriingliche FlieBflache ist in diesem Raum durch eine Gleichung 


der Form F(o;,,) = k* = const 


gegeben, wobei die Funktion F mit Riicksicht auf die Voraussetzung anfanglicher Isotropie gegen- 
iiber Drehungen des physikalischen Koordinatensystems x; invariant oder kurz eine Invariante 
des Spannungszustandes sein mu8. 

Beide hier zu besprechenden Regeln postulieren, daB sich die FlieSflache wahrend des plastischen 
Flusses translatorisch verschiebe. Sie hat also spater die Gleichung 

F(G;,— 4) =, (2.2) 

wobei der Tensor o;, die gesamte Translation der Flache und somit in gewissem Sinne die ein- 
getretene Verfestigung darstellt. Die linke Seite von (2.2) ist im allgemeinen keine Invariante 
des Spannungszustandes o;;, mehr, und daraus folgt, daB das Material mit der Verfestigung 
anisotrop wird. Bei gréBeren Deformationen mu daher das Koordinatensystem x; mit dem 
Element verbunden werden. 

Nach dem FlieBgesetz von R.v. Mises liegt das Verzerrungsinkrement de;,, als Vektor im 
Spannungsraum o;, aufgefaBt, in der auBeren Normale der FlieBflache im Spannungspunkt S. 
Demnach ist oF 


dé; , = 35, 04° Ws O. (2.3) 
Damit ist aber erst die Richtung des Vektors de;,, festgelegt. Was seinen Betrag anbelangt, liegt 
es nahe, diesen der Projektion des Spannungsinkrements do;, auf die 4uBere Normale der FlieB- 
flache proportional, also unter Verwendung der Summationsregel 
2 oF 
(36 den don) 5 = 0 (2.4) 
zu setzen. Wenn dabei der Proportionalitatsfaktor mit 2 c/3 angeschrieben wurde, dann deshalb, 
weil sich spater herausstellen wird, daB die Konstante c in (2.4) mit dem Verfestigungsmodul von 
Abb. 1 identisch ist. 
Im Spannungsraum ist 4;, der Fahrstrahl des Punktes C, der anfanglich im Ursprung lag und 
im folgenden als Zentrum der FlieBflache bezeichnet werden soll. Die Verfestigungsregel von 
W. Prager lautet p 
da; ;, = 3 c de; ;, . (2.5) 


Ihr zufolge verschiebt sich, wie der Vergleich von (2.5) mit (2.3) zeigt, die FlieBflache in Richtung 
ihrer duBeren Normale im Spannungspunkt (Abb. 2). Dabei liegt nach (2.5) und (2.4) der Vektor 
do;,, —do;,, in der Tangentialebene der FlieBflache; die Flache verschiebt sich mithin derart, 
daB sie stets den Spannungspunkt enthalt. 
Nach dem Vorschlag von H. Ziegler wird die Verfestigungsregel statt mit (2.5) mit 

doin =(in—Aix) du, du > 0 (2.6) 
angesetzt. Die F'lieSflache verschiebt sich dann nicht in Richtung ihrer auBeren Normale im 
Spannungspunkt, sondern (Abb. 3) in Richtung des von ihrem Mittelpunkt C nach dem Spannungs- 
punkt S gezogenen Fahrstrahls. Mit (2.6) ist wiederum nur die Richtung des Vektors da;, fest- 
gelegt; wenn aber der Spannungspunkt auch hier stets auf der FlieBflache liegen soll, muB 


oF > 
(dip da 0 (2.7) 


sein. pes 

Ks ist klar, da sowohl die Regel (2.5) wie auch ihre Modifikation (2.6), (2.7) physikalisch 
annehmbare Verallgemeinerungen des in Abb. 1 geschilderten Verhaltens unter einachsigem Zug 
oder Druck darstellen. Aus (2.5) folgt, dafS bei der Regel von W. Prager der Fahrstrahl o;, des 
Punktes C im 9-dimensionalen Spannungsraum o;, (bis auf den Faktor 2 ¢/3) die totale Verzerrung 
verkérpert. Bei der Modifikation (2.6), (2.7) trifft dies nicht mehr zu. Wohl kann man hier (2.7) 
mit Riicksicht auf (2.4) durch 


Gaz eae dei) ro = 0 (2.8) | 
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ersetzen und so feststellen, daB sich die Gesamtverzerrung (wiederum bis auf den Faktor 2 c/3) 
aus den Normalkomponenten der Schritte da,, zusammensetzt; als Ganzes ]aBt sie sich aber in 
Abb. 3 nicht mehr interpretieren. Das ist indessen kein entscheidender Nachteil da in den prak- 
tisch meist verwendeten Unterraumen — wie sich bald zeigen wird — die bo prociene einfache 
Interpretation der totalen Verzerrung auch unter der Regel von W. Prager nicht mehr direkt 
moglich ist. Vielmehr wird sich herausstellen, daB auch die modifizierte Regel ihre Vorziige hat 
und daf bei vielen einfachen Anwendungen beide Regeln zum gleichen Ergebnis fiihren. 


Abb. 2. FlieBgesetz und Pragersche Verfestigungsregel Abb. 3. FlieBgesetz und modifizierte Verfestigungsregel 
im 9-dimensionalen Spannungsraum. im 9-dimensionalen Spannungsraum. 


3. Einige gemeinsame Eigenschaften. Im urspriinglich isotropen Kérper hat die Flie®funktion 


die Form 
F(G;x) = C[L (Gin), Le(oix), I;(6;,)] » (3.1) 
wobei 
1 I 
I, = 6;; Lp = 3 015 Oji» Ey 39; Oj, Oh: (3.2) 


die fundamentalen Invarianten des Spannungstensors sind. Ist der FlieBbeginn anfanglich un- 
abhangig von der mittleren Normalspannung, dann gilt mit dem Kroneckerschen 6,, und einem 
beliebigen Wert von £ 


Fo; + Bix) = Fj) - (3.3) 
Wenn einmal plastischer FluB eingesetzt hat, lautet die FlieSfunktion gemaB (3.1) und (2.2) 
Fo; — % 5) = CLL (Gin — Xin)» Li, — Oi)» Is(0i, — %:1)] - (3.4) 


Ersetzt man o;, durch o;, + 6 0;,, so bleibt (3.4) nach (3.3) unverdndert, und daraus folgt, daB 
das plastische FlieBen unabhangig von der mittleren Normalspannung bleibt, 
wenn sein erstes Hinsetzen von ihr unabhangig war. 

Mit (3.4) nimmt das FlieBgesetz (2.3) die Form 


oG ol, a al, , a al,\ 
os OL, 20 3.5 
de; ;, (=, COik ol, OCik I als za:i)4 > dj, = 0 ( ) 


/ 


an, und hieraus wird, wenn man die partielle Ableitung der Invarianten ausfiihrt, 


oG oG oG 
dey, = ler, Une TR (05, — %4) + al, (9;; —%:j) (Oj, —%jx) | U - (3.6) 


Nimmt man jetzt an, da das physikalische Koordinatensystem «x; urspriinglich mit dem Haupt- 
achsensystem des Spannungszustandes zusammenfalle, dann gilt zunachst 


G0 -—— (t =k) und "6, = "0". (3.7) 
Aus (3.6) folgt dann 
dé; ;, = () (i a k) Py (3.8) 
und damit ergibt sich sowohl nach (2.5) wie nach (2.6) 


In Worten: da das Material urspriinglich isotrop ist, sind sowohl der Tensor des ersten Verzerrungs- 
inkrements de,, als auch der Tensor do; ;, mit dem Spannungstensor koaxial. Die Gleichungen (3.8) 
und (3.9) bleiben auch richtig, wenn man die zweite Annahme (3.7) durch die schwachere 

&, = 0 (i + k) (3.10) 
ersetzt. Wenn also die Hauptachsen des Spannungszustandes von Anfang an im 
Element fest sind, dann bleibt der Tensor des Verzerrungsinkrements und damit 
auch der Verzerrungstensor mit dem Spannungstensor koaxial. 
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Dreht sich das Hauptachsensystem des Spannungstensors, dann gelten (3.8) und (3.9) zwar 
noch in einem ersten infinitesimalen Schritt, vorausgesetzt, da die Hauptachsen des Spannungs- 
zustandes als physikalische Koordinatenachsen gewahlt werden. Sollen sie auch in einem zweiten 
Schritt bestehen bleiben, dann mu®B das Koordinatensystem vorher ins neue Hauptachsensystem 
des Spannungstensors weitergedreht werden. Damit wird aber (3.10) verletzt, und es folgt, daf 
mit Riicksicht auf die mit der Verfestigung auftretende Anisotropie der Tensor 
des Verzerrungsinkrements im allgemeinen nicht mit dem Spannungstensor 
koaxial ist. 

Es gibt kein Problem, das man nicht auch in einem Spannungsraum von weniger als neun 
Dimensionen behandeln kénnte. So wird man in vielen Fallen in einem 3-dimensionalen Haupt- 
spannungsraum arbeiten. Unserem letzten Ergebnis zufolge ist dies indessen nicht méglich, wenn 
die Hauptachsen des Spannungszustandes im Element nicht fest sind, da in diesem Falle die 
€;, (i += k) und die o;, (i ++ k) nicht identisch verschwinden. Uberhaupt ist bei der Reduktion 
der Zahl der Dimensionen stets gré8te Vorsicht am Platz. 


4. Behandlung im sechsdimensionalen Spannungsraum. Mit Riicksicht auf die Symmetrie des 
Spannungstensors (und des Verzerrungstensors) kann man jedes Problem auch im 6-dimensionalen 
Spannungsraum behandeln. Dabei empfiehlt es sich, vor allem auch im Hinblick auf die noch 
vorzunehmenden Spezialisierungen, die physikalischen Koordinaten mit x, y, z, die Spannungen 
mit O,,..-,Ty,»--- und die Verzerrungen mit ¢,,..., € zu bezeichnen, wobei die Punkte 
zyklische Permutationen anzeigen. 

In den neuen Bezeichnungen lautet die FlieBbedingung (2.2) 


yore 


PG, = Wis 02 ig Tye — Oyarnie os) Cy — ges eg (4.1) 


und zwar miissen hier T,,,T7 . noch als unabhangige Veranderliche aufgefaBt werden. Im 


Ee ae 


6-dimensionalen Spannungsraum wird man aber die drei Spannungskomponenten T,y+ ++ durch 
Tyz,+++ ausdriicken und die FlieSbedingung in der Form 
FCs Oy + +5 Tye My) = (4.2) 
anschreiben. Aus (4.1) und (4.2) folgt dann 
oF oF oF a Le 
Pepa ao Sees oe gt ar aa alt ~ do, |. ee alte: cbt +, (4.3) 
und hieraus erhalt man mit Riicksicht auf die enc des 6 ee 
oF af oF af 
Sapa. eee 2 RAE Oat ee ' (4.4) 
Bei den Verzerrungen kann man é,,,... durch ¢,,,... und ferner diese drei GréBen durch 


die halben Schiebungen y,,/2,... ersetzen. Das FlieBgesetz (2.3) nimmt dann wegen (4.4) im 
6-dimensionalen Spannungsraum die Form 


deg =H dh..., dy = Be A Be di>0 (4.5) 
an, und statt (2.4) hat man 
2 é l C 
(ze de, — do A ie (5 edy lp dr.) af --++-=0, (4.6) 


Es stellt sich also heraus, daB das Verzerrungsinkrement auch im 6-dimensionalen Spannungsraum 
in die auBere Normale der FlieBflache fallt, vorausgesetzt, daB man es durch die Komponenten 
de,,..., dy,,,... darstellt. Es ist aber nicht mehr (wie in Abb. 2 und 3) der Projektion des 
Spannungsinkrements auf die Normale Ee aes 


Sowohl aus (2.5) wie aus (2.6) folgt a, , yx +++ + Die Verfestigungsregel (2.5) von W. Prager 
nimmt im 6-dimensionalen Raum die eoaate 
2 1 
= ze Gen ees da,. = = Dy gy oe (4.7) 


an. Hier verschiebt sich also die FlieBflache im allgemeinen nicht mehr (wie in Abb. 2) in Rich- 
tung der 4uBeren Normale im Spannungspunkt, wenn auch offensichtlich noch immer so, dab 
der Spannungspunkt auf ihr liegen bleibt. Damit hangt zusammen, da die Koordinaten des 
Zentrums, wie schon am SchluB von Abschnitt 2 bemerkt wurde, nicht mehr den totalen Ver- 
zerrungszustand darstellen. 
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Dagegen geht die Modifikation (2.6) der Regel von W. Prager in 


dx, = (0, —4,) QU; sex’, do, . = (cy, = or,) diinnes, Ofre> 0 (4.8) 
tuber, und statt (2.7) kommt nach (4.4) 
0 of 
(da, — do,) sh pee at AS = dT) ae ee (4.9) 
: yz 


Ferner hat man statt (2.8) jetzt 


2 et 1 of 
(a. 5 cde.) ae Capea ate 2 (da. nad ayy, Bays +.-.-=0. (4.10) 
Die FlieBflache verschiebt sich also auch im 6-dimensionalen Spannungsraum (wie in Abb. 3) in 
Richtung des Fahrstrahls vom Zentrum nach dem Spannungspunkt, und zwar auch hier so, daB 
sie stets den Spannungspunkt enthalt. 


5. Spezialfalle. Bei vielen praktisch wichtigen Anwendungen kommt es vor, dab gewisse Span- 
nungskomponenten identisch null sind. Bezcichnet man die vorhandenen Spannungskomponenten 
BRAT Less 5 Beis ... und die identisch verschwindenden mit o%,..., 1/.,..., wobei jetzt na- 
tiirlich jede Komponente nur einmal, namlich entweder als einfach oder als doppelt gestrichene 


GréBe auftreten darf, dann lautet die urspriingliche FlieBbedingung 


v P 4 / Za s / ‘ad 
UA geet oie yo % 5° Sy as cick Lynas =>) = Og wee g Uyer oe >) Sai a (5.1) 
Interessiert man sich nicht fiir die Verzerrungskomponenten é,,..., Vyz,+-+, die zu den 
verschwindenden Spannungskomponenten o7,..., ton ... gehéren, dann wird man versuchen, 
. 4 / . . . . . 
das Problem im Unterraum o,,..., Tyz,+-++ Zu behandeln. In diesem definiert die Funktion h 
die urspriingliche FlieBflache, und es gilt, wenn einmal plastischer FluB eingesetzt hat, 
, / wr , i Za c 
NG Og pa ot yy Tyg Oy apie oy, Ny ay he) (5.2) 
Das FlieBgesetz (4.5) nimmt jetzt die Form 
, of Oe Ff 4 ‘ = 
dz, = oo, dis... ? dyy. == at, NS Sos di > 0 (5.3) 
an; das Verzerrungsinkrement im Raum o;,...,7,:,--- (das die méglicherweise auch von null 
verschiedenen Komponenten de, ,..., dy; ,++. nicht enthalt) fallt also nech immer in die auBere 


Normale der Flie®flache. 
Geht man nun zunachst von der Modifikation der Pragerschen Verfestigungsregel aus, dann 


folgt aus (4.8) 


Ogre sree &, giasians ee Ol, (5.4) 
Somit nimmt die FlieBflache (5.2) die Form 
f. vf / el Ne 
WG ans 5 bys Oy) (5.5) 
an; sie bewegt sich also auch im Unterraum o,,..., tye ,... translatorisch. Dabei ist nach (4.8) 


ferner 


dc, = (0 — Ox) Uut,..., dny, = (ar — Bye) IT pie dete) du>0, (5.6) 
sowie nach (4.9) und (5.5) 


, 7, Oh , i I 
(dx, do) a0”, ame (da, . dt, -) 


eee Perse (5.7) 
Die Translation erfolgt also wieder in Richtung des Fahrstrahls vom Zentrum nach dem Span- 
nungspunkt, und zwar derart, daB dieser stets auf der FlieBflache bleibt. Das FlieBgesetz (5.3) 
schreibt sich mit (5.5) in der Gestalt 


6) 
OT 


ch , ch A S 
fi op eae = Bets dA>0; 8 
Gig a0, CS ar. Meee a, d), ; A> (5.8) 


da aber die Verzerrungen é¢,,..., Vrs ... im allgemeinen nicht null sind, laBt sich die Beziehung 
(4.6) nicht wie (4.9) dadurch in den verwendeten Unterraum iibertragen, daB man die Tensor- 
komponenten mit einem Strich versieht und gleichzeitig die Funktion f durch h ersetzt. Man 
mu also, um den Betrag des Verzerrungsinkrements zu bestimmen, auf (4.6) zuriickgreifen, und 
das bedeutet, daB die vollstandige Behandlung des Problems im Unterraum 6,,..., Ty: _-+ im 
_allgemeinen auch dann nicht méglich ist, wenn man auf dic Kenntnis der Verzerrungen é,,..., 
, ... verzichtet. 
9 


“a 
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Unter der Pragerschen Regel tritt eine weitere Schwierigkeit auf. Wiederum deshalb, weil 
dey,..., dyj,,... nicht zu verschwinden brauchen, folgt aus (4.7) nicht ohne weiteres (5.4). Es 
ist also im allgemeinen nicht méglich, die FlieBflache (5.2) in der Form (5.5) darzustellen, und 
daraus folgt, da® sich die Flache im Laufe des plastischen Flusses deformieren kann. 

Wie wir weiter unten feststellen werden, gibt es indessen Falle, wo sich die linke Seite von 
(5.2) obschon die Gleichungen (5.4) nicht erfiillt sind, derart umformen lat, daB (5.2) in 


WC, 0 Foy by Oye) (5.9) 


tibergeht wobei die GréBen o,,..., Chaps ... Funktionen der «,,... 5 6,,,... sind: In dieses 
Fallen bewext sich die Flache wieder translatorisch, und das FlieBgesetz ist durch (5.8) gegeben, 
wobei aber fiir die Ermittlung des Betrages des Verzerrungsinkrements wieder auf (4.6) zuriick- 
gegriffen werden mu. Die Pragersche Regel (4.7) hat zunachst die Gestalt 
f 2; ye ¢ 1 lA 
Ole. = ze des a tas doy x ae dy, z, Afr ake (5.10) 


muB aber noch in die Inkremente dx,, ... , dx .. umgeschrieben werden, um direkt verwendbar 


a 
zu sein. 
Auch im zuletzt besprochenen Fall bleibt die Tatsache bestehen, daB man im allgemeinen nicht 


. / 7 . . . . . . . 
alles im Unterraum 0, ...5T,2.- +: erledigen kann. Dennoch ist dies, wie sich noch zeigen wird, 
in vielen Spezialfallen méglich. 


6. Erleichterungen. Fir die Behandlung im Unterraum o,,..., T,,,... ist es nach den Fest- 
stellungen in Abschnitt 5 wichtig, zu wissen, wie weit mit den Spannungskomponenten Cte 
Ty» +-. auch die Verzerrungskomponenten é,,..., yz, +. sowie die a,,..., Oy2) ++» verschwinden 
oder sich wenigstens eliminieren lassen. 

Hangt der plastische Flu8 nicht von der mittleren Normalspannung ab, dann kann die ur- 
spriingliche FlieBbedingung in der Form 


F (Gay ++ 9 Tyr ++ +) = 8(So Js) = (6.1) 
angeschrieben werden, wobei 

il il 
Jn =O Sie gle -+,4+ : 

Pah as Ih 4A | 
ae es 27 On seh 0 9 Oy Oh (oy | 0.) a 9 Ox Oy 0, _ , (6.2) 

i : . 
(2 0; Oy Op ag a Mate otis, 


die fundamentalen Invarianten des Spannungsdeviators sind. Das FlieBgesetz (4.5) lautet mit (6.1) 
_ {8 Ws, | % Os ) 
es. (3, +a. aan) ae 
Og @O lo ¢ d) = 0 > 6.3 
CEs ae OEE Se se 
y OJ, Otyz  ODg Oye 


und zwar sind hier unter der Annahme, da das Material bereits plastisch geflossen sei, die par- 
tiellen Ableitungen 


OSs Li 
On ak ay [2 (o, Om) (o, Oe) (0, .)| ? ? 
OSs 
Be ee ne) 
ao, ues ; ; 
res =i [2 (o, — 4)? — (a, —4,)*? — (a, —a,)? + 4 (0, — 0.) (0, =e) —— 
U 
— 2 (¢,— &,) (6, — %,) — 2 (o, —4,) (¢, — 0) — (6.4) 
hae 4 a ‘ j x 
=a [Ui a Wai) tare Cape Ory | Tae, ey)» ‘ 
OSs =e. 2 [2 (o X ) ( 
Oty 3 x x Oy nm) (0, a) | eas eee, ) ae 
UF 2 (Cie) (igen: ? J 


einzusetzen. 
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Nun folgt zunachst aus (3.3) 


f(0,—%, + B,..., De Ore =| (Oe Oett Ax; i Chine (6.5) 
Setzt man hier fiir f die GréBe dA ein, so kann man statt (6.5) auch 
Cpr tay 
ie | Oy | a di—% (6.6) 
schreiben, und nach (4.5) folgt hieraus 
Ex ai éy i i 0, : (6.7) 


d. h. die Inkompressibilitat des Materials. 

Wir leiten zunachst einige allgemein, d.h. fiir beliebige FlieBbedingungen und beide Ver- 
festigungsregeln, giltige Ergebnisse her: 

Ist eine Normalspannung, zum Beispiel o,, identisch null, dann kann die zugehorige GréBe — a,, 
die im allgemeinen selbst nicht null ist, gemaB (6.5) durch Addition von a, zu den Normalspan- 
nungen eliminiert werden. Die zugehérige Verzerrungskomponente ¢, braucht aber keineswegs zu 
verschwinden, und zudem ist klar, daB man auf diese Weise im allgemeinen nicht mehr als ein « 
wegschaffen kann. 

Sind zwei Schubspannungen, beispielsweise t,, und t,,, identisch null, dann ergibt sich aus 
(6.4) und (6.3), daB unter der Annahme a,, =o,, = 0 die Verzerrungsinkremente dy,, und dy zy 
verschwinden. Fiir die Pragersche Regel folgt dann aus (4.7) do,, = da, = 0; fiir ihre Modifi- 
kation entnimmt man aus (5.4) a,, =,, = 9. Man schlieBt also in jedem Fall auf das Ver- 
schwinden von y,,,y,y und a,,.0,,. Fiir eine einzelne Schubspannung gilt ein entsprechendes 
Resultat nicht allgemein, dagegen natiirlich fiir drei Schubspannungen, und hieraus folgt ins- 
besondere, da® sich die FlieBflache im Hauptspannungsraum nicht verformt. 

Bei Beschrankung auf die Modifikation der Pragerschen Regel ergibt sich aus (5.4), daB das 
zu jeder verschwindenden Spannungskomponente gehérende & selbst identisch null ist, und hierauf 
beruht ja, wie schon in Abschnitt 5 bemerkt, die Formbestandigkeit der FlieBflache. Fiir die 
Verzerrungskomponenten ergibt sich dagegen keine Vereinfachung. 

Beschrankt man sich auf die FlieBbedingung von R. v. Mises, so reduziert sich die FlieBfunktion 
auf die Invariante J,, und man hat statt (6.1) 


Jz == 03. (6.8) 


Verschwinden nun zwei Normalspannungen, zum Beispiel o,, und o,, so gilt unter der modifizierten 
Pragerschen Regel nach (5.4) o, =a, = 0, und aus (6.4) sowie (6.3) schlieBt man, daB ¢, = «, 
ist. Unter der Pragerschen Regel schlieBt man aus diesen Beziehungen und (4.7) durch vollstandige 
Induktion auf ¢, =e, sowie auf die Gleichheit und somit die Eliminierbarkeit von a, und «,. 
Entsprechend folgt fiir drei verschwindende Normalspannungen, da alle drei Dehnungen wie 
auch die GréBen a,, 0,,, identisch verschwinden. SchlieBlich ergibt sich jetzt aus dem Ver- 
schwinden einer einzigen Schubspannung, etwa von T,,, daB a,, und y,, identisch null sind. 


7. Zusammenfallen beider Verfestigungsregeln. Bei Beschrankung auf die FlieSbedingung von 
R. v. Mises sind die Pragersche Regel und ihre Modifikation in gewissen Unterraumen des 6-di- 
mensionalen Spannungsraumes aquivalent. Das hangt damit zusammen, daf} bei der Modifikation 
der Pragerschen Regel, wenn man sich auf die FlieSbedingung von R. v. Mises beschrankt und 
also f = Jy setzt, zwischen den Grofen du und dA aus (4.8), (4.10), (4.5) und unter Bentitzung 
yon (6.4) die Beziehung , 
a a cd (7.1) 
-folgt. 
Ist eine Normalspannung, beispielsweise o,, identisch null, dann erhalt man, indem man die 
FlieBbedingung (6.8) mit (6.2) fiir bereits eingetretenen plastischen Flu8 anschreibt und zu den 
Normalspannungen «, addiert, 


il = 1 = = l aA 5 ih ss 
h= 3 (6, Ot)? 3 (6, Xx) (a, ae Xy) ea (oy = Oy)* (Ty. Oy x) Tepe 3 Oo: (7.2) 


wobei » - 

Oy, — Oy, = Xy > ad, — 6, =, (7.3) 
-gesetzt ist. Hieraus erhalt man, wenn man jetzt zunachst die Pragersche Regel (4.7) verwendet 
\und die Inkompressibilitatsbedingung (6.7) beniitzt, 


es 2 1 
ie 2 c (2 de, + dé,) , dx, = ye (2 de, + de,), da, = au Dyan e+ (7.4) 
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Beziehungen, die offensichtlich auch unter der FlieBbedingung von H. Tresca ihre Giiltigkeit 
behalten. Dafiir kann man aber nach (6.3) mit g = J, und (6.4) auch 


Bs 2 is 2 
di, =~ (o,—&,) dl, day =ze(sy—B,)dl, day, = 56 (ty,—Ay,) Uy... (7.5) 


ys wi 
schreiben, und da aus (7.2) dh = 0 oder ausfihrlich 
= oh Be oh oh 
(dx, do.) a | (da, - doy) Gay (dx, at dt, .) ae = 0 (7.6) 


folgt, bewegt sich die FlieBflache genau so wie bei der Modifikation der Pragerschen Regel, namlich 
in Richtung des Fahrstrahls CS und derart, da S auf der Flache bleibt. Nach (7.4) lassen sich 
dabei aus den Koordinaten des Zentrums C die Verzerrungen 
1 = = 1 = = 3 
Ey = 5, (2%, —%) » Ey = 5 ae by — Gao Vyn = > Gye (a) 
ablesen. 

Bei der Modifikation der Pragerschen Regel verschwindet nach (5.4) mit o, auch «, identisch; 
Beziehung (7.2) gilt also ohne Querstrich, wahrend (7.3) trivial wird. Es stimmen demnach fiir 
eine gegebene Spannungsgeschichte die Verschiebungen «,, % in jeder Phase mit den oben ver- 
wendeten GréBen ,, 4 iiberein, und in der Tat hat man nach (5.6) die Beziehungen 


da, =(6,—%,) du, do,=(o,—a,)du, da, = (Cy. — Oy) CT Redes oe (7.8) 
welche mit (7.1) bis auf die Querstriche in (7.5) ttbergehen. Aus (5.8) erhalt man sodann 


dé, = = [2 (6,—2,) —(o,—o,)] a1, 
1 dy, a 2 ie rie Oy x) d)., eles (7.9) 
de, — =, [2 (¢,-—@,) —(6,—,)] dA, 


und wenn man hier (7.8) einsetzt und gleichzeitig dA vermittelst (7.1) durch du ausdriickt, kommt 
man auf die Beziehungen (7.7) zuriick, in denen jetzt die Querstriche wegzulassen sind. Es stimmen 
also auch die Verzerrungen fiir beide Regeln iiberein. Sie lassen sich in diesem Fall auch unter 
der modifizierten Pragerschen Regel aus den Koordinaten des Punktes C ablesen. 

Man iiberzeugt sich leicht davon, daB die eben bewiesene Ubereinstimmung auch dann be- 
steht, wenn zwei oder alle drei Normalspannungen identisch verschwinden. Sind etwa o,, und o, 
null, dann gilt statt (7.7) 

eeiitic 3 
preety 


x x 


Pile Ope (7.10) 
verschwinden alle drei Normalspannungen, dann fallt in (7.10) die erste Beziehung weg. 

Sind alle drei Normalspannungen von null verschieden, dann sind die beiden Regeln im all- 
gemeinen nicht aquivalent. Es kann aber leicht eine notwendige und hinreichende Bedingung 
fiir ihr Zusammenfallen — immer unter der FlieBbedingung von R. v. Mises — angegeben werden. 
Da namlich nach der Pragerschen Regel (4.7) und der Inkompressibilitatsbedingung (6.7) 


2 
do, + da, + da, = ze (de, + de, + de,) = 0 (7.11) 
ist, muB 
(6, 0.) 1. (6, 0.) +> (a —,) = 0 (7.12) 
sein, und hieraus ergibt sich, wenn man nochmals (7.11) verwendet, als notwendige Bedingung 
6, +o, +o, =0., (7.13) 


d. h. das Verschwinden der mittleren Normalspannung. Die Bedignung (7.13) ist aber auch hin- 
reichend. Aus (7.11) folgt namlich, daB (7.13) durch (7.12) ersetzt werden darf, so daB die mit 
der Pragerschen Regel (4.7) sowie (6.4) gebildeten Inkremente 


(7.14) 


auch in der Form 


a i Me a 8 
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angeschrieben werden kénnen, wobei sich dj wie immer aus der F orderung bestimmt, daB der 
Spannungspunkt auf der FlieBflache verbleiben muB. Auf das gleiche Resultat fiihrt abet unter 
Beriicksichtigung von (7.1) die modifizierte Pragersche Regel (4.8), (4.9), und damit ergibt sich 
gemaB (4.5) insbesondere auch die Gleichheit der Verzerrungen. : 


8. Der ebene Verschiebungszustand. Hier gilt bei geeigneter Wahl des Koordinatensystems 


é, = 0 ? Vyz a Vex =a) > (8.1) 
und hieraus folgt mit (4.5), daB die FlieBfunktion nicht explizit von o,, T 29 Tx» Mithin auch nicht 
von 0, — &,, Ty, — Oy» Tz, —%,, abhangt. Sie nimmt somit die Gestalt © 


h (0, — Ox » Oy a 3 a, ? Txy <a Oey) =F? (8.2) 
an; ferner folgt aus der ersten Gleichung (8.1) gemaB (6.7) 
Ey EL (8.3) 


| Von jetzt an miissen wir die verschiedenen Verfestigungsregeln und FlieBbedingungen aus- 
einanderhalten und werden zur Abkiirzung die Pragersche Regel mit (P), ihre Modifikation mit (Z) 
die FlieBbedingung von R. v. Mises mit (M) und diejenige von H. Tresca mit (T’) bezeichnen. 

(M) Aus (6.3) mit g = J, sowie (6.4) folgt im Zusammenhang mit (8.1) 


> 


2 (0, O,) (o, O,) (o, 0, = 0 ? Ty 2 aa Oy x as 0 ? Vx x a Osx = 0 £ (8.4) 
(PM) Nach (4.7), (8.3) und (8.1) gilt - 
a, a a. ? a, = 0 > X» — Onn — 0 (8.5) 
sowie ; 
3 3 
e = 55h Vay = Ogy + (8.6) 


Die Verzerrungen sind also (bis auf die Proportionalitatsfaktoren 3/2 c baw. 3/c durch die Koordi- 
naten des Punktes C dargestellt. Aus (8.5) und (8.4) gewinnt man die Spannungskomponenten 
Seg = 8 (8.7) 


ye 


I 
Oz 5 0, 1, Jo T. 


2% 


ferner erhalt man, indem man (8.5) und (8.7) in die (fiir bereits eingetretenen plastischen FluB ange- 
schriebene) FlieBbedingung (6.8) einsetzt, 


i 1 


h= 4 l(c, 0.) (o, o,) |? = (Try int Obey) al 3% ? (8.8) 
und dafiir kann man mit (8.6) auch 
1 4c \2 / c \2 Ik oe 
h= 7 (+ = G, 3 e.| (Ty ek Vey) =o (8.9) 


schreiben. Die FlieBflache ist also ein elliptischer Zylinder mit den in Abb. 4 gegebenen Quer- 
schnittshalbachsen, dessen Achse zur Winkelhalbierenden des ersten Quadranten der Ebene o,, oy 


parallel ist, und der sich stets normal zur Achse verschiebt. 
(ZM) Aus (4.8) erhalt man statt (8.5) 


a, = 5 (0. +4,), On. = On x =0, (8.10) 


und damit geht die Beziehung (8.4) wieder in (8.7) iiber. Setzt man (8.7) und (8.10) in die Flief- 
bedingung (6.8) ein, so kommt 


h= IC. CeO ie a Oe) =o (8.11) 


Die Verzerrungsinkremente ergeben sich jetzt nach (5.8) zu 


1 
dé, = ou [(o. = 4539) ae (0, oa ay) | dA 2 dy,y =2 (Cry =m Oy y) dA ? ee) 
und wenn man noch (4.8) sowie (7.1) beniitzt, folgt hieraus 
3 3 
Ex =F, (42— 4%) » Vay ae (8.13) 
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FlieBflache ist also wieder der Zylinder von Abb. 4, der sich jetzt aber auch in axialer Richtung 
verschieben kann. Da indessen jede axiale Verschiebung den Zylinder in sich selbst iberfiihrt, 
sind die Ergebnisse, was den Zusammenhang zwischen der Spannungsgeschichte und den Verzer- 
rungen anbelangt, dieselben wie unter (PM). In der Tat geht die Gleichung (8.11) der FlieBflache, 
wenn man (8.13) einsetzt, in (8.9) iiber. 

(T) Hier wird, da man aus (6.3) und (6.4) nicht mehr ohne weiteres auf (8.4) schlieBen kann, 
die Behandlung auf erst umstandlich. Das Problem bedarf noch der naheren Untersuchung; jeden- 
falls scheint nichts dafiir zu sprechen, daB sich die beiden letzten Gleichungen (8.7) aufrecht er- 
halten lassen, dafs also aus y,, = y,, = 0 auch t,, =T,, = 0 folgt. 


Tx 1] 


Abb. 4. FlieBfigur beim ebenen Verschiebungszustand. Abb. 5. FlieBstreifen beim ebenen 
Verschiebungszustand mit tz = 0. 


9. Sonderfalle. Wir beschranken uns hier wie in Abschnitt 8 auf die v. Misessche FlieBbedingung 
(M) und kénnen dann (P) und (Z) gleichzeitig behandeln. 

Ist t,, identisch null, (und damit auch y,, und a,,), dann kann das Problem in der 
Ebene o,, Oy behandelt werden. Die FlieBflache wird zum Streifen 


4c 2 Aitnac 
(0. 2, ="F &) Ug: Ey =— xs (9.1) 
wie er in Abb. 5 dargestellt ist. 


Ist o, identisch null, so hat man in der Ebene g,, T, , 
o, die FlieBellipse ; 


\2 


4c 2 4 c 4 2 
eos a a 4 (rey — F 7] a 3 9% (9.2) 


Abb. 6. FlieBellipse beim ebenen O i : : 5 
Vofeehicbangecuctand mit oy = 0. von Abb. 6, die sich in Richtung CS verschiebt. 


10. Der ebene Spannungszustand. Bei geeigneter Wahl des Koordinatensystems gilt hier 


0, = 0, Tx == Vn x — 0, (10.1) 
und nach Abschnitt 6 auch 
Vyz — Vax = 0, Ove = Osx i 0 : (10.2) 
Die FlieSbedingung kann durch Elimination von «, gemaB Abschnitt 6 auf die Form 
h(o, 8,50; Ty — Oxy) = (10.3) 


gebracht werden, wobei ,, x, fiir (P) durch (7.3) gegeben sind, wahrend bei (Z) die Querstriche 
weggelassen werden kénnen. Die Verzerrungskomponenten é,, Ey Yxy ergeben sich mit Ausnahme 
von (ZT) gemaf (7.7) aus den Koordinaten des Punktes C. 

(M) Mier sind nach Abschnitt 7 die Ergebnisse fiir (P) und (Z) dieselben. Die FlieSbedingung 
(6.8) geht in 


y 


= 1 = = = 9 7 
7 (,— 8," —= (on —4,) (6, —3,) +5 0-3, +, —0,,)"= pop > (104) 


——- 


| 
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liber, und dafiir kann man unter Beniitzung von (7.7) auch 


2¢ 2 2 
5.— 5 Re, +6) ae 6,—z (26, +¢,) 


2 
ce = (2 Eo ot oy) 


2 c 2 - 
aed (5 = 72s] = GF (10.5) 


7 mit Achsen parallel zur Achse Ty und 
Ox» Oy; €S verschiebt sich nach Abschnitt 7 


i 2 
+ |o, — (2e, +2,) 
schreiben. FlieBflache ist somit das Ellipsoid von Abb. 
zu den Winkelhalbierenden der Quadranten in der Ebene 
in Richtung des Fahrstrahls CS. 
(T) Geht man von den drei Hauptspannungen 


x A een: 2 
EOE at aa +1ty 0; = 0 (10.6) 


2 
aus und verlangt man, da eine der drei Hauptschubspannungen |o2 —03|/2, ... an der Grenze 
G,/2 liege, so erhalt man (fiir bereits eingetretenes plastisches FlieBen) die FlieBbedingungen 


a UG. aa om) 7, (o, ao oy )P zie Uae al Ot, y)f'l2 =0)> 
= \(o, ae X,) tr (6, = a) te {[(o, — OX.) — (o, — a)? 1.4 Gi, — Orgy)" SSyihe 


Die FlieBflache besteht also hier aus einem elliptischen Zylinder (Abb. 8), der durch zwei unter 
sich und mit ihm koaxiale elliptische Kegel abgeschlossen ist, wobei aber ¢,, Ey, Vey, nur unter (PT) 
aus (7.7) folgen. 

Wir begegnen hier erstmals einer FlieSflache mit Singularitaten. Als solche kommen im drei- 
dimensionalen Spannungsraum Kanten oder Ecken in Frage, je nachdem sich zwei oder mehr glatte 
Flachen treffen. Spitzen lassen sich als Grenzfalle von Ecken auffassen. Soll der Spannungspunkt S 
in einer Ecke oder Spitze bleiben, so muB sich die FlieBflache mit S verschieben, d. h. das Verschie- 
bungsinkrement dx mu8 mit dem Spannungsinkrement do iibereinstimmen. Damit S auf einer 


Kante bleibt, miissen die zu ihr normalen Komponenten von dx und dé zusammenfallen, und das 
FlieBgesetz verlangt in diesem Fall, daB das Verzerrungsinkrement dé normal zur Kante sei. 


a 1), 
Cli 


v) 


(10.7) 


Abb.7. FlieBellipsoid fiir die FlieBbedingung von R. v. Mises Abb. 8. FlieBflache fiir die FlieBbedingung von H. Tresca 


eim ebenen Spannungszustand. beim ebenen Spannungszustand. 


(PT) Hier sind die dx bekannte Funktionen der da, und da diese ihrerseits gemab (4.7) mit den 
Verzerrungsinkrementen zusammenhangen, kennt man den Zusammenhang zwischen den Kom- 


ponenten von dx und dé. So hat man beim ebenen Spannungszustand auch bei (T) wie in (7.4) 
fe "4 c 
dz, ="£(2de,+de,), di, =~ (2de,+de,), doy =F dyny- (10.8) 


LaBt man den Spannungspunkt von allen Seiten her gegen die Singularitat gehen, so erhalt man 
die zugehérigen Grenzlagen von dé und damit auch diejenigen von dx. Sie definieren je nach dem 
Charakter der Singularitat zwei Grenzkérper in Form von Pyramiden, Kegeln oder Keilen. poles 
dé im Grenzkorper liegt, der durch die Grenzlagen von dx definiert wird, bleibt S in der Singularitat 
_liegen, und damit ist neben dx auch dé festgelegt. zi ere 
(ZT) Hier fehlt im allgemeinen ein direkter Zusammenhang zwischen de und dx (die Querstriche 
kénnen jetzt weggelassen werden), und das bedeutet, daB dé (bis auf die Bedingung, in einer Kante 
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normal zu dieser zu sein) innerhalb des durch die Grenzlagen von dé definierten Kérpers frei ist und 
somit die gleiche Unbestimmtheit aufweist wie beim idealplastischen Korper. Der Spannungspunkt Ss 
bleibt aber nach (4.8) nur dann in der Singularitat liegen, wenn do (bzw. im Falle ciner Kante die 
Normalkomponente) die Richtung des Fahrstrahls CS (baw. seiner Normalkomponente) hat. 


11. Sonderfalle. Im Hinblick auf die Anwendungen sind diese besonders wichtig. 
Istt,, identisch null, so hat man fiir (M) als FlieBfigur die Ellipse 


2 me 2c iG AG ae. 
ey Ge, +2,)| — eas Re. +6) Ca (2e, 4 e) | lo, —"y Ce, +e] =.) (11.5) 
yon Abb. 9. Fiir (7) erhalt man an ihrer Stelle das Sechseck von Abb. 10. Fiir (PT) ergibt sich 


dx auf den einzelnen Seiten nach (7.4) und (5.8) konstant und mit den in Abb. 10 eingetragenen 
Richtungen. Fiir den Fall, daB S in einer Ecke bleibt, er- 


geben die ersten beiden Gleichungen (10.8) mit dx — do 


1 Is 
de. = ae (2 do, — doy) 5 de, So (2 do, —do,). (11.2) 


Bei (ZT) hat dx stets die Richtung CS, dé ist auf den verti- 
kalen Seiten des Sechsecks durch de, = 3 dx,/4c, de, =0, 
auf den horizontalen durch de, = 0, de, = 3 dx,/4c, auf 
den schiefen durch de, = — de, = 3 (da, — da,)/4¢ gege- 
ben und bleibt in den Ecken unbestimmt. 

Ist Oy identisch null, so kommt als FlieSfigur fiir (M) 
die Ellipse 


2 
(o.—ce,)? + 3 (tay — 3 Vay) =of (11.3) 
von Abb. 11 mit den Halbachsen gp und 3—'/: gy. Bei (PT) 


kénnen 4, und «, nicht beide eliminiert werden, und daraus 
folgt, daB sich die FlieBfigur in der Ebene o,, t,, defor- 
miert. Fiir (ZT) dagegen erhalt man wieder eine form- 
bestandige Ellipse wie in Abb. 11, diesmal aber mit den 
Halbachsen go, und o,/2. Benittzt man‘hier, daB die FlieB- 
funktion die Form 

g = 4 J3— 27 J? — 903 J2 + 605 J (11.4) 
hat!, so kann man iiberdies zeigen, daB e, = 3 4,/4 ¢ und 
Yxy = 36,,/¢, mithin die Gleichung der FlieBellipse 


Ac 2 ( 2 
(e.— 6.) +4 [tas — Pes] aye Nollie 


ist, solange nicht auch 7, , identisch verschwindet. 
Sind gleichzeitig o, und t,,identisch null,soredu- Abb. 10. FlieBhexagon fir die FlieBbedingung von 
ziert sich bei (M) die FlieBbedingung dd 1.3) auf H. Tresca beim ebenen Spannungszustand mit trey = 0. 
(o, —ce,)? =o2, (11.6) 

und auf das gleiche Resultat kommt man auch mit (PT). 
Damit bestatigt sich nachtraglich, daB die Konstante ¢ mit 
dem Verfestigungsmodul von Abb. 1 identisch ist. Dagegen 
zeigt ein Blick auf (11.5), daB sich fiir (ZT) die FlieB- 
bedingung nicht auf (11.6) reduzieren 1aBt. Der Grund 
dafiir liegt darin, da®B dé auf der Kante der FlieBflache 
von Abb. 8 unbestimmt bleibt. Das Verhalten unter ein- 
achsigem Zug ist demnach weitgehend zufallig, und damit Abb. 11, FlieBellipse fiir die FlieSbedingung von 


ist das Spannungs-Dehnungs-Diagramm eines solchen Ma- _R.v. Mises oder die mit der modifizierten Prager- 


: iS ie +s * Nie schen Regel kombinierte FlieBbedingung von H. Tresca 
terials gemaB Abb. | iiberhaupt nicht definiert. beim ebenen Spannungszustand mit oy = 0. 


x 


Abb. 9. FlieBellipse fiir die FlieBbedingung von R. v. 
Mises beim ebenen Spannungszustand mit tzy = 0. 


12. Ein weiterer Fall. Es kommt gelegentlich vor — und ist unter gewissen Voraussetzungen etwa 
bei Wellen unter Zug und Torsion zu erwarten —, daB in einem geeignet gewahlten Koordinatensystem 


; 0, =0, =T,, = 0 (12.1) 
ist. Z 


* Siehe etwa W. Prager und P.G. Hodge Jr., Theorie ideal plastischer Korper, Wien: Springer, 1954, S. 25. 
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(M) Hier hat man gemaB Abschnitt 6 


fey Vay 04 a hy 5 Ou 0), (12.2) 
und die FlieBbedingung (6.8) geht in 


1 = 
3 (0, 0)? (T, Beal ai (ce aly; se a =z 95 (12.3) 


ttber. Unter Verwendung der fiir diesen Fall modifizierten Beziehungen (7.10) kann man hiefiir auch 
; c 2 2 
(Gi ne.) oh 3 (ty. — raya = 3 (tae Yan} = 05 (12.4) 


schreiben. Die FlieBflache ist also ein Rotationsellipsoid mit den Halbachsen Oy und 3—'/: G4, das 
sich nach Abschnitt 7 in Richtung des Fahrstrahls CS verschiebt. Zs 
(PT) Da im allgemeinen nicht gleichzeitig «, und a, eliminiert werden kénnen, und da aus 
Ty = 0 nicht a, , = 0 folgt, deformiert sich die FlieBflache. 
(ZT) Aus den Hauptspannungen 


1 
a, = 0s 023 => [o, + (0: + 415, + 402.) (12.5) 


berechnet man leicht die gréBte Schubspannung |o, —05|/2, und hieraus gewinnt man die FlieB- 
bedingung 
(0, a O,)" 4 (t,, —, i a6 4 (eas jae Oy x)= oh 3 (12.6) 


Man hat also wieder ein Rotationsellipsoid, diesmal mit den Halbachsen 0, und o,/2; die Verzer- 
rungen lassen sich indessen nicht in einfacher Weise aus den Koordinaten des Zentrums ableiten. 


13. Sonderfalle. Es leuchtet ohne weiteres ein, dafs man unter der Voraussetzung, dab t,, 
identisch null sei, (bis auf eine zyklische Vertauschung der Zeiger) den zweiten Sonderfall des 
ebenen Spannungszustandes (Abschnitt 11) vor sich hat. 

Ist o, identisch null, so kann man fiir jede FlieBfunktion, die J, nicht oder mindestens 
quadratisch enthalt, also insbesondere fiir (M) und (T), aus o, =o, =o, = Txy = 0 auch 


0 (13.1) 


¥ 
OF \ ly, 


é é €, 


x x 2 Vey 


LD ae | 
schlieBen. FlieBfigur in der Ebene 1, ,, t,, ist daher der Kreis 


C 2 \2 
(. aie (". Fes) = (13.2) 


mit dem Radius k = 3—*/: g, fiir (M) bzw. k =o,/2 fir (T). 


14. Diskussion. Es ist klar, daB die Ergebnisse, welche man mit den verschiedenen FlieBbe- 
dingungen und Verfestigungsregeln in einem gegebenen Fall erhalt, meist nicht ibereinstimmen, auch 
wenn sie sich numerisch im allgemeinen nicht allzu stark unterscheiden diirften. Aber auch der zur 
Lésung nétige Aufwand an Zeit und Mihe streut von Fall zu Fall mit den verwendeten Methoden. 

Geht man die letzten Abschnitte unter diesem Gesichtspunkt noch einmal durch, so stellt man 
fest, daB bei den Verfestigungsregeln je nach dem vorliegenden Problem die eine oder andere vor- 
zuziehen ist, daB aber im Mittel die Regel von W. Prager und ihre Modifikation etwa gleichwertig 
sein diirften. Ein Nachteil der Pragerschen Regel ist die hier mégliche Deformation der FlieBflache, 
wahrend sich bei ihrer Modifikation vor allem die Unbestimmtheit des Verzerrungsinkrements in 
singularen Stellen der FlieBflache und in einzelnen Fallen die Unméglichkeit einer geometrischen 
Deutung der Verzerrungen im Spannungsraum unvorteilhaft auswirkt. So ist beispielsweise beim 
zweiten Sonderfall (o, = 0) des ebenen Spannungszustandes (Abschnitt 11) mit (T) die Modifi- 
kation bequem zu handhaben, wahrend sich unter der Pragerschen Regel die FlieBfigur detormiert. 
Umgekehrt bietet im ersten Sonderfall (t,, =) bei der Modifikation die Unbestimmtheit des 
Verzerrungsinkrements in den Ecken des Sechsecks Schwierigkeiten, wie tibrigens auch seine Ver- 
anderlichkeit langs der Seiten. 

Bei den FlieBbedingungen ist unter dem hier zur Diskussion stehenden Gesichtspunkt diejenige 
von R. v. Mises eindeutig die einfachere. Mit ihr lassen sich alle in den Abschnitten 8 bis 13 betrach- 
teten Sonderfalle im gegebenen Unterraum behandeln, und zwar — in weitgehender Ubereinstim- 
mung — sowohl mit (P) wie mit (Z). Unter der FlieBbedingung von H. Tresca dagegen bleibt das 
Problem des ebenen Verschiebungszustandes (Abschnitt 8) unverhaltnismafig kompliziert, ebenso 
der in Abschnitt 12 behandelte Fall sowie mit (P) der zweite Sonderfall (a, = 0) des ebenen Span- 
nungszustandes (Abschnitt 11). 
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Die FlieBbedingung von H. Tresca hat in gewissen Fallen, namlich dann, wenn die FlieBflache 
ebene baw. die FlieBfigur gradlinige Grenzen besitzt, den Vorteil, da innerhalb bestimmiter Schran- 
ken die Deformation von der Spannungsgeschichte unabhangig ist. Aus diesem Grunde wird sie oft 
derjenigen von R. v. Mises vorgezogen. Solch ebene baw. gradlinige Grenzen sind indessen, wie die 
Ausfithrungen der Abschnitte 8 bis 13 gezeigt haben, recht selten, und es erscheint daher fraglich, 
ob die damit verbundenen Vorteile im grofen ganzen die hier festgestellten Mangel tiberwiegen. Es 
wird also wob! auch hier so sein, da8 man sich von Fall zu Fall fiir die eine oder andere FlieBbe- 
dingung entscheiden muf. 

Es ist aber nicht zu tibersehen, daB die Trescasche FlieBbedingung zu einigen recht unerwarteten 
und merkwiirdigen Folgerungen zwingt, die wohl geeignet sind, sie ganz in Frage zu stellen, falls 
sie sich nicht durch die Erfahrung bestatigen lassen. Es handelt sich um Abweichungen vom sym- 
metrischen Verhalten, wie sie sonst nirgends in der Kontinuumsmechanik vorkommen. 

Ein erster Fall ist uns beim ebenen Verschiebungszustand (Abschnitt 8) begegnet. Ist x, y die 
Verschiebunzsebene, dann verschwinden y,, und y,, identisch, und man ist versucht, die Symmetrie 
des Verschiebungszustandes beziiglich der Ebene x, y zum Nachweis dafiir heranzuaziehen, daB auch 
ty, und t,, identisch null seien. Wie oben bemerkt wurde, bedarf der Fall noch der weiteren Ab- 
klarung; zur Zeit ist aber kein Grund dafiir bekannt, daB bei einem Tresca-Material t,, und T,, 
identisch verschwinden und damit der Spannungszustand die gleiche Symmetrie aufweist wie der 
Verschiebungszustand. 

Noch merkwiirdiger verhalt sich, wie am Schlu8 von Abschnitt 11 angedeutet wurde, das 
Tresca-Material unter einachsigem Zug oder Druck, beispielsweise in Richtung z. Der Spannungs- 
punkt liegt hier in der Ecke A des FlieBhexagons von Abb. 10, und daraus folgt, daB schon beim 
idealplastischen Material das Verzerrungsinkrement unbestimmt wird. Das bedeutet, daB die 
Dehnungen ¢, und ¢,, davon abgesehen, dab sie das umgekehrte Vorzeichen wie ¢, besitzen und der 
Inkompressibilitatsbedingung geniigen miissen, frei sind. Der Verzerrungszustand weist also nicht 
die gleiche Symmetrie beziiglich der Achse z auf wie der Spannungszustand, und es spricht nichts 
dagegen, daB sich ein Zugstab aus diesem Material etwa nur in der einen Querrichtung kontrahiert. 
Bei einem v. Mises-Material ist dieses unerwartete Verhalten ausgeschlossen, ebenso bei einem 
Tresca-Material, das sich nach der Pragerschen Regel verfestigt. Bei Verfestigung eines Tresca- 
Materials nach der modifizierten Regel bleibt aber die Unbestimmtheit des Verzerrungsinkrements 
und damit auch die Méglichkeit einer unsymmetrischen Verformung erhalten, und eine weitere 
Folge hiervon ist, daB ein solches Material gar kein wohldefiniertes Spannungs-Dehnungs-Dia- 
gramm und damit auch nicht einen eindeutigen Verfestigungsmodul besitzt. 


(Eingegangen am 18. Oktober 1958.) 


Anschrift der Verfasser: Dipl. Math. Christian Clavuot und Prof. Dr. Hans Ziegler, Lehrstuhl fiir Technische 
Mechanik, Eidg. Technische Hochschule, Ziirich, Schweiz. 
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Neuer Blick auf die elektrisch-mechanischen Analogien 
Von L. Cremer und K. Klotter 


I. Ein einfaches Modell zur ,,Schaltung* mechanischer Schwinger 


1. Bedeutung der Schaltbilder. Darstellungsarten und Bezeichnungsweisen sind immer bis zu 
einem gewissen Grade willkiirlich und somit Geschmackssache. Gerade deshalb ist der Streit 
um sie besonders hartnackig und dauert oft noch an, wenn die eigentlichen Probleme langst gelést 
sind. Dies gilt auch fiir die immer wieder neuen Vorschlage fiir die schaltungsmaBige Darstellung 
von mechanischen Schwingungsgebilden; dabei ist nicht nur die Frage umstritten, wie man die 
Gebilde darstellen soll, sondern sogar die Grundfrage, ob derartige Schaltbilder titberhaupt lohnen. 

Im Rahmen der Elektrotechnik ist die Niitzlichkeit des Schaltbildes langst erwiesen. Sie 
besteht nicht nur darin, da eine schematische Ubersicht ther konstruktive Gegebenheiten er- 
reicht wird; der Elektrotechniker sieht vielmehr der Schaltung unmittelbar ihre Funktion an, 
insbesondere die Wirkung bei verschiedenen Frequenzen: er denkt in Schaltungen. Da er weil, 
daB die Widerstande aller Kondensatoren mit der Frequenz abnehmen und die der Spulen mit 


Abb. 1. Beispiele elektrischer Schaltbilder. 
a) Tiefpah b) Hochpab. 


Abb. 2. Umzeichnung der Abb. la. 


der Frequenz zunehmen, sieht er z. B., daB im Falle der Abb. la (wo die Spulen die Langswider- 
stande, die Kondensatoren die Querwiderstande bilden) die Ubertragung von der Spannungs- 
quelle links zum Verbraucher rechts um so schlechter wird, je héher die Frequenz ist, wahrend 
das in Abb. 1b (wo Spulen und Kondensatoren ihre Rollen vertauscht haben) umgekehrt ist. 
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Erst wenn er die Wirkungsweise dieses Tiefpasses und dieses Hochpasses quantitativ behandeln 
will, ist der Elektrotechniker gezwungen, anhand des Schaltbildes Gleichungen aufzustellen und 
auszuwerten. Dabei stellen die Gleichungen eine speziellere Reprasentation der Netzwerke dar 
als die Schaltbilder, da der Aufbau der Gleichungen von der willkiirlichen Wahl der Koordinaten 
abhangt. 

Der Elektrotechniker vollzieht aber bei der Aufzeichnung eines Schaltbildes noch einen zweiten 
ProzeB, der ihm so in Fleisch und Blut wbergegangen ist, dai er meist ganz vergessen wird. Er 
iiberblickt namlich bei der Aufzeichnung eines Schaltbildes zugleich dessen Identitat mit allen, 
zwar auf den ersten Blick anders aussehenden, aber topologisch gleichwertigen Anordnungen 
der Elemente. So besteht fiir ihn z. B. zwischen den Schaltbildern in Abb. la und Abb. 2 kaum 
ein gréBerer Unterschied, als etwa zwischen der Schreibweise fiir den Gesamtwiderstand 8 in der 
Form 


joc,+— ————— 
joL,4 


und der Form 
1 agin nk Lares 


OF io Coe Goda ao 


| 
bei der das Platz sparende Bruchstrichsymbol an benutzt wird. 


Wegen dieser Fahigkeit, in Schaltungen zu denken, waren es auch zunachst vorzugsweise 
mit elektrischen Schaltungen vertraute Verfasser, die sich um mechanische Schaltbilder be- 
mihten!:::4 und so Neues auf Bekanntes zuriickzufiihren versuchten, wahrend die ,,Mechaniker“‘ 
in den Schaltbildern eher eine Erschwerung der Darstellung oder eine reine Spielerei erblickten. 
Einer der Hauptgriinde fiir diese unterschiedliche Einschatzung des Wertes von Schaltbildern 
liegt sicher darin, da die Elemente einer elektrischen Schaltung jedenfalls getrennten Konstruk- 
tionselementen entsprechen, mégen diese auch réumlich ganz anders zueinander liegen, als die 
Schaltung sie zeigt. In der Mechanik muff dagegen etwa ein starrer Kérper, selbst wenn er sich 
nur in einer Ebene bewegt, in wenigstens drei Massen aufgespalten werden, von denen zwei seine 
Tragheit gegeniiber den translatorischen Beschleunigungen und die dritte seine Tragheit gegeniiber 
der Drehbeschleunigung ausdriicken. Bei beliebiger Koordinatenwahl kommen hierzu noch so- 
genannte Kopplungsmassen, die sogar negativ ausfallen kénnen.> Man sieht an diesem Beispiel, 
da® in der Ubersetzung der konstruktiven Gegebenheit in ein aus einzelnen Schaltelementen be- 
stehendes Gebilde die Hauptschwierigkeit, ja, die Hauptfragwiirdigkeit, des Verfahrens liegt 
(siehe Abschn. 4). 

DaB eine solche Aufteilung konstruktiver Elemente in mehrere Schaltelemente von Vorteil 
sein kann, braucht andrerseits in einer Zeit, in der man sich der Analogrechner bedient, kaum 
noch besonders bewiesen zu werden. Dabei wird meist das mechanisch zerlegte Modell itiber- 
sprungen und sogleich das elektrische realisiert, einmal weil seine Elemente kleiner und leichter 
veranderbar sind, aber auch weil alle Vorgange bei der dabei zusatzlich zweckmabigen Verkirzung 
des Zeitmafstabes schneller ablaufen. 

Andrerseits haben mechanische Schwingungssysteme vor elcktrischen den Vorteil, daB man 
das Spiel der Koordinaten mit den Augen verfolgen kann und nicht erst iiber Instrumente sichtbar 
machen mu$. Dabei ist gerade wesentlich, daB die Schwingungsfrequenzen mechanischer Systeme 
im Gegensatz zu den elektrischen meist in einem Bereich liegen (oder sich in einen solchen legen 
Jassen), der ein Verfolgen aller Phasen der Schwingung gestattet. Deshalb demonstriert auch der 


Elektrotechniker die bei der Kopplung zweier ,,Kreise“ auftretenden Erscheinungen gerne anband 
mechanischer Modelle. 


2. Uberlegungen zur Entwicklung des Modells; der Massehebel. Im Hinblick auf den zuletzt ge- 
nannten Vorzug bat der eine der Verfasser sich die Aufgabe gestellt, fiir seine Vorlesung ein De- 

' W. Hahnle, Wiss. Ver. Siemens Konzern 11 (1932) S. 1. 

* EF. A, Firestone, Journ, Acoust. Soc. Amer. 4 (1933) S. 249. 

° H. Hecht, Schaltschemen und Differentialgleichungen elektrischer und mevhanischer Schwingungs- 
gebilde. J. A. Barth, Leipzig, 1. Aufl. (1939), 3. Aufl. (1954). 


_* K. W. Wagner, Einfiihrung in die Lehre von den Schwingungen und Wellen. Dieterichsche Verls 
Wiesbaden (1947) S. 128 ff. 


5 E. Lehr, Z.VDI 78 (1934) S. 329. 


XXVIII. Band 1959 16 Cremer und K. Klotter: Neuer Blick auf die elektrisch-mechanischen Analogien 29 


monstrationsmodell zu entwickeln, bei welchem man die einzelnen mechanischen Elemente 
Massen, Federn und Dampfungsstépfe genau so zusammenschaltet, wie dies der Elektrotechniker 
mit seinen Elementen am Brett tut. 

Fur den in Abb. la gezeigten TiefpaB kénnte eine solche Schaltung einfach aus einer einreihigen 
Kette bestehen, deren Glieder abwechselnd Massen und Federn sind, wie dies in Abb. 3a gezeigt 
ist. Als Symbol fiir die Masse bietet sich dabei ein Kreis an, als Symbol fiir die Feder die zum 
Zickzack vereinfachte Projektion einer Schraubenfeder. 


_ Abb. 3a zeigt links ein Schubkurbelgetriebe als Reprasentation einer am Eingang eingeleiteten 
sinusférmigen Bewegung. Man kénnte statt dessen auch ein anderes Symbol einfiihren, zumal 
ja das Schubkurbelgetriebe Oberténe erzeugt. Das hier gewihlte Symbol bedeutet jedoch keine 
groBe Zeichenarbeit, insbesondere da es meist nur einmal auftritt; es ist anschaulich, und es ent- 
spricht schlieSlich den tatsachlichen Verhaltnissen bei dem unten gezeigten Modell. Am anderen 
Ende ist ein Verbraucher (Dampfungstopf) gezeichnet, fiir den sich als Symbol ein in einem Hohl- 
zylinder hin- und hergleitender Vollzylinder eingefiihrt hat, wobei die zwischen beiden anzu- 
nehmende zahe Flissigkeit nicht weiter angedeutet wird. 


Jedenfalls hat die in Abb. 3a gezeichnete Anordnung den Vorzug, nicht nur die Einwirkung 
benachbarter Elemente schematisch wiederzugeben, sondern sie kann direkt als stark vereinfachte 
Konstruktionsskizze angesehen werden. Das soll heiBen, daB die Elemente in der gezeichneten 
Anordnung tatsachlich den Vorgang physikalisch wiedergeben kénnen. Das liegt daran, daB alle 
Bewegungen und Krafte in eine Richtung zeigen, wobei sie dariiber hinaus sogar in der gleichen 
Geraden liegen. 

Wir miissen die konstruktive Realisierbarkeit fiir das mechanische Schaltschema fordern, wenn 
dieses zugleich Konstruktionsskizze eines Demonstrationsmodells sein soll. Jene Forderung wird 
von den elektrischen Schaltungen ohne weiteres erfillt. Es bestehen dort keinerlei Einschrankungen 
hinsichtlich der gegenseitigen Lage der einzelnen Elemente; lediglich die topologischen Zusammen- 
hange zwischen Knoten und Zweigen einschlieBlich ihrer Elemente sind wesentlich. Diese groBere 
Freiheit der elektrischen Schaltung hangt zusammen mit dem skalaren Charakter der elektrischen 
GréBen (siehe Abschn. 5). 

Bei der Ubersetzung der Abb. 1a in die Abb. 3a sind die Quer-Kondensatoren durch die Massen, 
die Langs-Spulen durch die Federn ersetzt, was zugleich bedeutet, daB die Krafte den Strémen, 
die Schnellen den Spannungen entsprechen. Wiirden wir die ebenso zu analogen Gleichungen 
fiihrende umgekehrte Zuordnung benutzt haben, so wiirde sich nicht viel am Bild 3a geandert 
haben, die Kette wirde lediglich mit einer Feder beginnen und mit einer Feder enden. 

Bekanntlich war sogar diese zweite Zuordnung die altere und im Hinblick auf die physikalische 
Verwandtschaft zwischen bewegter Materie und strémenden Elektronen erscheint sie — ent- 
sprechend einer Bezeichnung von K. Federn! — als die ,,natiirliche“. Auch hat man sicher still- 
schweigend von dieser Analogie Gebrauch gemacht, aJs man die elektrische Potentialdifferenz 
> Spannung® und die Quotienten aus ihr und Strom ,,Widerstand“ nannte. 

Kraft und Spannung haben auch gemeinsam, daf} sie, sogar zeitlich sich andernd, auftreten 
Konnen, ohne da es zu Schwingungshbewegungen oder Wechselstrémen kommt. Insofern kénnte 
man diese Analogie auch als ,,kausale“‘ bezeichnen. 

Die Analogie hat aber, wie schon Hdhnle? und Firestone’ zeigten, im Hinblick auf das Ziel 
einer zusatzlichen Analogie in Schaltbildern den schwerwiegenden Nachteil, da Knoten in Ma- 
schen iibergehen und umgekehrt. Dieser Nachteil tritt allerdings bei der in Abb. 3a gewahlten 
Darstellung nicht in Erscheinung, denn dort gibt es zunachst keine Langs- und Querzweige. Das 
liegt aber nur daran, daB das Einhangen der Nachbarfedern rechts und links an der Masse im 
vorliegenden Falle zwar naheliegend und konstruktiv zweckmafig, aber nicht in dieser Weise 
notwendig ist. An den kinematischen und dynamischen Beziehungen wird nichts geaindert, wenn 
man die Nachbarfedern in einem Punkt zusammenfihrt und die Masse seitlich zu diesem Ver- 
einigungspunkt anbringt, wie das in Abb. 3b gezeichnet ist. 

Damit kommen wir aber der elektrischen Schaltung topologisch wesentlich naher, indem nun 
jeder Knotenpunkt dort auch zu einem Knotenpunkt hier wird. Da nun im Knotenpunkt einer- 
seits die Summe der Strome, andrerseits die Summe der Krafte verschwindet, wird klar, da 


1 K. Federn, Elektrisch-mechanische Analogien in erweiterter Form und ihre Anwendung auf elementare 
Schwingungsrechnungen. Vortrag, gehalten auf der VDI-Tagung, Schwingungstechnik, im April 1958 in 
Stuttgart. 

2 S. FuBnote 1 von S. 28. 

8S. FuBnote 2 von S. 28. 
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gleichartige Schaltbilder nur mit derjenigen Analogie zu erreichen sind, bei der Krafte und Stréme 
einander entsprechen, und die man deshalb nach einem Vorschlag von A. Hochrainer als ,,schal- 
tungstreue“ Analogie bezeichnen kann. K. Federn hat in einer Korrespondenz mit den Verfassern 
den Gegenvorschlag gemacht, dann die andere (von ihm bis dahin als die , natirliche“ hezeich- 
nete) Analogie ,,widerstandstreu“ zu nennen. Jedenfalls sei betont, daB die Anwendung der bisher 
erwihnten und der folgenden Vorschlage fiir Symbole und Anordnung unabhingig davon ist, 
ob man die eine oder andere Analogie bevorzugt. Wenn die Vorschlige auch darauf abgestellt 
sind, méglichste Ahnlichkeit zwischen den elektrischen und mechanischen Schaltbildern herzu- 
stellen, so bereitet es andrerseits auch keine Schwierigkeit, die jeweils ,,duale“ Schaltung zu ent- 
wickeln, bei der die Knoten in Maschen, die Stréme in Spannungen, die Krafte in Schnellen wber- 
gehen und umgekehrt. 


OO 
beh) 


Abb. 3. Zu Abb. la analoge mechanische Schaltbilder. 
a) in der iiblichen Anordnung, 
b) in la topologisch entsprechender Anordnung, 
c) desgleichen mit Massehebeln. 


Um in Abb. 3b nicht nur die Knoten der Abb. la abzubilden, sondern auch die Maschen, 
mufSZ dem Massensymbol noch ein Ausgang gegeben werden. Dieser liegt, wie bereits mehrfach 
dargelegt (siehe z. B. K. Klotter1), im absoluten Raum, konstruktiv gesprochen am Gestell oder 
Gehause, gegen den die Beschleunigungen zu rechnen sind. (Es liegt nahe, dieses Bezugssystem 
der Mechanik als das Analogon zum Erdpotential in der Elektrotechnik zu empfinden.) Man 
braucht dazu keineswegs die Méglichkeit heranzuziehen, da zwischen Masse und Gehause ein 
zum Teil mithewegtes Medium liegt, wie Hecht? glaubte, tun zu sollen. Auch Hechts Aufteilung des 
Massensymbols in zwei Teilmassen, von denen eine am bewegten Knotenpunkt, die andere an 
Erde liegt, entspricht nicht den Konstruktionsgegebenheiten. Sinnvolier erscheint es, den Gegen- 
pol einfach als Punkt zu markieren, wie es der eine von uns friiher vorgeschlagen hat1, oder an 
der Masse und ain Gehause (wie etwa bei der Kiichenwaage) je einen Pfeil anzubringen, um damit 
die wirksame Differenz-Bewegung zu markieren. 

Damit die Bewegung der Masse allerdings auf die.zu diesen Pfeilen senkrechte Richtung be- 
schrankt bleibt, sind noch Fihrungen zu denken. Bei ihrer konstruktiven Verwirklichung ist das 
Auftreten von Reaktionskraften und damit von erhéhten Reibungen unvermeidlich. Es bedeutet 
daher bereits eine konstruktive Verbesserung, wenn man diese Fiihrung unter Inkaufnahme einer 
leichten Kreisbewegung durch die Lagerung der Masse in einem am Gehause sitzenden Drehpunkt 
ersetzt. Fiihrt man diesen Gedanken in der Form einer auf einem Hebel sitzenden ,,Punktmasse“ 
aus (im Folgenden kurz als Massehebel bezeichnet), so gelangt man damit zu Abb. 3c, die nun 
ein konsequentes Abbild der Abb. la darstellt®. Jedenfalls erscheint auch in ihr die Masse als 
Querzweig, und fiir die so gebildeten Maschen gilt, daf die Summe der Teilverschiebungen (und 

K. Klotter, Ing.-Arch. 18 (1950) S. 291—301. 


1 
2 S. FuBnote 3 von S, 28. 
3 L, Cremer, Acustica 8 (1958) S. 188. 
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somit auch der Schnellen) zwischen den an ihr liegenden Knoten genauso verschwinden muB, wie 
die Summe der Umlaufspannungen im elektrischen Kreis. 

Ks sei aber schon hier erwahnt, daB die Analogie in einer Hinsicht versagt. In der elektrischen 
Masche flieBt tiberall derselbe Strom, wenn sie an allen Knoten von anderen Zweigen befreit wird. 
Das Analogon ware die Ubertragung iiberall gleicher Krifte in allen Elementen der mechanischen 
Masche. In der Tat wird dadurch, daB die Punktmasse in der Mitte ihres Hebels sitzt, an beiden 
Nachbarknoten absolut genommen die gleiche Tragheitskraft ubertragen, das aber unter Wechsel 
des Richtungssinnes gegeniiber dem Maschenumlauf. Daher miissen die Gelenkpunkte im me- 
chanischen Modell an einem starren Gehause befestigt oder — elektrisch ausgedriickt — geerdet 
sein, wahrend die Riickleitung in Abb. la wohl geerdet sein kann, aber nicht sein muB. Da aber 
die mechanischen Schwinger schon zur Festlegung einer Ruhelage irgendwo befestigt sein miissen, 
ergibt sich aus diesem Richtungswechse] im vorliegenden Beispiel noch keine Schwierigkeit. (Die 
starre Verbindung aller Gehausepunkte ist ubrigens in Abb. 3c dadurch besonders betont, daB 
die Ausgange der Massen in Halbkreisen enden.) 

SchlieBlich sei bemerkt, daB die verlangte Trennung in Speicher potentieller und solche kine- 
tischer Energie erhalten bleibt, wenn die Hebelmasse nicht vernachlassigbar klein ist gegenitiber 
der Einzelmasse, bzw. wenn auch diese ein nicht mehr zu vernachlassigendes Tragheitsmoment 
besitzt. Im Idealfalle wirkt dagegen die Punktmasse m wie eine Masse m/4 im bewegten Knoten- 
punkt (siehe Abschn. 5). 

Der wesentlichste Vorteil des Massehebels als Analogon des Kondensators bei der schaltungs- 
treuen Analogie zeigt sich aber erst, wenn wir auch den in Abb. 1b gezeigten HochpaB ins Me- 
chanische tibersetzen. Tatsachlich kann die entsprechende formale Umzeichnung der Abb. 1b in 
Abb. 4 sowohl als Schaltschema wie auch als Konstruktionsskizze fiir ein mechanisches Analogon 
angesehen werden. Durch die andere Anordnung der Massen und Federn liegt die Bewegungs- 
richtung jetzt senkrecht zur friiheren. Deshalb muBten auch Kurbeltrieb und Dampfungstopf 
vedreht werden. Ganz allgemein miissen die Mas- 
senhebel senkrecht zu allen Federn, Antrieben 
und Dampfungstépfen stehen; die elektrischen 
Schalthilder kénnen nur dann auch anordnungs- 
gemafs ahnlich sein, wenn man auch bei ihnen 
(was stets mdéglich ist) die Kondensatorzweige 
senkrecht zu den mit Spulen oder Widerstanden 
besetzten Zweigen zeichnet. 

Ein bemerkenswerter Unterschied zwischen 
dem in Abb. 3c gezeigten TiefpafS und dem in 
Abb. 4 gezeigten HochpaB besteht darin, daB im 
‘etzten Falle die Masse nicht mehr in der Form 
siner Einzelmasse auftreten kann, sondern in 
siner ,,neuen™ Weise angeordnet sein mul, etwa, Abb. 4. Mechanisches Analogon zum elektrischen Schaltbild 
wie hier, auf einem Hebel sitzend. Weitere Mog- der Abb. 1b. 
ichkeiten solcher ,,neuer“‘ Anordnungen werden 
iz Abschn. 5 besprochen. 

Die neuen Elemente (wie etwa der Massehebel) sind in der Anordnung nach Abb. 4 notwendig, 
in der nach Abb. 3c nicht notwendig, aber auch dort (um die Zahl der Schaltungssymbole klein 
zu halten) zweckmaéBig und erwiinscht. 


3. Eigenschaften des Modells. Abb. 5 zeigt vier Aufnahmen des mit Massehebeln als Ele- 
menten arbeitenden Demonstrationsmodells und zwar oben den ,,TiefpaB“ nach Abb. 3c und 
unten den ,,HochpaB* nach Abb. 4. 

Die eae erscheinen im Modell in der gleichen Weise wie in den Schaltbildern. Dab sie 
beim TiefpaB hangen, bringt eine zusitzliche Riickstellkraft (vom Schwerefeld her) hinein, die im 
Schaltbild, das schwerefrei (horizontal) gedacht werden kann, nicht beriicksichtigt ist. Man konnte 
sie auch beim Modell, das, um fiir einen groBen Zuhérerkreis gut sichtbar zu sein, vertikal aufgebaut 
sein muB, vermeiden, indem man den Hebel tiber den Drehpunkt verlangert und eine gleiche 
Masse dariiber anbringt. Man kann diese Pendelwirkung jedoch vernachlassigen, wenn man be- 
“eits die tiefste Demonstrations-Frequenz iiber die Pendelfrequenz legt. i Ars q 

Bei der Schaltung mit den horizontalen Massehebeln fallt diese Schwierigkeit weg; dafiir ee 
angt die Verkiirzung der horizontalen Hebel-Projektionen bei ihren Drehbewegungen an jeweils 
siner Seite ein gewisses Spiel an den Verbindungsstellen. 
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Die Federn sind nicht als Schraubenfedern ausgebildet, sondern sie bestehen (wie das die 
Ruhe-Aufnahme eines Elementes in Abb. 6 erkennen laBt) aus vier in zwei zueinander senkrechten 
Ebenen gebogenen Blattfedern, die dem Element in den zur Sollbewegung senkrechten Richtungen 


eine gewisse Steife geben. 


Abb. 5. Aufnahmen des schwingenden Demonstrationsmodells, oben TiefpaB gemaB Abb. 3c, unten Hochpal gemaf} Abb. 4, 
links bei tiefer, rechts bei hoher Frequenz. 


In Abb. 5 sind die linken Aufnahmen bei tiefer, die rechten bei hoher Frequenz gemacht. Man 
sieht, wie die am linken Rande eingeleitete Bewegung oben bei tiefer Frequenz bis zum rechts 
abschlieBenden Dampfungstopf durchdringt, bei hoher dagegen auf die ersten Elemente beschrankt 
bleibt. Dies ist aus der mit wachsender Frequenz sich immer starker auswirkenden Tragheit der 
Massen ohne weiteres verstandlich. Diese 
Tragheitswirkung liegt der alltaglichen 
Erfahrung sogar naher als die nur mittel- 
bar erfahrbare Sperrwirkung der Spulen. 

DaB beim mechanischen Modell der 
Hub des Kurbelgetriebes und nicht seine 
(einer Spannung analoge) Schnelle als Er- 
regung gegeben ist, ist unerheblich, da ja 
hauptsachlich der Unterschied in den 
Amplituden gleichartiger SchwinggréBen 
beobachtet wird. 

Auch das in den unteren Bildern der 
Abb. 5 zum Ausdruck kommende Ver- 
halten des Hochpasses ist mechanisch leicht 
verstandlich. Bei niedriger Frequenz be- 
wegt sich bereits der Ausgangs-Drehpunkt 
des ersten Massehebels kaum, da die Hin- 
und Herbewegung der Masse nur kleine Be- 
schleunigungskrafte auslést. Bei hohen Frequenzen dagegen sucht die Punktmasse auf dem Hebel, 
wie auch bei allen folgenden Massehebeln, in Ruhe zu bleiben; damit werden diese mehr und mehr 
zu in der Mitte fest gelagerten Hebeln, welche die Verschiebung, die sie am linken Ende erleiden, 
einfach auf das rechte Ende tibertragen. In Abb. 7 ist dieser Mechanismus fiir einen Zeitpunkt 
(nahezu) maximaler Verschiebung herausgezeichnet. 

Auch hier zeigt sich die bereits erwahnte, dem Massehebel eigene Richtungsumkehr. Man kénnte 
diese Richtungsumkehr dadurch vermeiden, da man jedesmal einen in der Mitte gelagerten Um- 
kehrhebel zwischenschaltet; aber dann wiirde man im mechanischen Modell zusatzliche ,». Erdver- 
bindungen“ erhalten, die im elektrischen Kreis fehlen. Man kann aber auch einen Weg wahlen, der 
die Ahnlichkeit der Schaltbilder weniger stért, namlich den, daB man zwei Massehebel hinter- 


HAUSHALTSWARE 


Abb. 6. Federelement des Modells. 
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einanderschaltet (Abb. 8) und nur jeden zweiten mit einer Feder verbindet. Man kénnte d 
diesen »»Doppel-Massehebel“ auf der elektrischen Seite durch Aufteilung des Keud tors i ae 
in gleicher Weise in Reihe geschaltete abbilden. : cae 
Fur Falle, wie den in Abb. 4 bzw. 7 wiedergegebenen, ist die Richtungsumkehr nur ein Schén- 
heitsfehler. Es gibt aber Faille, in denen die Richtungsumkehr die Analogie wesentlich stért. Man 
kommt dann mit dem einfachen Massehebel nicht mehr aus, muf} vielmehr den doppelten Masschebet 


») 


Abb. 7, Phasenbild des mechanischen Hochpasses, 
bei nahezu maximaler Auslenkung. 


b 


Abb. 9. Parallelschaltung yon Masse und Feder bei 
Anwendung eines doppelten Masse-Hebels. 


a) Federachse senkrecht zur Verbindung der End- 


oe punkte, 
: ’ b) Federachse in Richtung der Verbindung der End- 
Abb. 8. Vermeidung der Richtungsumkehrung durch doppelte Massehebel, punkte. 


(oder ein anderes neues Element) einfiihren. Es sind dies jene Falle, in denen ein nicht umkehrendes 
Element, eine Feder oder ein Dampfungstopf, parallel zu einer Masse liegt. Einen solchen Fall zeigt 
Abb. 9a, wobei (nur der Symmetrie wegen, aber nicht notwendigerweise) auch die Feder geteilt ist. 
Die Pfeile sind dabei so eingezeichnet, daB das Element auf die Differenz der zugehérigen Bewe- 
gungen anspricht. Sind diese namlich gleich, so werden nicht nur die Federn nicht deformiert, 
sondern auch die Massen kénnen in Ruhe bleiben, indem der mittlere Gelenkpunkt um ebensoviel 
nach oben ausweicht. 

Die Richtungsgleichheit aller mechanischen Vektoren verlangt wieder, dafs die Federachsen in 
Kraftrichtung zeigen; in diesem Falle zeigen sie senkrecht zur Verbindungslinie der Angriffspunkte. 
Es ist aber auch moglich und u. U. einfacher, diese Verbindungslinie mit der Federachse zusam- 
menfallen zu lassen und die wieder zweifach auftretenden Massehebel senkrecht dazu zu legen, also 
gewissermafen dem urspriinglichen Federelement die Massen parallel zu schalten, wie dasin Abb. 9b 
gezeigt ist. Damit ist eine weitere neue Form fiir das Massenelement gewonnen (siehe Abschn. 5). 


II. Die neuen Elemente 


4. Diskussion der Analogien; Vorschlage fiir neue Elemente. Im Jahre 1950 hat der eine von uns 
in dieser Zeitschrift! im Anschlu8 vor allem an die Arbeiten von W. Héhnle* und F’. A. Firestone** 
die Analogien zwischen elektrischen und mechanischen Schwingern von mehreren Freiheitsgraden 
besprochen. ; 

Analog sollen zwei physikalische Vorgange stets dann heiBen, wenn sie durch dieselben Glei- 
chungen oder Differentialgleichungen beschrieben werden kénnen. Um die Ubereinstimmung der 


1S, FuBnote 1 von S. 30. 
2 S, FuBnote 1 von S. 28. 
3 S. FuBnote 2 von S. 28. 
4 F. A. Firestone, J. Appl. Phys. 9 (1938) S. 373—387. 


34 L. Cremer und K. Klotter: Neuer Blick auf die elektrisch-mechanischen Analogien Ingenieur-Archiv 


Partner einer Analogie zu starken, wurde jedoch weiterhin gefordert, daB die Elemente des einen 
Gebildes in einer ein-eindeutigen Weise den Elementen des Partners entsprechen. 

In jenem Aufsatz war das besondere Augenmerk auf die Begrenzungen gerichtet, die solchen 
Analogien gezogen sind. Es wurde erstens gezeigt, da® auf der mechanischen Seite nur Verbande 
von ,,cinlaufigen“’ Schwingern, dort Ketten genannt, in Betracht gezogen werden kénnen, da da- 
gegen Punktkérper mit mehr als einem Freiheitsgrad und ihre Verbande sowie starre Kérper (mit 
mehr als einem Freiheitsgrad) und ihre Verbande nicht als Partner in einer solchen Analogie auf- 
treten kénnen. Zweitens wurde gezeigt, da8 auch unter den elektrischen Schaltungen sich solche 
befinden, die keine Partner unter mechanischen Ketten haben, wenn diese aus den folgenden drei 
Elementen aufgebaut sind: Punktmassen, die sich auf vorgeschriebenen Bahnen bewegen (oder 
Drehmassen, die sich um vorgeschriebene Achsen drehen), Federn und Dampfern. Die einschran- 
kende Feststellung lautete dahin, da in der elektrischen Schaltung alle Kondensatoren sich gleich- 
zeitig miissen erden Jassen, damit die Schaltung ein mechanisches Analogon besitze. 

Diese Beschrankung riihrt im wesentlichen her yon der Tatsache, daf der Punktkérper, die 
, Masse“, ein Element ist, von dem ein ,,Pol“ ,,festliegt“, d. h. mit einem Inertialsystem verbunden 
ist. Diese Festlegung ist notwendig, weil das Newtonsche Gesetz P = mv in dieser Form nur gilt, 
wenn die ,,Koordinate“ v gegen ein Inertialsystem gemessen wird. 

Inzwischen ist die Diskussion um die Analogien weitergegangen. Von den zahlreichen Ver- 
éffentlichungen dieser Jahre nennen wir vor allem jene, die die Diskussion in einer bemerkenswerten 
Richtung weitergefiihrt haben. Die Darstellung von W. Reichardt! ist im wesentlichen zusammen- 
fassender Natur; sie enthalt aber tiberdies Vorschlage zur Terminologie, indem sie die Einftiihrung 
der ,,neutralen Begriffe ,,Standwert“ und ,,Mitgang“ fiir die Quotienten der in Betracht kommen- 
den Veranderlichen propagiert. Zwei Arbeiten von H. M. Trent? ? befassen sich zwar nicht unmittel- 
bar mit den elektrisch-mechanischen Analogien, sie bemiihen sich jedoch in grundsatzlicher Weise 
um die Aufhellung des Hintergrundes der Dualitaten in der Formulierung der physikalischen Ge- 
setze und des Dualismus Knoten — Masche. 

Eine neuere Arbeit von F’, A. Firestone* ist bemerkenswert, weil sie die systematische Gegen- 
uberstellung analoger Gebilde sehr weit treibt. 

Besondere Aufmerksamkeit verdienen jedoch eine Reihe von Arbeiten® ® 7 8-910, die, ganz ahn- 
lich, wie dies im Teil I dieses Aufsatzes geschah, neue Elemente (Massen auf Hebelanordnungen; 
Transformatoren und dergl.) in die Betrachtung einfiihren. Diese neuen Elemente bringen neue 
Gesichtspunkte in die Diskussion. Zuniachst la®t sich die Frage der Abgrenzung der Méglichkeiten 
fiir die Analogien erneut stellen und in neuer Weise beantworten. Ferner 1a8t sich das Problem 
der Analogie auch auf die Anordnung der Partner ausdehnen. Es ist der Zweck des zweiten Teils 
dieses Aufsatzes, die vorgeschlagenen ,,neuen“* Elemente gemeinsam zu erértern und insbesondere 
ihre Rolle im Hinblick auf die beiden zuletzt genannten Gesichtspunkte zu besprechen. 


5. Die Eigenschaften der neuen Elemente. Die in den FuBnoten ® bis 1° genannten Autoren 
haben statt der ,,Masse“, d. h. statt des sich auf einer vorgeschriebenen Bahn bewegenden Punkt- 
k6rpers ,,neue“* Elemente verschiedener Art in die Betrachtung eingefiihrt, ahnlich wie dies 
auch hier im Teil I geschah. Alle diese neuen Elemente haben ein gemeinsames Merkmal: Sie kénnen 
Partner sein eines ungeerdeten Kondensators, wahrend die ,,Masse“ nur einem geerdeten Konden- 
sator entspricht. Um dies zu zeigen, untersuchen wir die Bewegungen der neuen Elemente. Die 
gemachten Vorschlage fiir neue Elemente laufen im wesentlichen auf die in den Abbildungen 10, 
11, 12 wiedergegebenen drei Grundformen hinaus. Wir behandcln diese drei Elemente der Reihe 
nach. 

a) Element I; Abb. 10. [G. Lander; L. Cremer; K. Federn]. 

Das Element J besteht aus einer Punktmasse M, die in der Mitte einer starren (masselosen) 
Stange sitzt. Die Enden der Stange sind die ,,Pole“* A und B des Elements. 

1 W. Reichardt, Frequenz 6 (1952) S. 25—29, 51—55, 72—89. 

2 H. M. Trent, J. Appl. Mech. 19 (1952) S. 147—150. 

3 H. M. Trent, J. Acoust. Soc. Am. 27 (1955) S. 500—527. 

4 F. A, Firestone, J. Acoust. Soc. Am. 28 (1956) S. 1117—1153. 

°> FI’. Raymond, Revue Gen. de l’Electr. 61 (1952) S. 465—475. 

° P. Le Corbeiller —Y. W. Yeung, J. Acoust. Soc. Am. 24 (1952) S, 643—648. 

? B. B. Bauer, J. Acoust. Soc. Am. 25 (1953) S. 837—840. 

8 G. Lander, Frequenz 6 (1952) S. 235—246, 257—266. 

° S. FuBnote 3 von S. 30. 

° K. Federn, Umdruck, T. H. Darmstadt, ferner FuBnote 1 auf S, 29. : 

il Herr Federn wies uns iibrigens darauf hin, da dieses Element, der ,,Massehebel*, sich bereits 1934 in 
der ,,Schwingungstechnik** von E. Lehr Berlin, Springer, auf S. 113 ff behandelt findet. 


= 
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Unter Einfithrung der Koordinaten y ,, Yue 
Zeichnung angegebenen positiven Richtungen) 


kinematisch: 


findet man die folgenden Beziehungen: 


Y¥p und der Krafte Py, Py, Pz (mit den in der 


2¥m =Ya—Yr> (1a) 
statisch: P,+ Py + P,=0, (2a) 
kinetisch: Py =—M yy. (3a) 


Aus diesen Gleichungen finden wir als Beziehung zwischen der das Element ,,durchflieBenden“ 
Kraft P, und der Geschwindigkeitsdifferenz (¥4— ¥g) »,an den Enden des Elements“ 


WEG) 8 4 
Ea a 98) (4a) 
Soll eine Beziehung 
aie : 
P4=m—(¥4—YJs) (5) 


reprasentiert werden, so muf also 


m = M/4 oder M=4m (6a) 


sein. 


M {6 eit 
—O— --4 |= 
_ Me 
\2 len | ‘ —-A, ) +p, 


Abb. 10. Element I. Abb. 11. Element II. 


b) Element II; (Abb. 11). [F. Raymond; K. Federn; Teil I.] 


Fir dieses Element gelten die folgenden vier Gruppen von Beziehungen: 


geometrische: UE eee 1 “ re | +a=A/, | 
; (1b) 
kinematische: Vora 0A VA) Ae, APES oe WA oma Ne | 
d ita oe I” Faas fame 
statische: 
P,+ P4+ Py =0 So aa nee (2b) 
Peete ee © P,(l, +h) + Pal, =0, 
kinetische: . 
Pe — My,; P,=—My,. (3b) 
Aus ihnen folgt schlieBlich 
1 x _ 
Py=3zM(1 +4)? (¥a—Ya)- (4b) 
Falls wieder (5) gelten soll, mu8 also sein 
M 2m 
m=>Q+te?,  M=qy5r (cD) 


Fiir den einfachen Fall « = 1 folgt somit 


ie 
y2 — 1 werden. 


Wenn dagegen' m = M sein soll, so muf A2 = 2 und somit x =A—1 = 
3* 


36 L. Cremer und K. Klotter: Neuer Blick auf die elektrisch-mechanischen Analogien Ingenieur-Archiv 


Die in Abb. 9b angedeutete Form fiir das neue Element ist ein konstruktiv besonders ein- 
facher Sonderfall der hier erérterten; es ist dann jedoch A < 1 und damit a < 0. 


c) Element III. (Abb. 12.) [Le Corbeiller- Yeung; G. Lander.] 
Fiir dieses Element gelten diese Beziehungen: 


kinematische: 


n= 3 es (1c) 
statische: 
2P,4+ Pp.p=9; P,+ Py + Pu =9; (20) 
Pa = Py; Pu = Pr, 
kinetische: 
Py =—Myy. (3c) 
Aus ihnen folgt 
Py=M(¥4—Yz) 5 (4c) 
hier ist daher 
ie (6c) 


Abb. 12. Element III. 


Mit verschiedenen Werten f in der Relation m = f M gilt daher fur alle drei ,,neuen‘* Elemente 
I, II und III, wenn y = v gesetzt wird, 


d 
Py =mS(04—U5)- (7) 
Diese Beziehung entspricht der fiir den (nicht geerdeten) Kondensator geltenden 
: d ; 
t= C= (u4— up) - (8) 


Alle die ,,neuen‘‘ Elemente I, Ii, III unterscheiden sich vom alten Element ,,Masse“* dadurch, 
da der Punktkérper nicht mehr allein vorhanden ist, sondern da8 er jetzt auf Hebeln sitzt. Es 
sind jeweils zwei ,,Pole« 4 und B vorhanden. Wenn diese Pole gleichartig bewegt werden, y 4 = yp, 
wird ¥4 = Yg und damit y;; = 0; die Masse bleibt in Ruhe, es wird keine Tragheitskraft geweckt. 
Der analoge Vorgang im Kondensator besteht in einer gemeinsamen Veranderung des Potentials 
der beiden Platten; diese Potentialveranderung weckt keinen Strom (Verschiebungsstrom) im 
Kondensator. 

Jedes der neuen Elemente I, II, III kann als Analogon fiir einen nicht-geerdeten Kondensator 
dienen. Durch die Verwendung dieser neuen Elemente wird daher die friihere Beschrankung auf- 
gehoben, daB auf der elektrischen Seite nur geerdete Kondensatoren erscheinen dirfen. Selbstver- 
standlich kann aber auch einem geerdeten Kondensator als Analogon eines der Elemente I, II, III 
zugeordnet werden; man braucht dann nur einen der Pole, A oder B, des betreffenden Elementes 
festzustellen. 

Wahrend die Elemente II und III einander véllig gleichwertig sind, besteht beim Element I 
eine Richtungsumkehr der Ausschlage und damit der Geschwindigkeiten an den Polen A und B. 
Diese Erscheinung ist im Teil I schon ausfihrlich erértert worden. Abgesehen von dieser Richtungs- 
umkebr ist auch Element I den Elementen II und III gleichwertig. Es ist das einfachste der drei 
EJemente. Fiir die folgenden Betrachtungen werden wir daher in den Fallen, wo die Richtungs- 


umkehr keine Rolle spielt (d. h. wenn keine Feder und kein Dampfer dem Element parallel geschaltet _ 


ist), stets dieses Element I als Reprasentant heranzichen. 
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6. Analogie in der Anordnung; Realisierbarkeit der mechanischen Schaltung. In Teil I war 
schon ausfihrlich auf den grundsatzlichen Unterschied im Charakter der elektrischen (u, 1) und 
mechanischen (v, P) Veranderlichen hingewiesen worden, der darin besteht, daB® die elektrischen 
Veranderlichen Skalare, die mechanischen dagegen Vektoren sind, und da Gleichwertigkeit 
nur dann erreicht werden kann, wenn auch die mechanischen Gréfen sich als Skalare behandeln 
Jassen, was dann der Fall ist, wenn alle VektorgréBen in die gleiche Richtung fallen. Es war dort 
auch schon gezeigt worden, da dieser Zustand stets erreicht werden kann. Man muf nur fordern, 
da alle Federn und Dampfer senkrecht zu den Elementen I liegen, also, damit gleichwertig, daf 
alle Zweige mit Spulen und Widerstanden senkrecht zu den Zweigen mit Kondensatoren liegen. 

Als erlauterndes Beispiel dienten dort die Abbildungen 1a und 1b. Ein weiteres Beispiel ist 


in Abb. 13 gegeben; eine Anordnung nach 13a muB in eine solche nach 13b umgezeichnet werden, 
um zu erreichen, daB das mechanische Gegenstiick auch in der Anordnung analog ist. 


TEAL 


Abb. 13. Gegebene (a) und umgezeichnete (b) elektrische Schaltung. 


Erheben wir also die oben genannte Forderung, daB namlich Spulen und Widerstande (bzw. 
Federn und Dampfer) stets in einer Richtung, die Kondensatoren (bzw. Massehebel) abersenkrecht 
dazu angeordnet werden, zum weiteren Kriterium fiir eine Analogie, so erreichen wir, da die ana- 
logen mechanischen Schaltungen konstruktiv realisierbar sind. 


a ae 
aie 
“ } i | fh | 


Abb. 14 bis 16. Beispiele ‘ 
a) Gegebene elektrische Schaltung. b) Umgezeichnete Schaltung. c) Mechanisches Analogon. 


Besser als durch weitere Worte wird das Gesagte durch die Abbildungen 14, 15,16 verdeutlicht. 
Die Abbildungen zeigen drei elektrische Schaltungen und ihre mechanischen Partner. In jeder dieser 
Abbildungen zeigt Teil a die urspriingliche elektrische Schaltung, Teil b die umgezeichnete, Teil c 
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die realisierbare mechanische Anordnung. Die Teile b und c sind so offenkundig von gleicher An- 


ordnung, da® man sogar darauf verzichten kann, die mechanischen Gegenstiicke gesondert zu 
zeichnen, wenn man bereit ist, das Symbol fiir den Kondensator auch als Symbol fiir eines der 
Elemente I, II, III gelten zu lassen (und auBerdem natiirlich Spulen und Federn sowie Widerstande 
und Dampfungstépfe mit dem jeweils gleichen Symbol zu belegen). Die Umzeichnungen der elek- 
trischen Schaltungen stellen dann sogleich die mechanischen realisierbaren Gebilde dar. 

In den Abbildungen ist, wo immer méglich, Element I als Partner fiir den Kondensator gewahlt. 
Nur dem mittleren Kondensator in Abb. 15 kann (wegen der parallel geschalteten Spule) Element I 
nicht zugeordnet werden; in der Abbildung ist Element II (nach Abb. 9b) gewahlt. 

Trotz der sehr weitgehenden Ubereinstimmung der elektrischen und mechanischen Gebilde be- 
steht jedoch ein Unterschied, der nicht unerwahnt bleiben soll. Wahrend in jedem der elektrischen 
Gebilde Schwingungen vor sich gehen kénnen, auch wenn keiner der Knoten geerdet ist, kénnen 
manche mechanische Gebilde titberhaupt nicht schwingen, wenn nicht wenigstens ein fester Punkt 
vorhanden ist. Das gilt z. B. schon fiir das einfache Gebilde von einem Freiheitsgrad. Ein sol- 
cher fester Punkt (entsprechend einem Erdungspunkt in der elektrischen Schaltung) kann aber 
stets geschaffen werden. Diese Forderung ist jedoch von ganz anderer Art als jene friihere, wo 
alle Kondensatoren (Massenpunkte) gleichzeitig geerdet sein muften. 


7. SchluBbemerkungen. Mit Hilfe von vier Kriterien fiir das, was als schaltungsanalog gelten ~ 


soll, namlich 


We Ubereinstimmung der Differentialgleichungen, 

2. individuelle Zuordnung der Elemente, 

3. topologische Zuordnung von einander entsprechenden Zweigen und Knoten, 
4. 


solche Anordnung der mechanischen Zweige, daB alle Krafte und Verschiebungen parallel 
sind (die dann im elektrischen Analogon ohne Einschrankung iibernommen werden kann), 


haben wir schlieBlich eine sehr weitgehende Ubereinstimmung der Partner einer Analogie erzielt. 


Die Ubereinstimmung geht nun so weit, daB ein und dasselbe Schaltschema (z. B. Teil b von Abb. 14 
bis 16) unmittelbar das realisierbare Gebilde, sowohl] auf der elektrischen Seite wie auf der mecha- 
nischen Seite, bezeichnet. Das wesentliche Ziel einer jeden Analogiebetrachtung, namlich mit einem 
Minimum an gedanklichem Aufwand von einem elektrischen Gebilde zum (realisierbaren) mecha- 
nischen Gebilde (oder umgekehrt) tiberzugehen, ist damit in bemerkenswertem Mafe erfiillt. 


(Eingegangen am 3. Dezember 1958) 


Anschriften der Verfasser: Prof. Dr.-Ing. L. Cremer, Lehrstuhl f. Techn. Akustik, Techn. Universitat Berlin, 
Berlin-Charlottenburg 2, Jebensstr. 1; Prof. Dr.-Ing. K. Klotter, Division of Engineering Mechanics, Stanford 
University, Stanford, Calif. 
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Etude théorique de l’influence des réflexions intérieures 
9 e 
sur la marche d’un rayon lumineux traversant une lame transparente 
soumise a des forces agissant dans son plan moyen 


Par Henry Favre 


Introduction. Lorsqu’un rayon lumineux monochromatique traverse orthogonalement une lame 
transparente 4 faces paralléles, il est en partie réfléchi sur chacune des deux faces de la lame. En parti- 
culier, la lumiére réfléchie sur la seconde face revient en arriére, se réfléchit en partie sur la premiére 
et repart dans la direction de la seconde. Le méme phénoméne se reproduit indéfiniment (fig. 2). 
Au rayon ayant traversé directement la lame, viennent donc s’ajouter une infinité d’autres rayons 
émergents, de plus en plus faibles, provenant de ce que nous appellerons les réflexions inté- 


rieures de la lame. Comme tous ces rayons ont le méme support SS’ et la méme longueur d’onde, 
ils constituent ensemble un seul rayon, le rayon émergent résultant. 


L’influence des réflexions intérieures sur la marche d’un rayon lumineux traversant une lame 
cristalline a déja fait l’objet de différents travaux. Un des principaux est la thése de L. Chau- 
mont'”, Par contre, cette influence ne semble pas avoir été considérée jusqu’a présent, lorsqu’on 
étudie les tensions dans un modéle transparent, en photoélasticité bidimensionnelle. Pourtant 
Ch. Fabry a remarqué, déja en 1930, que le phénoméne produit par l’interférence de tous les rayons 
émergents permettrait de faire la mesure compléte des tensions intérieures, surtout si l’on argentait 
convenablement les deux faces de la lame servant de modéle?. 


Le phénoméne en question pourrait donc étre appliqué utilement. Mais il est d’autre part 
nuisible, comme nous le verrons, car dans les méthodes utilisées ordinairement en photoélas- 
ticité, il est en général une cause d’erreurs, heureusement petites et négligeables dans la plupart 
des cas. 

Dans cette étude, qui a pour but d’apporter une modeste contribution a un important probléme, 
nous calculons d’abord les variations de marche et les variations d’intensité du rayon 
émergent, produites par l’application des forces sur la lame, en tenant compte des réflexions in- 
térieures (§ 1). Nous évaluons ensuite les erreurs engendrées par ces réflexions, lorsqu’on cherche 
a déterminer les tensions dans la lame en mesurant la biréfringence accidentelle (§ 2). Enfin, nous 
montrons la possibilité de déterminer les tensions intérieures, en élasticité bidimensionnelle, a l’aide 
d’une méthode interféro-photométrique, basée sur le phénoméne étudié (§ 3). 

Nous ne considérons ici que le cas des rayons traversant orthogonalement la lame. 


1. Caleul des variations de marche et des variations d’intensité du rayon émergent, produites par 
Yapplication des forces sur la lame, en tenant compte des réflexions intérieures. Soit un rayon 
lumineux monochromatique SOO’S’, traversant orthogonalement une lame transparente, isotrope, a 
faces paralléles, sur laquelle agissent des forces P,, P,,..., P, équilibre, situées toutes dans le plan 
moyen (fig. 1). Supposons qu’en arrivant sur la lame, ce rayon soit polarisé rectilignement. 
Considérons pour l’instant uniquement le rayon émergent principal, c’est-a-dire celui qui 
sort de la lame en l’ayant traversée directement, sans nous occuper des rayons €mergents 
secondaires, provenant des réflexions sur les faces intérieures. A la sortie de la lame, ce rayon 
principal est en réalité formé de deux rayons polarisés, vibrant parallélement aux directions 1, 2 
des tensions principales 0, d,, au point considéré. 


_ Désignons respectivement par 0,, 0, les variations absolues de marche de ces deux rayons, 
produites par l’application des forces (mise en charge), et par 


03 == 0, — 0» (1) 


1 L, Chaumont, Annales de Physique, 9° série, 1915, T. IV et V; voir p. 180 et suiv. du T. IV le chapitre 
intitulé: Réle de la lumiére réfléchie sur les lames cristallines. 

2 H. Bouasse, Optique cristalline. Double réfraction. Delagrave, Paris, 1925; voir p. 136 et 137 le § 81 
intitulé: Importance des faisceaux réfléchis dans une lame mince. - 

3 Ch. Fabry, Sur une nouvelle méthode pour l’étude expérimentale des tensions élastiques. Comptes rendus 
des séances de l’Acad. des sc., T. 190, 1930, p. 457 et suiv. 
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2 ar : i i inci $ exis- 
leur variation relative de marche. Entre ces trois grandeurs et les tensions principale 
tent les relations!: 


6, =aeo, + bean, 6. = beo, + aeoz, 03 = ¢ 6 (0, —65)5 (2) 
ou 
a=% |e —De tn y 209 F], 
b= (> —Dr+—)n > ay a, (3) 
1+yv)n/q 
ema ba Sete). 


Dans ces formules, E, v désignent respectivement le module d’élasticité et le coefficient de 
Poisson de la matiére constituant la lame, e, n, l’épaisseur et l’indice de réfraction de cette lame, 
avant la mise en charge. Enfin p/v, q/v sont les constantes qui, dans la théorie de Neumann, 
caractérisent les propriétés de la matiére quant 4 la biréfringence accidentelle?. 


Plan 0-1-5" 


Fig. 1. Rayon monochromatique polarisé, traversant orthogonalement une lame transparente soumise 
a des forces agissant dans son plan moyen. 


on 
‘dent 


ray 
incl 


~~-/ntensite 
—-—amplifude 


Fig. Z. En haut: schéma général des réflexions successives subies Par un rayon arrivant sur 
une lame a faces paralléles. En bas: support effectif du rayon orthogonal considéré. 


Considérons maintenant l’un des deux rayons émergents, celui vibrant parallélement 4a la di- 
rection 1 par exemple, mais tenons également compte des rayons émergents secon- 
daires, en nombre infini, vibrant tous parallélement a la direction 1 et prove- 
nant des réflexions sur les faces intérieures de la lame (fig. 2). 


1 H. Favre, Sur une nouvelle méthode optique de détermination des tensions intérienres. Editions de la 
Revue d’Optique théor. et instrum., 1929, et Revue d’Optique, mai, juin, juil. et aodt 1929, 


2 Sur la signification et le réle joué par les constantes p/v, q/v,voir également H, Bouasse, loc. cit., Ch, XIII, 
p. 359 et suiv, 
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Tous ces rayons, y compris le principal, proviennent de la composante du rayon polarisé in- 
cident vibrant parallélement 4 la direction 1. II suffit de faire la somme de toutes ces vibrations 
émergentes pour obtenir la vibration résultante. Choisissons l’intensité de la composante du rayon 
polarisé incident comme unité d’intensité et désignons par f le coefficient de réflexion ou 
pouvoir réflecteur. Si les faces sont polies, ce coefficient est donné par la formule: 


B =(n— 1: (n+ 1). (4) 
Les intensités des rayons émergents, y compris celle du rayon principal, sont respectivement 
égales a (1 — f)?, (1 — 8)? B?, (1 —B)? B4,... Les amplitudes des vibrations émergentes sont égales 


aux racines carrées des intensités, donc 4 1 — f, (1 —) f, (1 — B) B,... 

Soit d’autre part A, B deux points fixes du support du rayon considéré, situés a la distance J. 
Entre ces points, les chemins optiques des différents rayons qui traversent, le premier directement 
la lame, le second avec deux réflexions intérieures, le troisiéme avec quatre réflexions intérieures, 
etc., ont les valeurs suivantes, avant la mise en charge: 


IL, =l—e-+ne, L,=!Il—e+3ne, [T,=l—e+5ne,.... (5) 
Désignons, en A, par cos wt la composante de la vibration incidente considérée, et par A la 
g 2 P : Pp as P 
longueur d’onde de la lumiére utilisée. Les vibrations, en B, des différents rayons émergents 
provenant de cette composante, sont: 
1* rayon (principal) : (1 — B) cos 


‘) 


29 
Ot (J —e+ne) 


> 


2° rayon: (1 —B) B cos lor e (I—e + 3 ne) 


La vibration résultante, somme de toutes les vibrations émergentes, est donc, en B: 


(7) 


2mne 


se (So I 


Ss = (1—p) ¥ pieos 


1=0 


Mais on a?: 


> Bi cos [wt —(2i + 1)0] = I cos (wt —d —y), 


i=0 
[2 1 t = f sin 26 
~ 1—2Bcos26-+ fp?’ BH = TeeR cos 200 
2% 2mne 
Remplagons, dans les deux premiéres formules (8), wt par wt — a (l1—e), 6 par ea 
. 4ane 
Bp sin — 7 oe 
et p par arc tg | ———— z —— ], puis substituons la valeur de la somme % ainsi obtenue dans (7), 
1—f cos a 


nous obtenons finalement, pour la vibration dans la direction | au point B, avant la mise en 
charge: 


. Anne 
9 f sin 7 
Si Bicos wt— = (1+ (n—1) e) —arctg $e SAL 
1 — f cos ar 
(9) 
ou 
nm eae 
1 — 2 cos oe | 


est l’intensité de cette vibration. 


1 H. Bouasse, loc. cit.; p. 137. 
2a. Bouasse et Z, Carriere, Interférences, Delagrave, Paris, 1923, p. 12, 
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Par suite de la mise en charge, l’épaisseur et l’indice de réfraction varient et prennent les nouvelles 
valeurs e’ et n,, de sorte que la vibration émergente résultante relative a la direction | sera, au 
point B, aprés la mise en charge: 


neat es 
Wes Bain er 
3, = B, cos OU et) e’) — arc tg 


basher ae S 
eB tel il (10) 
ou 
(= 2? 
vi i A 7 n, e” Y 
1—2 cos ares + p2 


Compte tenu des réflexions intérieures, la variation absolue de marche Aj, du rayon 
émergent vibrant parallélement a la direction 1, s’obtient en soustrayant la phase de la vibration 


(9) de celle de la vibration (10) et en divisant par, d’ou: 

B sin a ae z 
A = (n, — 1) e’ —(n—1l) e+ 3q are tg Tee ae 
1 — B cos ——— 

A 

4 B sin a 
Saye ‘8 4nne]|- ay 
1—f cos =; 


Mais on a, pour la variation de marche 6, du rayon émergent principal, d’aprés la premiére 
des relations (5): 


6, = — dL, = — [(l— e’ + n, e’) —(lL— ee + ne)| = — [(n, —l) ee’ —(n—l)e]. (12) 


En introduisant 6, dans la relation (11), on obtient finalement: 


2 B sin ae ah 6 sin 4x Ere. 
A, =6, + 5 | BIOAE. | eee ae te or eae (13) 
1—f cos ie, Ui 22 Sere 


On aura de méme, pour le rayon émergent vibrant parailélement a la direction 2, en prenant 
maintenant l’intensité de la composante du rayon incident relatif a cette direction comme unité 
d’intensité: 


. 470 nye 
as f sin a ae 
S, = B, cos | w t — — (I + (n,— 1) e’)— arc tg a 
Ay* 2 4 7 ny e’ 
1 — B cos e 
ou ee 
__ p)2 
ies were a ae) ese 
1—2B cos?" 4 ge 
2 STG . 470 ny e” 
4 6 sin 7 B sin oa 
A, = 6, + =<— | arc tg | are 15 
9) to} fo) id ’ ( ) 
ob 1 f cos =ZR* 1 — f cos sini 


Ny, Sa, B,, A, ayant des significations analogues a nj, S,, Bek. 
Soustrayant membre a membre la relation (15) de la relation (13), on obtient, en tenant compte 
de (1) et en désignant par 
A; =4A,—A, (16) 


ee? H. Favre: Etude théorique de l’influence des réflexions intérieures... 43 


la variation relative de marche des deux rayons émergents résultants, vibrant respectivement 
parallélement aux directions 1] et 2: 


a LUMA 8 / 
4 6 sin <i = f sin oe Z 
ee ee 8 ag | te eee, (17) 
1—f cos ~ ae 1— feos —— 
\ 


| 
Toutes les grandeurs caracterisant, avant et aprés la mise en charge, les deux rayons émergents, 
_ sont ainsi déterminées, compte tenu des réflexions intérieures. 

Remar que. Désignons par © langle de la direction de vibration du rayon polarisé incident 
avec la direction 1 (fig. 1). Si, au lieu de prendre les unités choisies, on prenait ’intensité totale 
du rayon incident comme unité, les quantités B, B, et B, définies par les secondes des 
équations (9), (10) et (14) seraient 4 multiplier, les deux premiéres par cos Q, la troisiéme par 
sin 


2. Erreurs engendrées par les réflexions intérieures, lorsqu’on cherche a évaluer les tensions 
dans la lame en mesurant la biréfringence accidentelle. Remarquons tout d’abord que lorsqu’on 
détermine les directions des tensions principales, les réflexions intérieures ne sont pas une 
cause d’erreurs, les rayons émergents principaux et secondaires vibrant soit dans la direction 1, 
soit dans la direction 2. 

Considérons maintenant une lame transparente, d’indice n = 1,5 (cas de l’allite CR 39 et 

_ de certains verres). La formule (4) donne pour f la valeur 0,04. Pour les autres matiéres utilisées 
en photoélasticité, l’ordre de grandeur de f reste le méme. Le coefficient de réflexion est donc 
un petit nombre. Nous pouvons alors remplacer les relations (13), (15), (17), résolues par rapport 
A 0,, 0,63, par les formules approchées suivantes: 


ui fd 
an [sin Ee Sie eae (18) 
CAs ae (sin Se — SA oe | (19) 
6y==2, + ae (sin ages — sin ae ). (20) 


Considérons par exemple la relation (20). A; y désigne la différence relative de marche réelle 
des deux rayons émergents. C’est la quantité que l’on mesure, par exemple a l’aide d’un com- 
pensateur, lorsqu’on cherche a évaluer les tensions, en photoélasticité bidimensionnelle. 0, est 
par contre la différence relative de marche cherchée, celle qui est liée par une relation simple — 
la troisiéme des équations (2) — aux tensions principales o,,0,. Le deuxiéme terme du second 
membre de |’équation (20) représente donc erreur, due aux réflexions intérieures, que 
lon commet en cherchant a évaluer 63. Les deuxiémes termes des membres de droite des 
équations (18) et (19) ont des significations analogues pour les variations absolues de marche 0y, dy. 

Or les sinus figurant dans les trois derniéres formules peuvent prendre des valeurs quelconques, 
comprises entre + 1, y compris ces limites. Ces valeurs sont d’ailleurs extrémement sensibles aux 
moindres variations de l’épaisseur ou des indices, les arguments des sinus étant des nombres trés 
grands!. Dans les cas les plus défavorables, les parenthéses seront égales 4 + 2. Ainsi, les va- 
leurs extrémes des erreurs des mesures de 6,,6,et63,dues aux réflexions intérieures, 


sont égales a + ae Ces erreurs sont trés petites et le plus souvent négligeables (dans 
I 


le cas de l’allite ou d’un verre n = 1,5, ee 0,013 /)% 


On admet d’autre part que les erreurs moyennes définies dans la théorie de Gauss sont 
‘ . , . 5 x 9 
sensiblement égales au tiers des erreurs maxima*. L’erreur moyenne d’une mesure de 0,, 0, ou 


4mne 


1 par exemple, pour n = 1,5,e = 6mm = 6-10? v,4 = 0,6 w, on a sr aac 188 500. 


2 Des erreurs analogues existent encore si la lame est placée dans un liquide de méme indice, car des réfle- 
xions se produisent alors entre les faces des deux plaques de verre limitant le liquide et paralléles aux deux 


faces de la lame. . 
3 W. Weitbrecht, Ausgleichungsrechnung nach der Methode der kleinsten Quadrate. I. Teil, Sammlung 


>. * 
Géschen, 1919, p. 40. Rappelons que l’erreur moyenne d’une quelconque des mesures d’une grandeur déter- 
minée est, par définition, la racine carrée de la moyenne arithmétique des carrés des erreurs de chacune des 


mesures, 
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; ge A 0 et AT: 55 : 
6, est donc égale a + ee Enfin, si chaque mesure est répétée et si l’on prend la moyenne arith- 
4,¢ yan wa “1: . 1 s 
métique des deux mesures, procédé que nous utilisons toujours, l’erreur moyenne du résultat 


obtenu sera -+ ia Pour l’allite ou pour un verre n = 1,5 (6 = 0,04), cela fait assez exactement 
2 


32 
+ 0,003 A. 

C’est précisément l’erreur moyenne que donne pour 63; le compensateur de Bravais que 
nous utilisons depuis de nombreuses années dans le Laboratoire de Photoélasticité de PE. P. F. 
En effet, pour toutes les éprouvettes d’allite et de verre! étudiées, cette erreur, calculée en 
partant des résultats des mesures et en appliquant la théocie de Gauss, a en général été trouvée 
comprise entre 0,002 / et 0,004, en valeur absolue. Cette bonne coincidence nous permet d’affirmer 
que la principale cause d’erreur des mesures de 6; faites dans notre laboratoire, 
réside dans les réflexions sur les faces intérieures des modéles. Cette cause ne 
réside donc pas dans |’appareil de mesure lui-méme (compensateur de Bravais de grande précision). 

On arrive par contre 4 une tout autre conclusion pour les mesures des variations absolues de 
marche 6,, dg, qui font l’objet de la méthode purement optique?. Dans ce cas nous utilisons, pour 
déterminer ces grandeurs, un interférométre de Mach-Zehnder. Pour Vallite et le verre, les 
erreurs moyennes des mesures (répétées) de 6, et 02 ont en général été trouvées comprises entre 
0,015” et 0,030. Elles sont donc au moins égales 4 cing fois l’erreur moyenne (0,003 2) due aux 
réflexions intérieures du modéle. C’est donc ici dans Vappareil de mesure lui-méme, 
ainsi que dans les défauts éventuels de planimétrie et de parallélisme des faces 
du modéle, que semblent résider les principales causes d’erreur. Heureusement que 
toutes ces erreurs restent petites par rapport aux quantités mesurées, qui sont en général de l’ordre 
de quelques longueurs d’onde. Dans lutilisation de la méthode purement optique, ces erreurs 
peuvent étre d’ailleurs en partie neutralisées, grace a l’application de la théorie de Gauss a la 
résolution du systéme (2) par rapport aux inconnues oj et do. 

Nous voulons encore examiner un point important. Les intensités des rayons, a la sortie de 
la lame, sont données par les secondes formules (9), (10) et (14): 


1 ye : 

im ., (9’) 
1—2f cos =e - p2 

(—Ay 

Hi tee (10’) 
1— 2 cos = ++ p2 

5) 

He a Caras (14’) 
1—2 cos es + pe 


Aprés la mise en charge, les intensités B? et R? des deux rayons émergents différent donc entre 
elles, et différent aussi de celle, B?, du rayon émergent avant la mise en charge. Ces différences 
peuvent étre relativement grandes, méme si le coefficient § est petit. On le reconnait facilement 
en remplacant les relations ci-dessus par les formules approchées: 


Bt = (1— py? ( +26 cos ==" =) (21) 
B? = (1 — fy ( 4 2B cos ee (22) 
B? = (1—f)? ( Sa coe si (23) 


et en remarquant que les arguments des cosinus peuvent prendre des valeurs quelconques. Si f 
a la valeur relativement faible de 0,04, la différence entre deux de ces trois intensités peut atteindre, 
en valeur absolue, 2 - 2 - 0,04 = 16% de leur valeur moyenne! I] nous parait donc nécessaire 
d’examiner si ces différences d’intensité peuvent avoir une certaine influence 
sur exactitude des mesures de 6), dy et 0s. 

Commengons par la mesure de 63. Supposons qu’on cherche a déterminer cette grandeur 
a aide d’un compensateur, un Bravais par exemple, que nous admettrons trés précis, d’erreur 


' Les verres étudiés avaient en général des indices supérieurs 4 1,5, mais ceci ne change aucunement nos 
conclusions, 


2 H, Favre, loc. cit., Ch. II, III et IV. 
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négligeable. Adoptons le schéma habituel comprenant, outre des lentilles et des diaphra 

les appareils suivants, placés les uns a la suite des autres sur un banc d’optique: ee ame 
neuse monochromatique, filtre ou nicol polariseur, lame (modéle) pouvant étre mis 
sous l’action de forces agissant dans son plan moyen, compensateur dont l’axe est Sr 
a la direction 1, filtre ou nicol analyseur croisé avec le polariseur, lunette VERE ee 
du rayon sortant de l’analyseur. Le rayon traversant orthogonalement la lame et le com ee 
est supposé cylindrique, de quelques dixiémes de mm de diamétre. Nous dundee comme 
précédemment, par © l’angle de la direction de vibration du rayon polarisé incident, avec la 
direction | (fig. 1). : 
Pour obtenir des expressions commodes et relativement exactes des amplitudes B,, B 


; 9, prenons 
les racines carrées des deux membres des formules (10’), (14’), puis posons 


4x ne 4 7 ng e” 
”, = B cos ae —, ip = 6 coe a . (Fie 8) (24) 
et développons en série les fonctions obtenues: 
1— 1— 
Bi a a a (25) 
pl 29a P yl—2y, + 6? 
En appliquant le développement connu: 
1 1 1-3 
plsaltdetiete, Osby 


limité a ses trois premiers termes, nous obtenons, en remplacant successivement x par 27, — 6? 
et 2 7. — f? et en négligeant les petits termes d’ordre supérieur au second: 


B,=(1—A) (lL + rtm) B=( A(ltm—F4 yi) 26) 


Désignons, au point 0, par cos wt la vibration polarisée incidente, provenant du polariseur. 
Elle peut étre remplacée par les deux composantes cos @ cos wt, sin @ cos wt, vibrant respec- 
tivement parallélement aux directions 1, 2 des tensions principales oj, 09. 

Aprés avoir traversé la lame et le compensateur, ces deux vibrations sont devenues, 4 un 
décalage de phase constant prés et en supposant négligeables les pertes dans le compensateur: 


(i—p)(1 +m — 5 + grit) eos @ cos lot + 57 (4s +2) 


(1—A) (1 +m —F + yn}sin @ cos ot, 


é désignant la variation supplémentaire de marche imposée par le compensateur. 

Ces deux vibrations sont encore, la premiére paralléle a Ja direction 1, la seconde 4 la direction 2 
Projetons-les sur l’axe de l’analyseur, croisé avec celui du polariseur, et ajoutons-les. On obtient. 
ainsi, a la sortie de ce dernier appareil, la vibration résultante: 


(v5) ( L ny a 7 Mi) cos @ sin @ cos er Sauk ot. 3) 


(1 —f) (1 L 15 Ee : nf sin O cos O cos wt 


= (1—f) sin 0 cosO ie Ln, a : nt) cos le t+ a (As + | 


me 
—(1 cole Zid) 08 @ 4 


En appliquant la régle de Fresnel’, on trouve sans difficulté, pour l’intensité B3 de ce rayon: 


Bj = 2 (1—f)sin? cos? 1 + mt m +21 +2—B 


2% 
=! + + Net 78 13 F Ny mm —B*) cos 4, +6), (27) 


1 H. Bouasse et Z. Carriére, loc. cit., p. 2. 
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Cette intensité s’annule pour 0 = 0, a 5H = ,..., résultat évident, car si langle O est égal 
A lune de ces valeurs, le rayon incident traverse successivement la lame et le compensateur, en 
restant polarisé rectilignement. Ce rayon est donc, a la sortie, complétement éteint par l’analyseur. 

Si © différe des valeurs ci-dessus, l’intensité B? est en général positive. Elle ne devient rigou- 
reusement nulle que si 77, = 7), et J; + ¢ = 0. Au point considéré et pour un état de charge donné, 
Ny» No et Ay ont des valeurs bien déterminées. B3 peut alors étre considéré comme une fonction 
de la variation relative de marche ¢ du compensateur. Le coefficient du cosinus étant négatif 
dans la formule (27), cette fonction passe par un minimum lorsque 43; + ¢€ = 0. En observant 
Vintensité dans la lunette et en repérant au compensateur la valeur de ¢ rendant B} minimum, 
on obtient ainsi, non pas la valeur cherchée de 63, mais la valeur approchée 4; = —e. 

Or ce minimum de l’intensité a une valeur trés faible. En posant A; + ¢ = 0 dans la formule 
(27), on obtient en effet: 


(B2),,in = (1 — B)? sin? O cos? O (9, — 2)? » (28) 
quantité dont la plus grande valeur s’obtient en posant 0 = u/4, 4, =—n, =f, dor: 
(Be) (a) ee (29) 
Si 6 = 0,04. ona (B?) min <— 9,00148 , 


valeur extrémement faible, comparée a l’intensité maximum: 


(B?) max 22 4 (1 — B)* sin? O cos? O (1 +28) =1 
(en négligeant les puissances de # supérieures a la premiére). La valeur quasi nulle de (B3),ni, 
permet de déterminer A, avec la méme exactitude que si ce minimum étrait rigoureusement nul. 
Ainsi, les différences d’intensité des deux rayons émergeant de la lame n’ont 
aucune influence sur l’exactitude de la mesure de 63, si lon détermine cette 
grandeur a l’aide d’un compensateur. La valeur obtenue pour 6; est encore égale 4 43, 
si ’appareil utilisé est trés précis. Ce résultat confirme les conclusions que nous avons établies 
plus haut sur les causes d’erreur du compensateur de Bravais utilisé dans notre laboratoire. 
Supposons maintenant qu’on cherche a déterminer 6, 4 l'aide des courbes isochromes 
produites par un large faisceau lumineux traversant la lame. Si l’on utilise les mémes appareils 
que précédemment, mais en supprimant le compensateur, l’intensité a la sortie de l’analyseur, 
d’un rayon passant per un point de la lame, s’obticut en posant ¢ = 0 dans la formule (27): 


B3 = 2 (1 —f)? sin? @ cos? O } +m + M2 + 2 nf + 23 — 6B 


—3 \ 2nd 
ald Pi aa oa eae yaar I na — B) cos ar (30) 


Lorsqu’on ne considére pas les réflexions intérieures (ce qui revient 4 poser 7; = 7, = / = 0 
A, = 63), on définit les isochromes noires comme étant le lieu des points de la lame ot B? = 0 
et les isochromes brillantes comme celui des points ot B? = 4 sin? O cos? O, O étant différent 
des valeurs 0, 77/2, 2, 37/2,.... Le long de ces courbes, 6; = A; est constant, égal a kA sur les pre- 


a R A We : Je 
miéres et a (2k + 1) > sur les secondes, k désignant un nombre entier positif, négatif ou nul. 


La différence 0, — 0, des tensions principales y est donc constante, en vertu de la troisiéme des 
équations (2). 

Mais si l’on considére les réflexions intérieures, il est nécessaire de donner une autre définition 
des isochromes, B} ne pouvant par exemple étre identiquement nul le long d’une courbe, puisque 
sa valeur minimum est égale a (1 — f)? sin? © cos? © (n; — no)? et que, dans le cas général, 7, ne 
peut étre égal a 7, qu’en des points isolés. Voici la définition que nous choisissons: 

Imaginons que les faces de la lame soient horizontales et qu’on porte au-dessus de chaque 
point de la face supérieure des ordonnées égales aux valeurs (30) de Vintensité B3. Les extrémités 
de ces ordonnées définissent une surface analogue 4 une surface topographique, formée ici le plus 
souvent de collines assez réguliéres et sensiblement paralléles, séparées par des vallons également 
réguliers. Nous appellerons isochromes noires les projections horizontales, sur la 


face supérieure de la lame, des thalwegs de ces vallons, et isochromes brillantes, 


les projections sur cette face des crétes des collines. 
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Ces courbes ne jouissent plus, comme précédemment, de la propriété que l’intensité B2 y est 
rigoureusement constante, mais elles jouissent d’une propriété générale, sur laquelle eee ine 
nous appuyer. Pour énoncer cette propriété, considérons par exemple un point Q d’une isochrome 
noire et soit n la normale a la courbe en ce point, dans le plan de la figure. En tout point 
voisin de Q, situé sur n d’un coté ou de lautre de la courbe, Vintensité Ridin 
valeur plus grande qu’en Q. Cette propriété est en effet Parnas d’uue de PTS dont 
jouit le thalweg. Les isochromes brillantes jouissent d’une propriété semblable. 

Nous sommes maintenant a méme d’énoncer un théoréme important: Lorsqu’on considére 
Jes réflexions intérieures, les isochromes noires ne coincident pas en général 


mvec tes courbes 4,=—..., —2A, —A, 0, +/, said, er pas plus que les isochromes 
; ae: 34 A A 3A 
brillantes ne coincident avec les courbes Neh ae erat: An gc a rans Cette 


coincidence a par contre toujours lieu si l’on néglige les réflexions intérieures 


<courte 4,=0 


/sochrome 
nore 


& 
7 courbe A,=A 
a 
Fig. 3. Courbes Az; = 0, As =A et isochromes noires voisines. 


Considérons en effet un point P, choisi par exemple sur la courbe A, = 0 (fig. 3). Soit n’ la 
normale en P a cette courbe. Considérons encore deux points P,, P, trés voisins de P, situés sur 
n’, de part et d’autre de P et tels que PP, = PP,. Calculons d’abord l’accroissement que subit 
Vintensité B}, lorsqu’on passe de P en P,. La quantité 43, qui est nulle en P, prend en P, une 
valeur dA, trés petite, ce qui nous autorise a poser: 
22dA, 1 a) 


cos aI 
yas 2 A 

Introduisons cette expression dans la formule (30), nous obtenons pour le point P,, aprés 
simplifications et toujours en négligeant les termes d’ordre supérieur au second: 

22 dA,\2 
S 2 eg) 
(Bi), = (1A) sin? 6 cost 8 [lm —nalb, + (“F) |. 
D’autre part, en P, l’intensité a la valeur: 
(B3)p = (1 —B)? sin? O cos? O (7, — m2)? - 

Soustrayant ces deux valeurs, nous obtenons pour l’accroissement de l’intensité, lorsqu’on 


passe de P en P,, en remarquant que (7, — %2)>, — (4, — 2) P = 4 (1 — Na)? 
An 
dB§ = (B3)p, — (Bi)p = (1 —f)* sin? 8 cos? [d (m — na)" + Ge (443) 


Mais d’aprés la formule (20) et en se rappelant que 6; = (nz — n,) e’, nous avons: 


n Webs. Lee . Amn e 
As = (nzg— ™) e + 55 (sin a), 


d’ou, compte tenu des relations (24)?: 


dA, = (1 +213) d(me’) — (1 + 2m) d(me’)- 


1 Un calcul plus exact de dA, pourrait étre fait en partant de la formule rigoureuse (17), au lieu d’utilisex la 
relation approchée (20). Cela ne changerait cependant aucunement nos conclusions. 
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D’autre part: 


U : i , . 4 nies 1 
d (y — 2)? = 2 (4, — No) (dy, —ANq) = 2 (71 —2) au sin one d(n,e’) —sin er ) d(nje ) 


En introduisant ces valeurs dans l’expression de dB? , nous obtenons finalement: 


47 ny e” 


dB? = (1 —f)? sin? O cos? O len — 1p) ei sin ( 4 )q (ny e’) — sin € a) d(n, 2) 
+ GF (+2) d (me) — (1 +2) a (eh. (31) 


Si P, est suffisamment prés de P, le second terme de la parenthése {--- } sera négligeable 
par rapport au premier, les carrés et le produit des différentielles d (n, e’), d (nz e’) tendant vers 
zéro beaucoup plus rapidement que les différentielles elles-mémes, lorsque P, se rapproche in- 
définiment de P. L’expresion de B? est alors une forme linéaire de d (n,e’), d(n,e’), dont les 
coefficients ne sont nuls qu’exceptionnellement. 

Or la formule (31) est aussi applicable au point P,, ot les deux différentielles sont respectivement 
égales, mais de signes contraires, aux valeurs qu’elles ont en P,. Ainsi, aux deux points P,, P, 
situés de part et d’autre de la courbe, dB} aura en général des signes contraires. Cette courbe ne 
jouit pas de la propriété énoncée plus haut et ne répond donc pas a la définition des isochromes 
noires. Aucune isochrome ne coincide en général avec la courbe 4, = 0 considérée, mais une de 
ces isochromes doit étre trés voisine de cette courbe (nous calculerons plus loin une limite supérieure 
de la distance de ces deux lignes). La coincidence ne peut avoir lieu qu’exceptionnellement, par 
exemple le long d’un axe de symétrie, par contre deux courbes voisines quelconques peuvent se 
couper en des points isolés. Si l’on néglige les réflexions intérieures (6 = 0), le premier terme de 
la parenthése {--- } de (31) disparait et seul le terme quadratique subsiste: la coincidence des 
deux courbes est alors toujours réalisée, dB? étant positif en P, et P,. 

La démonstration est également valable pour les autres isochromes noires, voisines des courbes 
A, =..., —24, —A, +/4, +2A,.... Un calcul et un raisonnement analogues permettent 
sans difficulté de démontrer la propriété dans le cas des isochromes brillantes. 

Considérons maintenant une isochrome noire, celle voisine de la courbe 4, = 0 par exemple. 
Nous allons calculer une limite supérieure de la distance de ces deux courbes, ce qui nous donnera 
une limite supérieure de Perreur — due aux différences dintensité — que lon 
commet en cherchant a mesurer 4, al’aide des isochromes. Dans ce calcul, nous ferons 
une supposition trés défavorable. Voici en quoi elle consiste. Le long de la courbe A; = 0, l’intensité 
Bz peut varier, d’aprés la formule (30), entre les limites 0 et (1 —{)? 6? 1. Soit P, un point ou 
Vintensité est égale a cette derniére limite, ou trés voisine de celle-ci (fig. 3). Nous supposerons 
qu’au point Q) de Visochrome voisine, situé 4 l’intersection de la normale ny a la courbe A; = 0 
en Pp, Vintensité soit nulle ou trés voisine de zéro. Soit encore x la distance de Q, 4 un point quel- 
conque de ng, mesurée positivement a partir de Q, dans la direction de Py. Le long de ng, l’intensité 
B? est donnée approximativement par la formule: 
2ux 


| — ‘cos is (32) 


> 


D désignant la distance des deux isochromes noires encadrant le point Py, mesurée le long de 
l’axe des x. Au point P, d’abscisse Ax = Q, Py, on a: 


22 Ax (Ax)? cian Ax  (1—6)B 
a =i Vout 1 queer < (33) 


I 


B3 = (1B) p? = 5 cos 


Si 6B = 0,04, on aura Ax/D = 0,0122. En mesurant A, A l’aide des isochromes, on commettra 
donc une erreur maximum inférieure a were A = 0,01222, probablement méme_ bien plus 


petite que cette limite, vu la supposition trés défavorable sur laquelle est basé notre calcul. L’erreur 
maximum est probablement de l’ordre de quelques milliémes de longueur d’onde seulement. Elle 
est certainement négligeable, les isochromes permettant difficilement de repérer 4, avec une 
exactitude supérieure a 0,03 A. 


1 La limite 0 s’obtient en posant O = 0, 2/2, 2, 3/2, ..., ou encore 1, = 7, la limite (1 — f)2 82, en’ 
posant 0 = 7/4, 32/4, 52/4,... et 7, = — np. 
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Nous arrivons ainsi — a une nuance prés — a la méme conclusion que dans le cas ot I’on utilise 
un compensateur, a savoir que les différences d’intensité des deux rayons émergeant 
de la lame n’ont pas d’influence sensible sur exactitude de la mesure de 6 
si Yon détermine cette grandeur 4a l’aide des isochromes. ‘ 


_Passons enfin Ala mesure des variations absolues de marche 01, 0g. Supposons qu’on 
utilise, dans ce but, un interférométre de Jamin, de Mach-Zehnder ou de Michelson. Chacun de 
ces appareils permet de mesurer successivement 6, et 6, en un point de la lame, a l’aide d’un 
rayon la traversant d’abord en vibrant parallélement a la direction 1, puis parallélement a la 
direction 2. On reconnait immédiatement que l’intensité B? (ou B2) du rayon émergent varie 
périodiquement pendant la mise en charge, conformément aux formules (22) et (23). Mais ces 
variations d’intensité n’entrainent aucun déplacement des franges dans la lunette d’observation 
de Vinterférométre. Elles engendrent seulement des variations de netteté des franges, beaucoup 
trop faibles pour étre perceptibles. Ainsi, les variations d’intensité du rayon émergent 
dues aux réflexions intérieures n’ont aucune influence sur l’exactitude des 
mesures de 0,, 0), si l’on détermine ces grandeurs A l’aide d’un interférométre de 
Jamin, de Mach-Zehnder ou de Michelson. Les valeurs obtenues seraient respectivement 
égales a Aj, A,, si la précision de ces appareils était parfaite et si la planimétrie des faces de la 
lame, ainsi que leur parallélisme, l’étaient également. II serait intéressant d’examiner si cette 
conclusion est également applicable —- ce qui est probable — aux autres dispositifs interférométriques 
que l’on peut imaginer pour mesurer 06,, 63, par exemple a celui proposé récemment par M. D. Post}, 
permettant de repérer les courbes le long desquelles 6, ou 6, est constant. 


En résumé, nous voyons que ni les différences ni les variations d’intensité des deux rayons 
émergeant de la lame, dues aux réflexions intérieures, n’ont une influence sensible sur l’exactitude 
des mesures de 0,, 0, et 03, du moins lorsqu’on utilise les appareils ou procédés mentionnés plus 
haut. Par contre, aucun de ces procédés ne permet d’éviter les erreurs dues au fait qu’a la sortie 
de la lame et a cause des réflexions intérieures, les différences de marche sont égales, non pas aux 
valeurs cherchées 0,, 0), 03, mais aux valeurs légérement différentes 4,, 4,, 43. Les valeurs extrémes 
de ces erreurs, égales 4 + (A/a, sont heureusement trés faibles (de l’ordre d’un centiéme de longueur 
d’onde), donc en général négligeables. 


Remarque. D’aprés les relations approchées (18) a (23), les valeurs extrémes des variations 
effectives de marche A,, A,, A; et des intensités B?, B?, B3 a la sortie de la lame, sont respectivement 
égales a: 


Te ae A, oy oe (34) 


Be = BY = BR = (1—f'(1 + 2A). (35) 


Les résultats exprimés par ces formules peuvent étre retrouvés par des 
raisonnements géométriques simples, en considérant uniquement l’interférence du rayon 
traversant directement la lame et du premier rayon émergent secondaire, provenant de deux 
réflexions intérieures (fig. 2). Cela revient a dire que l’approximation, sur laquelle sont basées 
les formules (18) 4 (23), consiste a négliger les rayons émergents provenant des réflexions intérieures, 
a V’exception du premier, qui est le plus intense. 


3. Sur la possibilité de déterminer les tensions intérieures a l’aide d’une méthode interféro- 
photométrique, en élasticité bidimensionnelle. Considérons par exemple la premiére des formules: 


agee ae (23) 


, 
BE = (1B (1+ 28 008 77"), (22) BE = (1 —f)* (1+ 28 cos : 

Elle montre que si un rayon polarisé traverse une lame en vibrant parallelement 4 la eee 
principale o,, l’intensité B}{ du rayon émergent est une fonction du produit de Pindice ny; eee 
a cette direction, par l’épaisseur e’. Imaginons maintenant qu on fasse croitre simultanément, 
de zéro a leurs valeurs finales, toutes les forces appliquées sur la lame. Le produit en question 
variera de la valeur initiale ne a la valeur finale n,e’. Pendant ce temps, B? passera en général 


: ‘on B? 2 n,e’ 
par une série de maxima et de minima. Sinous représentons graphiquement la fonction By = ii eae 


1 D. Post, Proc. Soc. Exp. Stress Anal., Vol. 13, No. 2 (1956) p. 119 et suiv. 
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la période de la sinusoide obtenue sera égale a l’unité de longueur choisie pour les abscisses (fig. 4). 
Soit 3, = 2 (ne —n, e’)/A la différence des abscisses des points extrémes. Elle est égale au nombre 

EERE: WY GET OS . , . fe / 
(en général fractionnaire) d’ondulations que présente cette courbe. Soit encore J, = 2 (ne — nye yfa 
la différence analogue, relative 4 un rayon vibrant parallélement a 09. 


Bi 


2(ne-m7e') 
UB, = A a 


2nye' 


0 271 7e' 2Te 
ZB A 
(valeur (valeur 
finale) initiale) 
2 n, e/ 


Fig. 4. Variation de l’intensité B en fonction de 


; pendant la mise en charge de la lame. 


Une expérience sommaire de laboratoire nous a permis d’observer ces variations d’intensité. 
Elle a consisté a solliciter 4 la traction pure une lame prismatique d’allite de 1,55 mm d’épaisseur, 
de 15,0 mm de largeur et de 70,0mm de longueur. L’éprouvette était recouverte d’un écran 
percé au centre d’un trou circulaire de 1,1 mm de diamétre, par ot passait un rayon lumineux 
(A = 0,5893 wu) vibrant parallélement aux deux forces P appliquées sur les bases. On regardait 
Péprouvette a l’aide d’une lunette recevant le rayon, mise au point sur la lame. En faisant croitre 
lentement la grandeur des forces P, on observait les oscillations de B?, avec quelque peine il est 
vrai, vu leur faible amplitude (environ + 8%). Notons qu’en supprimant l’écran, des franges 
floues d’égale épaisseur optique se formaient sur toute la surface de la lame et se déplagaient a 
mesure que croissaient les deux forces P. Ainsi, chaque oscillation compléte de V’intensité du 
rayon correspondait au passage devant |’axe du trou d’une frange claire suivie d’une frange sombre. 
Nous avons d’ailleurs observé aussi — et méme plus facilement — le méme phénoméne en lumiére 
réfléchie, et ’emploi d’une telle lumiére pourrait étre tout aussi bien envisagé 
dans les applications. 

La valeur absolue de chacune des quantités ?, et %, pourrait donc étre déterminée: 

1. soiten comptant le nombre d’oscillations de la lumiére dans la lunette, ou mieux 
— ce qui serait beaucoup moins fatigant — en comptant celui des oscillations d’un microampére- 
métre, dans lequel passerait le courant produit par une cellule photoélectrique recevant le rayon 
(dans ce cas, l’excédent fractionnaire de #, ou J, ne pourrait étre évalué qu’a 0,2 unité prés), 

2. soiten enregistrant le diagramme de la figure 4 a l’aide d’un oscillographe cathodique, 
ce qui serait certainement plus excat, car les excédents fractionnaires pourraient étre déterminés 
a 0,02 unité prés (pour augmenter encore l’exactitude, on pourrait utiliser les diagrammes de 
B?, BZ représentant les formules rigoureuses (10’), (14’), au lieu de ceux relatifs aux formules 
approchées (22), (23)). 

Quant aux signes des quantités J, et J, il suffirait, pour les obtenir, de partir d’un point 
ou ils sont connus (de tels points existent toujours dans les applications), et de procéder par 
continuité, de proche en proche, exactement comme on le fait chaque fois qu’il s’agit d’évaluer 
une grandeur algébrique représentée par le déplacement de franges localisées. 

Ainsi, il serait possible de mesurer 3, et #, avec toute l’exactitude désirée dans chaque cas 
particulier. Mais ces deux quantités sont des formes linéaires des tensions principales 0, 62, qu’il 
est facile d’établir. Posons en effet successivement: 

Us , 
o,= et) (36) One 2(n sks Ng e ) (37) 
n,e’ —ne =d(ne) =nde+edn, (38) 


dn =ny—n=—n te P(e, + &)|, de = &,¢€, (39) 
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E1> E25 €3, p/v, q/v désignant respectivement les trois dilatations linéaires principales et les deux cons- 


tantes de la théorie de Neumann}. En remplagant, dans les formules (39), les dilatations par 
leurs expressions en fonction des tensions: 


1 1 
& = 7 (1—7o), Eg = FF (2 — 704), f= —7E (4 +o), (40) 


puis en substituant les valeurs de dn, de dans (38) 


et en multipliant enfin le résultat par —2/A , 
on obtient, d’aprés (36): 


_ 2ne Pp q 2ne q 
Oe FA P—22)\+ 3% | EL ites) + (1 —») o tA 
d’ou les expressions cherchées de #,, J, en fonction de 0,, 09: 
#, = a* eo, + bteo,, 0, = b* eo, + a* ea,, (41) 
ou 
eel arp q 2n q Pp 
hears »(1 2 aes a ere Oe bo, 


Les constantes a* et b* de la matiére utilisée se détermineront directement, par exemple a 
aide d’une éprouvette prismatique, tendue ou comprimée par deux forces axiales P connues, 
égales et opposées (6, = + P/F, o, = 0, F désignant l’aire de la section droite). Mais il est également 
possible de calculer ces constantes l’aide des formules (42), lorsqu’on connait E, y, n, p/v, q/v, A. 
Pour une lame d’allite CR 39 de 6,310 mm d’épaisseur, par exemple, nous avons trouvé, a la 
température de 20° C et pour 2 = 0,5461 4 (raie verte de l’arc du mercure)?. 


E = 248,9kg/mm?, 7 =0,399, n=1,502, 2% =0,2002, + =0,2544. 


On en déduit, en appliquant les formules (42): 
a* = 952 ke mm , b* = 10,43 kg-1 mm. (43) 


Dans les mémes conditions, nous avons obtenu pour un verre Schott LF 6: 


E = 5970 kg/mm?, y = 0,215, n = 1,577, F = 0,3048, 1 — 0,2114, 


v 


@* ==0,2857 ke mm’, b* == 0,3955 ke mm . (43’) 


Comme il fallait s’y attendre, les valeurs des constantes a*,b* sont beaucoup plus petites 
pour le verre que pour l’allite. Cette différence d’ordre de grandeur subsiste pour les quantités 
0,, 9g, toutes choses égales d’ailleurs. Mais si l’on reste dans le domaine de proportionnalité de 
chacune des deux matiéres en question, cette derniére différence s’atténue. Prenons par exemple 
e = 1/4’ = 6,35 mm, o, = 0, et choisissons comme limites de proportionnalité a la traction: 
o, = 0,5 kg mm~ pour Vallite et o, = 2,5 kg mm pour le verre. Les valeurs de ,, 02 corres- 
pondant a ces limites seront, d’aprés les formules (41): 


0, = 29,60, #, = 33,15 (allite) et O, = 4,53, 0, = 6,28 (verre). 


Connaissant e, a*, b* et ayant mesuré J, J, on pourrait obtenir les tensions cherchées en 
utilisant les expressions de o,, 02 tirées du systéme (41): 


b* J, —a* I ee ae (44) 
O1 = @ (b¥2 — at?) ° C2 ~ ¢ (b*?—a*?) ° 


1 Voir H. e. loc. cit., Ch. XIII, ou H. Favre, loc. cit., Ch. I. Maes The 

a Trades sty mesuré A Vaide d’un réfractométre d’Abbe. Le module d élasticité E et ie see ide 
Poisson v ont été déterminés en utilisant des méthodes purement optiques, ante eee oe M. phe 
et qui seront prochainement décrites en détail par ce dernier, dans une publication ig wees ee eho 
élasticité de ’F.P.F. (voir aussi H. Favre et M. Martinola : Sur une méthode puremen oP gue bey pe 
du rapport du coefficient de Poisson y au module d’élasticité E des corps isotropes oP oo setae ue 
séances de l’Acad. des sc., T. 246, 1958, p. 50 et suiv.). Puis les constantes p/v, av Agee sigue! 
valeurs de E, v, n, A et des valeurs a = 1,729, b = 2,279 kg-1A4 mm des constantes de p 
optique, en utilisant les deux premiéres relations (3). S 
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Mais il sera beaucoup plus exact de faire non seulement les mesures de 3,, %, mais aussi la 
mesure complémentaire de la variation relative de marche 63, a l’aide d’un compensateur, puis, 
en appliquant la méthode des moindres carrés de Gauss, de tirer les valeurs les plus probables 
0, 6, du systéme: 


0, = a* eo, + b* eo,, 0, = b* eo, + a* eo,, Os; = € € (0,6) (45) 


ce qui donnera en méme temps les erreurs moyennes des valeurs obtenues. 

La solution de ce systéme est d’ailleurs en principe la méme que celle du systéme (3)*. Plus 
simplement, on pourra calculer o,, 0, en résolvant le systéme formé de la troisiéme des relations 
(45) et de ’équation obtenue en ajoutant membre 4 membre les deux premiéres de ces relations, 
ce qui donne?: 
rye mer H+ 8. Os 


02 2e(at¥-+b*)  2ec’ (46) 


aes 2e(a* + b*) ' 2ec’ 

Il va de soi que l’application de la méthode en question nécessiterait la détermination préalable, 4 
entre filtres ou nicols croisés, des directions 1, 2 des tensions principales o,, 02, en chaque point | 
ou l’on veut obtenir ces tensions. 

Remarques. 1. On pourrait également mesurer J, J, a Vaide d’un compensateur, par 
exemple d’un prisme de méme matiére et de méme épaisseur que la lame, sur lequel seraient | 
appliquées deux forces P axiales, égales et de sens contraires, dont on ferait varier la grandeur 
de facon que Vintensité résultante reste constante pendant la mise en charge de la lame. 

2. L’amplitude 2 f des oscillations de Vintensité du rayon pourrait étre augmentée a volonté, 
si on le jugeait nécessaire, en recouvrant les deux faces de la lame d’une mince couche augmentant 
le pouvoir réflecteur. 


3. Au lieu d’employer un rayon lumineux monochromatique, choisi dans la partie visible | 


du spectre, rien n’empécherait d’utilisier une radiation infra-rouge ou une radiation ultra- 
violette, puisqu’il s’agirait en définitive d’observer les variations de l’intensité B? d’un rayon’. 
On pourrait done choisir la longueur d’onde A utilisée pour les expériences, dans un domaine 
beaucoup plus vaste que dans les autres méthodes de photoélasticité. 

4. La méthode interféro-photométrique pourrait étre, en principe, également appliquée a l’étude 
de la répartition des moments dans les plaques fléchies, en utilisant des modeéles for- 
més de deux couches de matiéres différentes et en faisant interférer les rayons réfléchis sur l’une 
des faces de la lame et sur la surface de séparation des couches. Cette méthode pourrait aussi étre 
appliquée a la résolution de certains problémes de flexion des coques, mais il s’agirait la 
d’expériences plus délicates, surtout lorsqu’on quitte le domaine des cas simples. 

5. Les équations (41) et (42) établies plus haut sont celles qui devraient étre utilisées si l’on 
cherchait a appliquer la méthode interférométrique de Ch. Fabry, dont nous avons parlé dans 
Vintroduction de ce mémoire. Cela n’a rien d’étennant, car les deux méthodes ont ceci de commun 
qu’elles cherchent a déterminer les tensions en mesurant — il est vrai par des procédés totalement 
différents — les mémes grandeurs, a savoir les variations de l’épaisseur optique ne de la lame. 

En terminant, l’auteur remercie ses deux assistants de recherche, MM. W. Schumann, Dr. és 
Se. nat, et M. Martinola, Ing. civ. dipl., de leur collaboration a ce travail. 


1 Pour les détails de_la solution de ce dernier systéme et la discussion des résultats, voir H. Favre, Sur 
Papplication de Ja théorie des erreurs 4 la résolution d’un systéme d’équations utilisé en Photoélasticité. 
Revue d’Optique théor, et instrum., juin 1955. Remarquons qu’en vertu des relations (42) et de la troi- 
siéme des formules (3), on a a* — b* = 2c/A, dou 8, — 0 = 2 0,/A. 

> Comme nous l’avons démontré p. 315 du mémoire cité dans la note précédente, la solution (46) revient a 
négliger lerreur de 63, ce qui est autorisé si l’on utilise un compensateur trés précis. 

° De telles variations ont déja été utilisées dans le cas d’une lame d’air, pour déterminer les longueurs 
d’onde de radiations infra-rouges (voir H. Bouasse et Z. Carriére, loc. cit., Ch. XII, § 200). 


(Eingegangen am 23. Oktober 1958.) 


Anschrift des Verfassers: Prof. Dr. H. Favre, Zurich, Ecole polytechnique fédérale, Chaire de Mécanique, 
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Nicht-lineare Biegungsschwingungen des Kreisringes 
Von Karl Federhofer 


Wenn bei Berechnung der Eigenschwingungen eines diinnen elastischen Kreisringes anstatt 
des linearen Hookeschen Gesetzes ein nichtlineares Elastizitatsgesetz zugrunde gclegt wird, so ent- 
stehen im allgemeinen nichtlineare Schwingungen, deren Untersuchung in gleicher Weise erfolgen 
kann, wie dies R. Grammel' an den Beispielen der Torsionsschwingungen eines kreiszylindrischen 
Stabes und der Biegeschwingungen eines geraden prismatischen Stabes gezeigt hat. 

Nichtlineare Schwingungen eines Kreisringes ergeben sich aber auch bei Beibehaltung des 
Hookeschen Gesetzes, wenn die iibliche Voraussetzung kleiner Schwingungsausschlage, d.h. die 
Beschrankung auf lineare Ausdriicke der Formanderungsgréfen in den Grundgleichungen fallen 
gelassen wird, also die Endlichkeit der Verformungen beriicksichtigt wird. Eine Lésung der Schwin- 
gungsgleichungen des Kreisringes fiir endliche Schwingweiten ist nicht bekannt; man erhalt aber 
eine Naherung fiir diese Lésung, wenn in den Bewegungsgleichungen neben den Gliedern Klein 
1. Ordnung auch die kleinen Glieder 2. Ordnung beibehalten werden. Im folgenden soll eine solche 
nichtlineare Schwingungsrechnung fiir die ebenen Biegungsschwingungen eines elastischen Kreis- 
ringes durchgefiihrt werden. 


1. Schwingungsgleichungen. Bedeutet a den Ringhalbmesser, u(q, t) die radiale, zum Kreismit- 
telpunkte positiv gerichtete Verschiebung, w(q, t) die in der Kreistangente im Sinne wachsender 
Bogenlange s = a- @ positive Verschiebung, so ist der Punkt P(y) des Kreisringes nach der Ver- 
schiebung in die Lage P’(p) gelangt mit den Koordinaten 

x = (a—u)- cosy —w:sing, 
y =(a—u)-sng+w-cosg, 


so daB sich das Bogenelement do der deformierten Ringachse berechnet zu 
do\2 wi —w\2 w+ ul\2 
Fh gee al ea 


worin rémische Zahlen die Ableitungen nach p bedeuten. 
Hieraus folgt fiir die Dehnung der Ringachse an der Stelle 


do wl — u 1 w + ul \2 
ee ee ae (1) 


Die Kriimmung 1/0 der deformierten Ringachse ergibt sich aus 
1 xl. yl — xl. yl 


Cn mee) 
“(a 
oe gg hye a 
1 1 a a ry ee eS 
. Q oe ant. (: wi — =i + ( w+ ite 
a a 


oder bei Fortlassung der kleinen Glieder von héherer als 2. Ordnung zu 
yl 
— f pee as Kc wo) (uf aot 2 ult) (ul wy [FS wt) | 
Q a a 2 

Mit den Spannungsresultanten N = Normalkraft, Q = Querkraft, M = Biegemoment und den 
in den Richtungen u, w je Langeneinheit des Ringes wirkenden Lasten p,, Pp, ergeben sich fir das 

Gleichgewicht des deformierten Ringelementes do die Bedingungen 
. fe a +Q=0. (3) 


iN — 
a rel eae BG 0 - Pw O a6 


(2) 


1 Actes du Colloque Intern. des vibrations non linéaires, Tle de Porquerolles 1951, sowie Anniversary 
Volume on Applied Mechanics, dedicated to C. B. Biezeno. (1953), S. 108—118. 


o4 K. Federhofer: Nicht-lineare Biegungsschwingungen des Kreisringes Ingenieur-Archiy | 


Ersetzt man die auBeren Lasten p,, p,, durch die d’Alembertschen Tragheitswiderstande in radialer 
und tangentialer Richtung: 


2u Cw 


Pi gee ee Pu > See ee Les 


worin yl, die Masse des Ringes je Langeneinheit bedeutet, und verzichtet man auf die Beriicksich- 
tigung der fiir die Grundschwingung unbedeutenden rotatorischen Tragheit, so liefern obige Glei- 
chungen 

aQ NES 


N ER 
a tos ee ee ee Cees 


Py oM 
fa: ee ae sane (4) 


Nun gilt fiir das Biegemoment M mit B = E Fi? als Biegungssteifigkeit 


B 
M = B.(— =o eas (9) 
worin gemaB Gl. (2) 
b= ig ae F (klein 1. Ordnung), (6) 
f= gg [te— 0) te tot + 2a) £07 a)(A SS — well. ein 2. Orduung). (7) 


Aus do = (1 +) ds folgt wegen 0s = a- ap 


do =a- 0p (1 + 8, + $9) 
wo gemaB (1): 
wl—_u 


3 = — (klein 1. Ordnung) , (8) 


a 


S. = Ae ~ ua i (klein 2. Ordnung) . (9) 


Hiermit werden die Gleichungen (4) iibergefiihrt in 


Q 
a- Op (1 + s; + $2) 


1 aes, + &) =u: ti, ] 


m3) o 
a+ dy (1 + 5, + 52) ea + & + &) =y-t, | (10) 


__ 0M = | 
@-"Cp\ (Ue stat Se) 


Q =0. 


Aus der letzten dieser Gleichungen folgt bei Beachtung von (5) 


oder bis auf Glieder klein 2. Ordnung genau 


- B /0&, , 0 0g, 
Q= cat ir pe et 2 
somit 
Q =S Q, Ar Qs , 
wenn 
B @& 
Q,= Sa. ae (1. Ordnung) , (11a) 


0, =—= ae & 4 (2. Ordnung). (1b) 
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Setzt man N = N, + N,, worin die Zeiger die Kleinheitsordnung angeben, so lassen sich die Glei- 


chungen (10) einschlieBlich der kleinen Glieder 2. Ordnung iiberfithren in 


0Q 0Q, 0Q, 
(ae +) + (Gs Gt aM) ame, 


ON. ON, ON. 
(a — i (ae 8s ape et Q1)= an i, 


oder mit den Abkiirzungen 


aQ. aQ. 

Ceo a ee a ai 
ON. ON. 

Q, = i Bp eae Q; 


in die folgenden Gleichungen 


oQ os oN z. 
Go + N= 4h —O,, ap 01 = 4 hy ty — Q,. 
Durch Beseitigung von N, entsteht 
2g ¥s Ou 00 
op + Q, + ayy, w = 9th 5559 ap + Pn ; 
oder bei Beachtung der Gleichungen (lla) und (6) 
bat 2 ou 
(eA a Sema Bi Sab et 
worin 
_@ 00, 
Fiir die Normalkraft N gilt 
N=>EFe=N,+N,, 
worin wegen (1): 
EF 
N, = "Si (w'—u), 
EF 
N= 5 we 
Hiermit geht Gleichung (16,) itber in 
. 0Q, EF 
Let if NC cae sae = sea (ee —u), 


oder mit Beachtung der Gleichung (11a) in 


worin 
a 
Cy = 7 FO 
Mit den abkiirzenden Bezeichnungen 
fy tei 12 
Cy a a ? a= mom 0 
a- 
wonach 
[ia 
FI = O°, 


lauten daher die gekoppelten Schwingungsgleichungen fiir u, w: 
G2 
~(wY + 2 ult W)—as (w—u') + H,=0. 


o2 
(w' — u) —a (ulY ul) —aqy te +6,=0, 


(12) 


(13) 


(14) 


(15) 


(16) 


(17) 


(18) 


(19a) 


(19b) 


(21) 


(22) 


(23) 
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worin H,(q, t), Go(p, t) von p und t abhangige Funktionen klein 2. Ordnung sind. Durch Differen- 
tiation der Gleichung (22) nach g und Verwertung der Gleichung (23) wird w eliminiert und es er 
gibt sich fiir u die Differentialgleichung der Biegungs-Dehnungsschwingungen des Kreis- 
ringes: 


ou au Ou oe ou eu eu _ eu oH, _ ; 
apt ee td zo3} + ap =0, (24) 
oder mit 
2G, oH 
S(p.1) =—(e 5a" + a (25) 
2 62 e2 
(up 2wY 4 ult) — ag le — Stal + uh) bac = = S(9, 1), (26) 
oder kurz 
Lu) = S(t). (26a) 


Fiir das Rechtsglied in Gleichung (26) ergibt sich gemaB Gleichung (25) mit Verwertung von (20a) 
und (18) 


__ (eye a\ 020, | a. 62s 
— Se.) = (25-3) ag? | Bop ’ 


oder mit Beachtung der Gleichungen (14) und (15) 
ca a®\ [a3Q. 02 dQ a ] 
a S(¢, t) a (RE a : (s Bop = Cy? (&, Ny 


agp? Op? 
CO GIN, GS Gi oN, 
TER" op? B ap | ap 


Ose os 0) : (25a) 


Da die Verschiebungen u, w und ihre Ableitungen in den Ausdriicken fiir Q, und N, quadratisch 


ON, 
und in Produkten vorkommen, und das gleiche auch fiir s, et wepuyy und tur as, ap ae Oa 
gilt, so ist S(y, t) klein II. Ordnung, und demnach Gleichung (26) nicht linear. 
2. Naherungslésung der Gleichung (26). Mit Unterdriickung der kleinen Glieder 2. Ordnung, 
d. h. S(p, t) = 0, wird die dann homogene Gleichung (26a) befriedigt durch den Produktansatz 


u(y, t) = C- cosn@:- cost, (27) 


worin n beim geschlossenen Kreisring eine ganze Zah! gréBer als Eins sein mub, und w die Kreis- 
frequenz der Eigenschwingung bedeutet. Fiir den dimensionslosen Wert 


My a* w? 


k= 6 oS (28) 
ergibt sich durch Eintragung des Ansatzes (27) in die homogene Gleichung (26) die bekannte 
Frequenzengleichung 


ok? — k(n? +1) (0+ n? +1) + 2 (n?—12=0, (29) 


welche die Berechnung der zu den ganzen Zahlen n = 2 gehdrigen Werte k und hiermit gemaB 
Gleichung (28) jene der Kreisfrequenzen w gestattet. Wegen der Kleinheit von « sind die beiden 
Wurzeln dieser Gleichung von sehr verschiedener GréSenordnung; die kleinere von beiden ist 


_ n(n? — 1) 
sles (n? + 1)(«n2+ 1) ° Gq 
die zweite ist von der GréSenordnung 1/~ und hat den Wert 
1 
ke =(n “ =| (eae (31) 


Fir die tangentiale Schwingungskomponente w/(@, t) liefert die Gleichung (23) mit dem Ansatze 
w(y, t) = D- sinngy: cos wt und mit (27) 
DipGe eed) ae (32) 


uy 
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demnach fiir die Grundschwingung mit n =2 und k= 6 
51 + 4a) 
9 + 44a + 240 x2 1 
Pia Westnet 


Zum Zwecke der Verbesserung der in erster Naherung ciilti 6 

Lwec : g giiltigen Liésung u(y, t) = C-c : 
der nichtlinearen partiellen Differentialgleichung (26) fiihren wir u, eee x BC. a oe . x : 
anstelle von u und w in das durch (25a) dargestellte Stérungsglied S(¢, t) ein; hiermit ergibt sich 


S(y, t) =2 k p, cos 2 wt—np,cos2ngp +4 (2 k ps —nps)- cos2ny:-cos2wt, 
worin 


C2 
2k py = 4, =— 2k (pio + 0 pit + a pis), 
C2 
nN Py = Ay = a (p2,0 + & po + 0? po»), 


€2 
2k py—n pp = Ay = 2k (ps0 + & psi + 0 ps2 + 0° ps.) — Ag. 


Fir die mit verschiedenen Zeigern versehenen p-Werte gilt mit 


0 = n* (n?— 1) —k: 


Bi ry SO ore = (+21) 81, 

ye (3 os Meo —n(n?—1)8, px= ee 3 —— (30 nt — 15 n? + 2) ; 
‘nee See &, 

Fg = ales py pase (1 Sea ped Pe: — (n?—1) 2, 
pe 2 (Sn — 1) 


Setzen wir nun in Gleichung (26a): u = uy + u,, wo u, die Verbesserung von uy angibt, se entsteht 
wegen L(u,) = 0: 
L(u,) = A, cos 2 wt — A, cos2ngy + Azcos2ngy:cos2wt 
mit der Lésung 
u,(9, t) = B,cos2wt+ B,cos2ng + B,cos2ng-cos2wt, 


worin 
A, C2 
ina seen) 5 ft a~ 
y otra 
Damani 2860 
B; = ah ee Ee = 
= ay G1) 4k lint 40 —wGn—iy 3? 


so daB sich die Lésung der Gleichung (26) einschlieBlich der kleinen Glieder 2. Ordnung darstellen 
1aBt durch 


u(y, t) =a Geos np cos it +(—) (by cos 2 wt + by cos 2 my + by-cos2 ng cos2t) . (33) 


Bei Beibehaltung der kleinen Glieder von hoherer als der 2. Ordnung wiirde sich fiir die radiale 
Schwingungsamplitude u(g, t) eine nach Potenzen von C/a fortschreitende Reihe mit periodischen 
Koeffizienten ergeben. 

Die folgende Tabelle enthalt die fiir die Grundschwingung (n = 2) und fir die folgenden Ober- 
schwingungen (n = 3 und 4) gerechneten Beiwerte bj, by, 63 in Gleichung (33) mit den Annahmen 


2 . . . 
= = =0, 7000 und ; fir den Ring mit rechteckigem Querschnitte von der Dicke d ist 
a 
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ue | icht d h dem Werte « = a ein Wert ee also ein verhaltnismabig 
Og pase) entspricht demnach dem = 300 i =? 


dicker Ring. Die Tabelle zeigt, daB selbst fiir Amplituden C, die nicht mehr sehr kleia gegeniiber 
dem Ringhalbmesser sind, die durch die Beiwerte b,, by, bs gegebenen Beitrage der Glieder klein 
2. Ordnung in Gleichung (33) ganz unbedeutend sind, so daf fir den angegebenen Wertebereich 


Tabelle der Beiwerte b,, 6, b; in Gleichung (33). 


Beiwert by. 


a = 1/a? 


1/1000 


0,281 0,294 


3 0,889 1,111 3,510 
| ise eoecs —0,837 
Beiwert b,, 


1/1000 


—0,0023 | —0,0013 | -+0,0051 
3 —0,0046 —0,0044 | +0,0054 
4 --0,0059 | —0,00036 | +0,0149 
Beiwert b,,. 
“ = 12/a? 
0 | 1/1000 1/300 
2 0 | 0,00096 | 0,00320 
3 0 | 0,00364 0,01205 
4 0 | 0,00774 | 0,02548 


von & die Theorie 1. Ordnung ausreicht. Bei Beriicksichtigung der zweiten Naherung tritt aber 
zur Schwingung mit der Wellenzahl n und der ihr nach den Gleichungen (28) u. (30) zugehérigen 
Kreisfrequenz «@ auch schon eine Oberschwingung mit der doppelten Wellenzahl und mit doppelter 


Kreisfrequenz, deren Amplitude aber nur von der GréBenordnung e - b, ist, wahrend Se... 
der 1. Naherung angibt. : . 


(Eingegangen am 20. Oktober 1958.) 
Anschrift des Verfassers: Prof. Dr. K. Federhofer, Graz, Charlottendorfgasse 11. 
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Bending Impact Waves in Beams 
By W. Fliigge and E. E. Zajac 


1. Introduction. Lamb! pointed out in 1914 that the elementary beam vibration equation due 
to Bernoulli and Euler 


O*w Pw 


(E I = bending rigidity, @ A = mass per unit length, w = deflection, x, t = space and time coor- 
dinates) is inadequate for impact type loadings. He showed that this equation gave the physically 
untenable result that the effect of a suddenly applied load propagates infinitely rapidly, a fact which 
was already evident from Boussinesq’s classical solutions. Timoshenko? later (1921) proposed refining 
the Bernoulli-Euler theory by incorporating both Rayleigh’s correction for rotatory inertia and the 
correction for shear deflection which had been applied in the static stress analysis of thick beams. 
One of the present authors*® showed in 1942 that Timoshenko’s theory predicted that a suddenly- 
applied disturbance would in fact propagate with a finite velocity, and hence was free of the ob- 
jection of the elementary theory. While mathematically more complicated than the elementary 
theory, Timoshenko’s theory was still much simpler than the full linear threedimensional elastic 
theory, and thus gave hope of being a suitable engineering basis for impact design. In recent years, 
experiments have indicated that the theory is valid for quite sharp impacts‘ ®. At the same time, 
a number of analytic and numerical studies of the Timoshenko theory’s differential equations have 
been published *¥, 


On the analytical side, the first attempts at a solution, were by Uflyland’. He derived a solution 
in terms of real definite integrals from the contour inversion integral of Laplace transform theory. 
Since then the efforts at analytical solutions have been heavily slanted in the same direction. Un- 
fortunately the numerical evaluation of the real integrals one obtains in this way is difficult, requir- 
ing high-speed electronic computers. Direct numerical methods have consisted of the use of finite 
difference equations written along the characteristics of the differential equations of the theory ®71!, 
Because there are two sets of such characteristics, and because of error propagation problems, these 
procedures require considerable computing power also. The purpose of this paper is to indicate 
other methods of solution, the numerical work of which can be carried out on a desk calculator. 
Although none of the methods yields a complete solution at all points of the beam, the combination 
of all of them gives the solution almost completely. 


Specifically, we first indicate a solution obtained by the use of a shifting theorem from Laplace 
transform theory together with the expansion of the resulting transform in powers of 1/s and term- 
by-term inversion. Although both of these ideas are old in the operational calculus, they do not 
seem to have been applied to the Timoshenko beam heretofore. They yield the power series so- 
lution, which is convenient for computing the response in the neighborhood of the origin in the 
(x, t) plane, and in addition, the solution at the leading wave front in terms of a rapidly convergent 
series of Bessel functions. Next, we indicate how near the point of impact the integral obtained 
from the contour integration technique can be evaluated for large times to give an asymptotic 
solution. Finally, we apply the classical stationary phase method of Kelvin to obtain an asymp- 
totic solution in time over the entire beam. Numerical results computed by means of these so- 


1 H. Lamb, Proc. Roy. Soc., series A. 93 (1917) pp. 223—251. 

2 §. Timoshenko, Phil. Mag., series 6, 41 (1921) pp. 744—746. 

3 W, Fliigge, Z. angew. Math. Mech. 22 (1942) pp. 312—318. 

4 M.Goland, P. D. Wickersham and M, A. Dengler, J, Appl. Mech. 22 (1955) pp. 1—7. 
5 E. A, Ripperger and H. N. Abramson, J. Appl. Mech. 24 (1957) pp. 431—434. 
H. J. Plass, J. Appl. Mech. 25 (1958) pp. 379—385. 

H. Schirmer, Ing. Arch. 20 (1952) pp. 247—257. 

Ya. S. Uflyand, Prik. Mat. Mekh. 12 (1948) pp. 287—300. 

M. A. Dengler and M. Goland, Proc. First U.S. Congr. Appl. Mech., p. 179. 
10. J, Micklowitz, NAVORD Report 2049 (1953). 

u R. W. Leonard and B. Budiansky, NACA Tech. Note 2874 (1953). 

12 B, A. Boley and C. C. Chao, J. Appl. Mech. 22 (1955) pp. 579—586. 
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lutions are given for the specimen problem of a step-function bending moment applied at the hinge 
of a semi-infinite, simply-supported beam. 


2. Formulation of the Specimen Problem. Fig. 1 is a force diagram of a differential element 
of the Timoshenko theory. Equilibrium considerations give 


Q, = 04; ,» M, = Q—el,y,; (La, b) 


where the subscripts « and t indicate differentiation with respect to x and time t, 9 A; = mass 
per unit length, and 9 J; = mass moment of inertia per unit length. Hooke’s law and the kinematic 
assumption that plane cross-sections remain plane yield in turn 


M=—E I,%,5 0=CA, (#,— ») (le, d) 


where E and G are the Young’s and shear moduli respectively, I, is the elastic moment of inertia 
(not necessarily equal to J,), and A, is an ~‘effective shear area” (not necessarily equal to A)). 
Eqs. (1) represent the basic differential equations of the Timoshenko theory. By elimination, one 

can reduce eqs. (1) to a single fourth-order equation. In 


te E terms of the deflection w this is 
il 1 1 
RES SSH SSS spray Wenn — \ G2 aI a) Wxxtt a8 2 ce eettt + Kw,,=0 (2a) 
yo | 1 2 ics 
: feo a ? ce 
z | | | t while the bending moment in terms of w is 
$ 
R it 
@ M=—EI, (ee ~~ 1 (2b) 
eta EI GA A 
grag d=s7, 4=74t, and K= 57). 
L L e 
Fig. 1. Force diagram of a differential element in the fe P 
Timoshenko theory. The quantities c, and c, are of important physical 


significance. The former, the bending-wave velo- 
city, is the velocity of propagation of a discontinuity! in M, y, or y, The latter, the shear 
wave velocity, is the velocity at which a discontinuity in Q, w,, or w, propagates. 


For convenience we introduce the dimensionless variables 


x ct 
C= Gas ee 
r Tie: 


(r? = I,/A;) and denote differentiation with respect to € by a prime and with respect tot by a dot. 
Eqs. (2) then become 


EI 


wY —(l+o)%” +0w+%—0, M =— — (w”—a), (3a, b) 


2 
r- 


where a = ci/c3. In this dimensionless formulation the bending wave velocity becomes unity and 
the shear velocity 1//c. 


M 
— Se 
Fig. 2. Specimen problem: Step function bending moment applied to a simply 
supported, semi-infinite beam. ‘ 


The specimen problem we consider is the response of the Timoshenko beam to a step-function 
bending moment applied at the hinge of a semi-infinite beam which is initially at rest (Fig. 2). By 
means of the Duhamel integral one can obtain from this basic solution the solution for the problem 


where the applied bending moment is an arbitrary function of time. For the problem at hand, the 
boundary consitions are 


w(0,t) = 0, M(0,7) = M, U(z), w(00,t) = 9(0;7)= 0, (4a—d) | 


“1 See footnotes 3 and 11 on Doo. 
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where U(r) is the step-function operator defined as zero when its argument is negative and unity 


when its argument is positive. Since #(0,7) = 0, we have by eq. (3b) the alternative boun dary 
condition 


r2 


— 22+ w"(0,7) = My U(t), (40) 
replacing (4b). The initial conditions are 
, w(x, 0) = w(x, 0) = p(x, 0) = w(x, 0) = 0. (Sa—d) 
It is easily shown from eqs. (1) that the latter conditions imply 
to(x, 0) = w(x, 0) = 0. (Se, f) 


3. Power Series Solution by Means of the Laplace Transform. We denote the Laplace transform 
of a function with respect to t by a bar, that is, 


— [oe} 
F(s) = L[F(t)] = f e—** F(x) dr, (6a) 
0 
where s is the transform variable. The inversion integral is then 


F(t) = L>[F(s)] = 5 | e—** F(s) ds, (6b) 


where the path / is a straight line of infinite length parallel to the imaginary axis such that F(s) 


is analytic to its right. Applying the Laplace transform to eq. (3a) for the initial conditions given by 
eqs. (5) we get 


w¥ — (1 +a) s?w’ + (as4+s2)W=0, (7a) 
while the boundary conditions (4a—d) transform to 
~ a r? M = a 
10(0,-s) = 0, w’’(0, s) = oni w(0o, s) = y(0,s) = 0. (7b—e) 
The solution of eq. (7a) is A 
w(é,s) = 2) A; exe (8) 


i=l 
where the A; are functions of s and 


ty, =[es* += 8 (0? s*— 1)'2]h2, Ny, 4 = — [a s? =F s (6? s?— 1) ape. (9) 
Here a and b are constants involving the parameter a: 


mS | 1 
SE eatnt 5 eat (10) 


pay “ 


The boundary conditions (7d, e) imply that the Laplace transforms of w, y, M, and Q vanish at 
—£ = oo. Hence, we have that 4, = A, = 0. The boundary conditions (7b, c) then give 


yo dks 1 


A, =— A, = (11) 
Of particular interest is the bending moment because this is directly related to the stresses in the 
beam. By eqs. (3b) and (8)—(11), we get 

M(é, s) = M,(é,s) + M,(é, s) , 
a M, LAS 
M(é, 8) => L +(1— aa) | Ac ray 


\ 


0 
Ss 


(12a,b,c) 


mie9=2h—(—,) "Jarra. | 


a J 


It is easily shown! that the inverse of M,(&, s) is zero for t < &, while the inverse of M,(&, s) is 
zero fort < & /o. Hence, eqs. (12) express the bending moment as the sum of two terms, having 
wave fronts propagating at the bending and shear wave velocities respectively. 


Bir, F. Zajac, Flexural Waves in Beams, Dissertation, Stanford University, 1954. 
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It is convenient to simplify the writing by introducing the variables 
c=bs, été). (13a, b) 


In terms of o and &+ eqs. (12b, c) become 


M0) = FEO |L + (L— za) exp (—ai eh) 


‘ (14a, b) 
x M, 1\—12 s 
where 
1/2 |1/2 
ee: (15a, b) 
Knowing the inverse of M(é+, o), one can revert directly to the ¢,t domain by use of the theorem 
L>[M(E*, 0)] = 14 |M (5, b3)| => M (r-)> (16a—c) 


where the symbol L~ indicates the inverse of the Laplace transform, eq. (6b). 

Now a theorem from Laplace transform theory is the following!: If F(s) has a power series 
expansion in 1/s, F(s) = Ss a, (J which converges within some circle 5 <R, about the origin 
in the 1/s plane, then Ses | 


oo pr-1 
FO = > G1 
nw 

for all t. We note from eqs. (14) and (15) that M(&*+, c) does not have a power series expansion in 
l/o and hence the theorem can not be applied directly. However it is easily shown that each of 
the bracketed terms in eqs. (14) and (15) has an expansion in 1/o?. Using for the bracketed terms in 
eqs. (15) the notation g,(1/o”) and g,(1/c”) we have 

nj 1 BO) a BAO 

ta u(5)-90 +9 ret oat ay 


where j = 1, 2 and primes indicate differentiation with respect to 1/o?. From the definitions of a 
and b (eqs. (10)) we have a—b =1, a+ 6 =a. Hence the first two terms of g, and g, can be 
readily cbtained 


b 


fe “os fo eg (18a, b) 
M, and M, are thus of the form 
iid a7 ei ” See 
M,(§t, 0) =e °** Gy & , M(E*, ) =e) eet“ G, (2) : (19a, b) 


where 


Shob-a are SMC 
ee rae Me eres) | 


It is seen that G, and G, have the required power servies expansions. At the same time M, and M, 
in the form of eqs. (18a, b) are ready-made for the well-known shifting theorem of Lasae trans- 
form theory?: 


(20a, b) 


L'e-s* F(s)] = F(t —k) U(x — kh), 
and thus with the aid of eqs. (16) the inverses of M, and M, can be written as 
1 


M(Er) =56(G)Ue—H, MAE.7) = 7 G(—"")Ui2— yee), 1) 


rea B. Van der Pol and H. Bremmer, Operational Calculus, Cambridge, 1950: University Press. 
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the only remaining task being the determination of the coefficients of the expansions of 6,(1/0) 


and G,(1/c) about 1/o = 0. This is probably most conveniently carried out as follows. From eqs. (17) 
and (15) we have 


1/2 
et tet atl ee ee ). 


a1 2. ig 5: 4. a 
Equating like powers of 1/o? of a Taylor series expansion of gi we get 


si(0) =a—b =1, 


1 , 
zie = 2 2n(0) g3(0) =o - =, 
1 1 0 Ua 
5 L82(0)]” 9 EES (ir) = ee a ct, 


and hence from the known expansion of (1 — (1/o?))¥/? one can solve consecutively for g,(0), g;(0), 
81(0), etc. The coefficients g,(0), g,(0), g3(0) etc. can be obtained in a similar fashion. Since the 
remaining f factors in eqs. (20a, b) have well-known expansions in 1/c, one obtains the expansions 


of G, and G, by ae multiplication of power series. The result — a = 4is 


M(é,t) =—°|U(z,) i + I)(t,) — & e 7501, + 0.23437 4 .. ) 


Hees Pom 126 1 + 0.10547 4 2a Ge : 
U(t) r = wn ar (°. 9375 +! 4 0.98145 2? + . ey) 
= (0 01758 7 + 0.02362 fase ees = (22) 


where t, = (t — &)/b, t, =(t — ja &)/b and where we have made use of the transform pair! 


[3 E i + ( = a) | == 1 I,(z/b). 


The coefficients of oe Hand ee a <3 j for m = | through 6 and n = 1 through 10 may be found 
in Zajac’s thesis”. ; 


4, Series Solution Behind the Wave Front. The series for M, and M, can be partially summed 
to give a representation which is convenient for computation directly behind their wave fronts, 
To do this one brings out of the braces in eqs. (20) the terms exp (g;(0) £+) and exp (g,(0) +). It 
is seen from eqs. (18) and (19) that this procedure yields 


5 — n 2n--l1]} 
My = Poe oxe(— FF) 1 re) ‘|en|- ee I} 


n> 


ip a (23a, b) 
MENG 8 cyan [5 Et ie 290) (1)?"— 
ato eeam( Eb a) "bal SEM} 
M, and M, can now be written in the form 
n m+1 
Mi = oe om (5) SGD) Goal G) 
n=0 =37 (24a, b) 
_—< — b +)\n l m + 
M, = ab eo « Ft exp es DS . ) ee es P 
m=3n+2 


These series can be inverted term by term by the use of the transform pairs? 
i ee ekibs | Hl via) (2 a) 
i [ire = 2 ap] ~ Tal? 


_, f[e*e si eklbs | 1 ey 1, (2 ) 
mFel=t[eoel=a ley) HP] 
1 See footnote 1 on p. 62. 
2 See footnote | on p. 61. 


64 W. Fliigge and E. E. Zajac: Bending Impact Waves in Beams Ingenieur-Archiv 


where J, and I, are Bessel and modified Bessel functions respectively of the first kind and ni‘ 


order. Hence we arrive at a second representation of the solution 


M¢é,7) =o) D Z Ge Sy Cr, seas Jn (VET) 


= m=3n 
+ Ue) eee Doe eee Viz} (25) 
0 eae. 


where t, = (1 — &)/b and 1, = (1 — x &)/b as before. The constants C,,,, and D,,,, can be con- 
veniently evaluated in the manner indicated in the previous section. For t = tenet, T, Measures 
the distance behind the bending wave front and 7, the distance behind the shear wave front. In 
most cases the bending wave velocity will be greater than the shear wave velocity. Although the 
first series converges rapidly for small 7, and large , a very large number of terms are required to 
sum it for large enough 7, and é to make it reach the beginning of the second wave front. For this 
reason we have computed only the constants C,,,. They are given in Zajac’s thesis’ for m = 0 
through 12 and n = 0 through 4. Introducing the notation f = yé T, and with a = 4, the first 
terms of this solution are 


M(E,2) = "7! (ed) | Ja(B) + (Z) SAB) +3 (Z) JuB) + | 
+B 0.025 (2 ') Jy(B) + 1.8750(3 YJB) + sae: (26) 


5. Asymptotic Solution for Small & and Large t by Means of the Inversion Integral. By means 
of the Bromwich inversion integral (eq. (6b)) one can represent the solution to the problem at 
hand in terms of real definite integrals. These are obtained by suitably deforming the Bromwich 
contour around the singularities of M(é, s), Bis are branch ae at 


=e Gees eh a 
Ss s eeeiae P s=+ ie 
and a pole at s = 0. Although the calculations are straightforward, one must be careful to stay 
on the correct branch of the quadruple valued functions represented by M, and M,, eqs. (12). 
Since ways of doing this have been described in detail elsewhere? we shall not go into this 
matter here. One obtains by this procedure the result® that for r > yo & (in back of the shear 

wave front) 

rae i b 
M(é,t) = M, ae) eae ieee = Sinhyésinrzdr\ , (27) 
6 


where 

= = arr yl + Br? : 
The integrand in eq. (27) is of the form f(r) sin rt, that is, a harmonic function with frequency 
equal to t whose amplitude is modulated by the curve f(r). The function f(r) is singular at the 
origin, behaving as l/r'/’. Now consider a fixed & For large t the integrand oscillates rapidly 
between positive and negative values. For the regular part of f(r), these tend to cancel each other, 


and the main contribution to the integral comes from the first few oscillations at the origin where 
f(r) goes to infinity. Hence, to evaluate the integral in eq. (27) for large t, we expand f(r), in powers 


of r'/?, This expansion results in 
1x 
M(é,7z) = M, 31 g 1/2 es 
( at ae 0 =e sin rT Fie (0.258 + 33) 
rt 0 
+ 19? (— 2.09875 § — 2.25 57 + 5) + | (28) 


1 See footnote 1 on p. 6l. 
* See footnotes 8, 10, 12 on p. 59 and 1 on p. 61. 
3 See footnotes 12 on p. 59 and | on p. 61. 


| 
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The coefficients of r”/? &" are given in Zajac’s thesis form = —1,1,3,... HAS aides 15 
Each term in (28) is of the form 29peee5 do. 
1 Me i‘ : 
r"/* sinrt dr. 
0 (29) 
which with the substitution rt = z becomes 
; c/Vo 
qm/2+1 | gn/2 sin z dz . (30) 


) 
Integrals of the form of (30) can be evaluated in terms of the tabulated Fresnel integrals S( 


and C(y) defined by y) 


y y 
1 * sin 1) 1 cos? 
S(y) = —— 
(y) J22 | nue dy » C(y) \2a | mE dy (31) 
0 0 
by successive integration by parts. In Fig. 3 we have plotted partial sums of the series (28) together 
with the power series solution of Section 3. The designations m = —1, m —1, etc. indicate 
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Fig. 3. Bending moment vs. time at = 0.3 computed by the asymptotic and series solutions. 


that the terms up to and including those multiplying r”/? in (28) have been used. It is seen that 
as m increases the agreement with the power series solution gets better, being very good for m = 5. 
However for m =7 and 9 the agreement again gets worse. Hence (28) appears to be a semi- 
convergent series. 

The series expansion (28) is in powers of &. For large €, a large number of terms must be used 
to evaluate (28) and the method is not practical. However, as is illustrated by Fig. 3 for small €, 
it affords a convenient way of extending the power series solution of Section 3 to large tT. 


6. Asymptotic Solution by the Method of Stationary Phase. The stationary phase method of 
Kelvin allows one to extend the above solutions to large times over almost the entire beam. With 
5 
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the exception of a paper by Jones!, the application of this method to the Timoshenko beam does 
not seem to have been exploited. 

To get a representation of the solution suitable for stationary phase evaluation, it is probably 
easiest to start afresh and operate on the basic differential equations (3a, b) with the Fourier 
transform with respect to €. In the case at hand the Fourier sine transform is appropriate. Denoting 
this by an asterisk, we have, for example, 


p=) [uc t)sinzxédé, 


x being the transform variable. The inverse of w*(x,T) is given by? 


[o.e) 


on d 
wle,t) = ie | w*Gerr) sin E dx. 
6 
The mechanics of obtaining an integral representation of the solution by means of the Fourier 
sine transform are quite similar to those given in Section 2 for the Laplace transform. Since they 
have been shown in detail by Boley? we shall not repeat them here. The result for the bending 
moment is 


sinz & dx. (32) 


CO 

WWE Be WA w2 (x2@—a w? x —a w§ 

ee | a( F 1) COS Wt —- Oe ee ee WoT 
Hes 529 (Gi —= 9) w3 


where w, and Ww, (@, > @,) are given by 
(L+a)2@+1+ (A+ a)#+1)?—4¢ ae 


(2) =S 
1,2 te 


To apply the stationary phase method to eq. (32) we rewrite it first as the sum of the five 
integrals: 


ee 
M on — 2) sme ah 
oe on Peer at 
0 
es S (33a—f) 
1 ing | 

Ing =~ { Ar) sin (x€ Fo,7) dx, yg =—— | A,(x) sin (4 EE wy %) dx, 

é 0 
with 

a2 (xu? — a w?) __ w§ (x? —a w§) 
AW) = (3 (ot— on? A) = Fara” 


The phases of the harmonic functions in I, and I, are stationary for values of x which satisfy 


: (34a, b) 


da, E das S 
i 


— S — 
dz (E 


2 dx 
while I, and I; have no stationary points. Plots of the “group velocities” dw,/dz and dw,/dx for 
o = 4 are given in Fig. 4. It is seen that for 0.5 < dw,/dx < 0.536, the abscissa x is double valued 
and hence in this range of x there are two stationary phase contributions. The standard stationary 
phase formulas thus yield the following contributions to J, and I, for large r 


. Chi, Se i x 
Se =2 A, (x) 2m App | sin (% —& — @,T od ; 
Q 20> 92 mm) 
Sy =—2Aj (vq) [20 SS"o| sin (xs pero pat 7) (35a, b,c) 
A Ab Hip | yee mean Ae x 
S, =—2A,(x,)|—22 Sa sin [#28 — @,t + Z| 


R. P.N. Jones, Qu. J. Mech. Appl. Math. 8 (1955), pp. 373—384. 

I. N. Sneddon, Fourier Transforms, New York 1951: McGraw-Hill. 
B, A. Boley, J. Appl. Mech. 24 (1957) pp. 152—153. 

C. Eckart, Rev. Mod. Phys. 20 (1948) pp. 399—417. 
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where x, is the root of (34a), x. and x, are the small and large roots of (34b). S. ; ibuti 
~ ? , th 
to I,, and S, and S, are the contributions to [,. ; Tai atag sean 


For x small, A, ~ 1/x and there is a further contribution to I, and I, because of the singularity 
at the origin. To examine this we expand around x — 0, retaining lowest order terms: 


ice) 


2 2 
Tt Tee [Eoin Sdn. (36) 


4 
0 
For sufficiently large € one can argue that the rapid oscillations of sin x € cause most of the con- 
tributions to (36) to be near the origin where x is small enough to take cos x*7 ~ 1. Then I, 4+ I, 
o 


ee es 
10 ax ax 


Fig. 4. Group velocities vs. wave number x. 


cancel J,. Unfortunately, the smaller the value of &/r the larger r must be for this approximation 
to be valid, with the necessary t becoming very large for &/r near zero. 

As &/r approaches zero the stationary point x, approaches zero also. In this case both the 
contribution at the origin and the stationary phase contribution S, are given by (36), S, is zero, 
and S, is negligible. The integral in (36) is however known. We get therefore for €/t small 


ma} epee (37) 


where C and S are the Fresnel integrals defined by eq. (31). As would be expected, eq. (37) is 
just the solution of the Bernoulli-Euler beam for the boundary conditions at hand!. 

At x = 0.844 and for x = 00, d?w,/dx? = 0. In the neighborhood of these points the formulas 
t35b, c) break down. The general techniques for evaluating stationary phase contributions at 
hese places are described by Eckart® and carried out for the Timoshenko beam by Jones*. In 
he case of x — 0.844 the integral I, in the stationary phase approximation reduces to the tabulated 
Airy Integral function. For this reason, the phase at which the group velocity is stationary is 
sometimes called the Airy phase‘. In the present case, the Airy phase evaluation is 
2.2307 A,(x) /t | d?wo |\—1/3 
i> (3 ee } 
evaluated for the x at which d2m,/dx? = 0, and with €/r in the neighborhood of the corresponding 
value of dw,/dx. For « = 4 this equation becomes 


S, = S, =— 0.3206 71 sin (0.8445 — 0.353 7) 


sin (x & — WoT) , 


S,=5,= 


jn the neighborhood of é/t = 0.536. 


nae Prager, Ing.-Archiv 4 (1933) pp. 29—30. 
2 See footnote 4 on p. 66. 


3 See footnote 1 on p. 66. 
4 W. M. Ewing, W.S. Jardetsky and F. Press, Elastic Waves in Layered Media, New York 1957: McGraw-Hill. 
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For x—> 00, one expands the phase in powers of 1/x, retaining the leading terms only. The 
result is again in terms of known integrals: 


s, = 5 ?)\ U8, 


8 =—4a(8% —s)a,(/ 518-9) v6 9) 


T ab 


with b = (a --- 1)/2 (eq. (10)). S, is similar to the leading term of the Laplace transform solution, 
eq. (26), except € in the argument £1, is replaced by tr. In the neighborhood of the bending wave 
front £ =1, € and x are very nearly equal and S, above agrees closely with the leading term of 
eq. (26). 


7. Numerical Results and Conclusions. In Figs. 6 through 9are plotted for «—4 numerical 
results obtained from the described solutions. Fig 5. shows the regions in which the various 
solutions were used. These were the following: 


A: Infinite series containing Bessel Functions, Sec- 
tion 4. 

B: Infinite power series in &, (tr — &) and’ (t — Ya &), 
Section 3. 

C: Asymptotic Series from Laplace transform, Sec- 
tion 5. 

D: Asymptotic Series by Stationary Phase, Section 6. 

A check was obtained where it was convenient to com- 
pute by two methods. Thus region B overlaps with re- 
gions A and C. 


For the series solutions in A and B, enough terms 
were used so that the n and n + 1 partial sums showed 
no difference in the third figure. In region C, terms up 
to m = 5(see Section 3) were included. For this many terms 
the asymptotic series differed by two or threein the third fi- 
gure from the power series where regions B and C overlap. 


Fig. 5. Region of &, r plane in which various solutions 
are used. 


Fig. 6 indicates the response near the origin in the €,7 plane, while Fig. 7 shows the march 
of the bending wave front to times r = 10, 100 and 500. It is seen that as the wave progresses 
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Fig. 6. Bending moment near the origin of the &, r plane. 
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Fig. 8. Bending moment at large times and comparison of the stationary phase, “exact”, and elementary solutions. 


a rapid fluctuation develops directly behind the wave front. If one evaluates the derivative of 
eq. (22) or (26) at the bending wave front he obtains 

dM S 

“dE (é, é) — iG =A), My . 
Thus the slope in the & direction at the wave front varies linearly with €. Hence, as is illustrated 
by the plots, for large €, the wave consists of a jump followed by a steep sloping off into a rapid 


fluctuation. 
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Figs. 8 indicate the complete wave at times T = 10, 100 and 500, and also a comparison of 
the stationary phase, “exact”, and elementary solutions. The stationary phase approximation 
requires the harmonic term in integrals such as I, and I, (eqs. (33)) to vary rapidly compared to 
the amplitude function (A,(x) or A,(x)). At 7 = 10, this variation is rapid enough in J, so that 
in the region behind the bending wave front, where I, ~ 0, the stationary phase approximation 
is already quite accurate. However, in I, the harmonic term does not vary rapidly until larger 
times. Hence, in back of the shear wave front, where I, is the principal contribution, the stationary 
phase approximation, although approximating the general features of the solution, is stillin consider- 
able error at r = 10. Finally, as one proceeds to smaller &, the stationary phase approximation 
deviates from the exact solution because of the singularity at x = 0 (Section 6), and the elementary, 
Bernoulli-Euler beam theory becomes the better approximation. 

For larger times (1 = 30) the stationary phase values behind the bending wave front become 
indistinguishable from the exact values within the accuracy of the plots. This is exhibited in 
Fig. 8b fort = 100. Presumably the stationary phase approximation again represents closely the solu- 
tion over the rest of the beam until the elementary theory becomes the more accurate approximation 
in the neighborhood of = 10. But, except in the neighborhood of the bending wave front, we 
have no quantitative check on the stationary phase approximation. 
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Fig. 9. Envelopes of |S,|/7, | S,|/ 7 and iS.) Pome 


However, for sufficiently large 7, we can anchor the stationary phase approximations at both 
ends, that is, at the bending wave front and at small ¢. As discussed in Section 6, with increasing 
t the stationary phase approximation reaches accurately to smaller and smaller values of the 
ratio ¢/t, while the elementary beam theory solution reaches to larger and larger &/t. Thus as is seen 
in Fig. 8c fort = 500, for very large t the stationary phase and elementary beam theory solutions 
coalesce. Hence, in addition to the anchor provided by the ‘‘exact” solution of Section 5, the stati- 
onary phase approximation for very larger is anchored at small ¢ by the elementary beam theory. 

In Figs. 9 we have plotted the envelopes for |S,| j/z , |S,| //t , and |S,| /r , that is, the coefficients 
of the harmonic terms in eqs. (35). The stationary phase approximations for other times may 
be readily computed from these plots. 

We see then from Figs. 6,7 and 8 the nature of the dispersion of the step function bending 
moment by the Timoshenko beam. Behind the discontinuity at the bending wave front the response 
diminishes rapidly until the Airy phase neighborhood (contained between the two arrows) is 
reached. In back of the Airy phase region the response again increases, being of larger magnitude 
than in back of the bending wave front. Thus one obtains the sort of behavior that has been 
observed experimentally, namely, little response in back of the bending wave front, with the 
main response coming behind the Airy phase region. 


(Kingegangen am 10, November 1958.) 


Anschrift der Verfasser: Professor Dr. W. Fliigge, Stanford University, Stanford, Calif. (U. S. A.); Dr. E.E. 
—___— Sajac, Bell Telephone Laboratories, Inc., Murray Hill, New Jersey (U.S. A.). 


1 See footnote 5 on p. 59, 
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Uber eine Analogie zwischen den Instabilitaten 
laminarer Grenzschichtstrémungen an konkaven Winden 
und an erwarmten W dinden* 

Von H. Gértler 


1. Instabilitét an konkaven Wanden. Die Instabilitat der ebenen Grenzschichtstrémung an 
konkaven Wanden gegeniiber Stérungen in Gestalt longitudinaler Wirbel (Wirbel mit Langsachse 
in Hauptstr6mungsrichtung) wurde zunachst theoretisch nachgewiesen! und dann experimentell 
bestatigt’’*, Sie ist dynamisch begriindet in dem instabilen Gleichgewicht zwischen der durch die 
konkave Kriimmung der Stromlinien bedingten Zentrifugalkraft und dem Druckgefalle normal zu 
den Stromlinien. Infolge der hemmenden Wirkung der inneren Reibung werden die Stérungen erst 
dann angefacht, wenn die Reynoldssche Zahl der Str6mung und die Kriimmung der Stromlinien aus- 
reichend gro sind, genauer, sobald der Parameter Re, /9/ R (Re, die mit der Impulsverlustdicke 
der Grenzschicht gebildete Reynoldssche Zahl, R der Kriimmungsradius der Wand, der Bequem- 
lichkeit halber positiv definiert fiir zur Str6mung konkave Wande) einen gewissen kritischen Wert 
iberschreitet (den kleinsten Eigenwert des zugrundeliegenden homogenen Randwertproblems). 
Dieser kritische Wert erweist sich als 


praktisch unabhangig von der Gestalt < 
des Geschwindigkeitsprofils, also insbe- eee eS x \ 
= nee Sa XS s Sen 
sondere vom auf eren Druckverlauf; ‘Qo \, Le ee 
5 * ° . S ‘ S 
maBgebend ist allein die Dicke # der Ses \ Ses (SS 


Grenzschicht. Das Einsetzen der Insta- Se SX 

bilitat wird in Abb. 1 veranschaulicht. S SSS 

Sie wird im allgemeinen den Umschlag ~~ ae 

der laminaren Str6mung an konkaven \6 aN 
OOK 


Wanden in die turbulente Strémung ein- é KC ne) 


leiten. 

Die beschriebene Instabilitat tritt app. 1, metabilitat der laminaren Grenzschicht gegenitber longitudinalen Wirbeln 
nicht nur an konkaven Wanden auf. 69S SCTE NIE INI SN 
Wenn in einer Grenzschicht die Strom- 
linien nur selbst nach jener Normalenseite konkay verlaufen, nach der die Geschwindigkeit 
zunimmt, und wenn eine’ weitere Bedingung, die dem Uberschreiten des oben genannten 
kritischen Parameterwertes entspricht, erfillt ist, werden Stérungen in Gestalt longitudinaler 
Wirbel angefacht werden. Insbesondere ist neuerdings theoretisch nachgewiesen worden?, dali 
eine primar gegeniiber Tollmien-Schlichtingsche Wellen instabil gewordene Grenzschicht bereits bei 
sehr kleinen Wellenamplituden sekundar gegeniiber longitudinalen Wirbeln instabil wird. Der 
experimentelle Befund scheint in Einklang mit dieser theoretischen Voraussage zu stehen Oa 


2. Instabilitat an erwarmten Wanden. Schon vor mehr als drei Jahrzehnten sind die zu Abb, I 
qualitativ gleichen Anordnungen longitudinaler Wirbel in den Grenzschichtstrémungen an _hori- 


* Diese Untersuchung wurde geférdert durch das Wirtschaftsministerium des Landes Baden- Wirttem- 
berg. . 

1 H. Gortler, Nach. Ges. Wiss. Géttingen, Math.-Phys. Klasse, Neue Folge I, 2 (1940) S. i—26. Englische 
Ubersetzung: On the three-dimensional instability of laminar boundary layers on concave walls. NACA 
Techn. Memorandum 1375 (June 1954), 32 pp. La £ nee 

2 H. W. Liepmann, Investigations on laminar boundary layer stability and transition on curved Sea 
NACA Wartime Report (1943) W — 107; Investigation of boundary layer transition on concave walls. NAC: 
Wartime Report (1945) W — 87. 4 z 

3 H. L. Dryden, ,,Advances in Applied Mechanics“ 1 (1948) S. 1—40. ; 

4 N.Gregory and W. 8S. Walker, Rep. Memor. aero. Res. Coun., London, 2779 (1950). oe a 

5 H.Gértler und H. Witting, Theorie der sekundaren Instabilitat der laminaren Grenzschic a esas 
schichtforschung/Boundary Layer Research, IUTAM Symposium Freiburg rig leve, IDEs ee ae er, 
Berlin/Géttingen/Heidelberg: Springer (1958), S. 110—126, auch DesRe onsen aes . 107—108. 

6 G. B. Schubauer, Mechanism of transition at subsonic speeds. Ebendort, Sp BW 

7 H. L. Dryden, Z. £. Flugwiss. 6 (1958) S. 217—233. 
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zontalen ebenen Wanden beobachtet worden, wenn die Wand auf eine ausreichende héhere Tem- 
peratur als die der AuBenstrémung gebracht wurde’. 

Eine theoretische Erklarung dieser Erscheinung wurde damals nicht gegeben. Man beschrankte 
sich auf beschreibende Studien vorwiegend qualitativer Art, die im Zusammenhang mit der Beob- 
achtung verwandter Erscheinungen, wie der bekannten Instabilitatserscheinung der Bénard-Zellen 
bei ruhender Fliissigkeit iber erwarmten Béden, durchgefiihrt wurden, und man interessierte sich 
spater besonders fiir die meteorologische Bedeutung des Phanomens, vgl. etwa ?. Neuerdings sind 


die thermischen Langswirbel fiir Erscheinungen der Sandverwehung iiber weit ausgedehnten | 


Wiisten verantwortlich gemacht worden?. 

Die Vermutung ist naheliegend, da eine unmittelbare Analogie zwischen dieser Erscheinung 
und der zuvor behandelten Instabilitat an konkaven Wanden besteht: An Stelle der Zentrifugal- 
kraft ist die durch die Erwarmung der Wand verursachte Auftriebskraft getreten. Bei waagerechter 
oder schwach geneigter ebener Wand wirkt auch sie praktisch senkrecht zu den Stromlinien. Jede 
Massenkraft dieser Art und geeigneten Gefalles mu8 sich dynamisch bei geniigender Starke in der- 
selben Weise auswirken. 


Abb. 2. Versuchsanordnung von P. Idrac, nach 8. Abb. 3. Versuchsanordnung von T. Terada, nach 8. 


Indem wir nachfolgend zeigen, daB in der Tat zwischen beiden Instabilitaten eine unmittelbare 
Analogie besteht, geben wir zugleich erstmals eine befriedigende Theorie dieser zunachst 1921 
von P. Idract entdeckten und spater 1928 von T. Terada® wiederentdeckten Erscheinung der 
,,tourbillons en bandes“ in Strémungen iiber erwarmte Platten. 


Umgekehrt ist die Feststellung und Begriindung dieser Analogie auch von Wert fiir unser Ver- 
standnis der Instabilitat an konkaven Wanden. Die Langswirbel an konkaven Wanden sind bisher 
nur indirekt beobachtet worden, sei es vermége des von ihnen erzeugten Strichmusters auf einer 
mit Tépferton bestrichenen oder vom Morgentau befeuchteten konkaven Flache®, sei es durch den 
von ihnen eingeleiteten Umschlag in die turbulente Stromungsform’. Es ist daher sehr willkommen, 
da8 von den analogen Langswirbelu an erwarmten iiberstrémten Platten bereits seit den Arbeiten 
von Idrac und Terada schéne Photographien existieren. D. Avsec und M. Lunc haben im Zusam- 
menhang mit einer Fille verwandter Untersuchungen eindrucksvolle Bilder veréffentlicht (vgl. 
etwa ), 


Wir geben nach’ in Abb. 2 die Versuchsanordnung von Idrac (mit Luft als str6mendes Medium 
zwischen zwei parallelen Platten, Hauptstrémung senkrecht zur Bildebene) und in Abb. 3 jene von 
Terada (der verschiedene Fliissigkeiten iiber eine leicht geneigte Platte flieBen Jie8) wieder. Abb. 4 
(a und b) zeigt die nach Idrac beobachteten longitudinalen Wirbel, die mit Tabakrauch sichtbar 
gemacht wurden. Die Struktur dieser Wirbelsysteme entspricht ganz jener der longitudinalen 
Wirbel an konkaven Wanden (Abb. 1) nach unserer Theorie. 


* Ich bin Herrn M. Lunc, Polnische Akademie der Wissenschaften, Warschau, dafiir dankbar, daB er 
mich auf die Fiille der schnen Beobachtungen aus jener Zeit gesprachsweise aufmerksam gemacht und mir 
spater bei der Auffindung der Literatur geholfen hat. 

® A.C. Phillips and G. T. Walker, Quart. Journ. Roy. Met. Soc. 58 (1932), S. 23—30. 

’ R. A. Bagnold, The surface movement of blown sand in relation to meteorology. Proc. Int. Sympesium 


on Desert Research, Jerusalem 1952, S. 89—96. Fiir den Hinweis auf diesen Vortrag danke ich Herrn H. J. 
Schoemaker, Delft. 


4 P. Idrac, Etudes expérimentales sur le vol a voile. Thése, Paris (1921). 
° T. Terada, and Second Year Students of Physics, Some experiments on periodic columnar forms of 


vortices caused by convection. Reports of the Aeronautical Research Institute, Toky6 Imperiai University, 
3 (No. 31) (1928) S. 1—52. 


6 S. FuBnote 4 von S. 71. 
7 S. FuBnote 2 von S. 71. 
8 D. Avsec et M. Luntz, La Météorologie 3 (1937) S. 180—194. 
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Auf Anregung von A. R. Low! hat H. Jeffreys? im Rahmen seiner theoretischen Behandlung 
der Bénard-Zellen auch kurz die Frage erértert, wie aus diesen bei Uberlagerung einer stationadren 
Grundstrémung Lingswirbel entstehen kénnen. Hierzu sei auch auf experimentelle Arbeiten von 
A. Graham* und K. Chandra‘ hingewiesen. Durch eine weitere Bemerkung von Low! angeregt, hat 
Jeffreys’ gezeigt, daB eine gewisse, wenn auch nicht vollstandige Analogie zwischen der Erschei- 
nung der Taylor-Wirbel zwischen konzentrischen rotierenden Zylindern und jener der Bénard- 
Zellen besteht, vgl. auch Low®. Der Kern dieser Analogie ist natiirlich derselbe wie fiir die in der 
vorliegenden Arbeit behandelte Analogie zwischen den Langswirbeln an konkaven und an erwarmten 
Wanden. Es liegt jedoch fiir unsere Behandlung der letzteren Analogie in der gestaltlichen Uber- 
einstimmung der beiden Phanomene eine 
giinstigere Ausgangsposition vor, und ferner 
gelangen wir methodisch zu einer gréBeren 
Vollstandigkeit der darzustellenden Ana- 
logie, indem wir die Theorie der thermo- 
konvektiven Liangswirbel ganz auf unsere 
(im Rahmen der Linearisierung tbrigens 
mathematisch strenge) altere Theorie der 
Langswirbel an konkaven Wanden zuriick- 
fiihren. 

Eine wertvolle Ubersicht iiber Konvek- 
tionsphanomene in von unten erwarmten 
Flissigkeiten gab neuerdings S. Ostrach’®. 


3. Die Grundgleichungen. Wir werden 
im folgenden beide Erscheinungen gleich- 
zeitig behandeln. Das Zusammenspiel von 
Wandkrimmung und Wanderwarmung 
bzw. ihr Gegeneinanderwirken als Ursachen 
von Stabilisierung oder Destabilisierung der 
Grenzschicht fiihrt auf weitere Méglichkei- 
ten, und die Beitrage der beiden durch 
Kriimmung und Erwarmung _bedingten 
Kraftfelder lassen sich in sehr einfacher 
Weise tberschauen. 

Da es uns im folgenden nur auf das 
Grundsatzliche ankommt und wir dieses 
klar hervortreten lassen wollen, machen wir 
von jeder Vereinfachung Gebrauch, die sich 
uns bietet. Es sei jedoch hier ausdriicklich 
betont, da®B diese Vereinfachungen, mit Ausnahme der nachfolgenden Erfassung des Einflusses 
der Erwarmung als Auftriebskraft, fiir die Darstellung der Analogie aus den Bewegungsgleichungen 
nicht erforderlich sind. Sie werden nach dem Vorbilde von’ lediglich dazu eingefiihrt, die 
mathematische Lésung der Grundgleichungen zu erleichtern. 

Die iiberstrémte Wand — vgl. Abb. 5 — habe einen konstanten Kriimmungsradius R, der 
wieder fiir eine zur Str6mung konkave Wand positiv, fiir eine zur Stromung konvexe Wand negativ 
gewahlt werden mag. Ist 6 ein Ma® fiir die Grenzschichtdicke, so soll | R |>> 06 sein. Das hat zur 
Konsequenz, da8 wir in den auf die krummlinigen Koordinaten x, y (x Wandbogenlange, y senk- 
rechter Abstand von der Wand) bezogenen Navier-Stokesschen Gleichungen die gleichen Verein- 
fachungen — Beschrankung auf lineare Terme in 6/R — vornehmen konnen, wie bereits in S. 

Wir beschrinken zugleich unsere Betrachtung auf ein Wandstiick |x| << L mit L<R. Die 
Wandtangente in x = 0 liege waagerecht. Dann kann die vertikal wirkende konstante Schwerkraft 


1 4, R. Low, Nature 115 (1925) S. 299—300, mit anschlieBenden Bemerkungen von D. Brunt, S. 300—301. 
2 H. Jeffreys, Proc. Roy. Soc. London A 118 (1928) S. 195—208. 

3 4.Graham, Phil. Trans. Roy. Soc. London A 232 (1933) S. 285—290. 

4 K. Chandra, Proc. Roy. Soc. London A 164 (1938) S. 231—242. 

5 A, R. Low, Proc. Roy. Soc. London A 125 (1929) S. 180—195. Re : 

6 S. Ostrach, Convection phenomena in fluids heated from below. A. S. M. E. Paper No. 55—A—88 (1955). 
7 S. FuBnote | von S. 71. 

8 S. FuBnote 1 von S. 71. 

9 §,. FuBnote 8 von S. 72. 


Abb, 4aund b. Longitudinale Wirbel in Luft, von Idrac mit Tabakrauch 
sichtbar gemacht, wiedergegeben nach °. 
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wegen L/R <1 in hier ausreichender erster Naherung durch eine in y-Richtung normal zur Wand 
wirkende Kraft gleichen Betrags ersetzt werden. 

Wie zumeist in den bisherigen Theorien der Grenzschichtstabilitat erforderlich, vernachlassigen 
wir Verdnderungen des Stromungs- und Temperaturfeldes in Hauptstrémungsrichtung x. 


° Die Wand habe eine konstante Temperatur 7), 
die gréBer oder kleiner als die ebenfalls kon- 
stante Temperatur T,, der Fliissigkeit weitab 
von der Wand sein kann. Wie zumeist bei Unter- 
suchung von Konvektionsstrémungen machen 
wir die Annahme, da die durch Erwarmung ver- 
ursachten Dichteanderungen der Fliissigkeit ver- 
nachlassigbar bleiben, insofern wir nur ihre Aus- 
wirkung auf die Massenkraft der Schwere be- 
riicksichtigen. Das geschieht in der wohl erstmals 
von Boussinesq! begriindeten Weise, daB man 
eine Auftriebskraft pro Volumeneinheit der GriBe 
goP(T,,— Tx) O einfihrt. Hierin ist g die 
Erdbeschleunigung, 9 die konstante Dichte, / der 
Ausdehnungskoeffizient der Fliissigkeit (6 > 0 
konstant im folgenden) und es bezeichnet @ die 
zur lokalen Temperatur 7' gehérige dimensions- 
los gemachte YTemperatur-Differenz gegeniiber 


der AuBenstrémung: O = (T — T,,)/(T,, — Ton). 


Unter diesen Annahmen sind die Bewegungs- 
gleichungen aus* nur durch den oben gegebenen 
und in y-Richtung wirkenden Auftrieb zu er- 
ganzen. Mit zals dritte Koordinate des Rechtssy- 

Abb. 5. Koordinatenwahl. stems x, y, z, also z in Richtung der Erzeugenden 

des zylindrischen Wandstiicks gemessen, und 

mit u,v, w als Geschwindigkeitskomponenten in x- bzw. y-, z-Richtung sowie schlieBlich mit p 
als Druck und y als konstante kinematische Zahigkeit lauten diese dann: 


Ou ou Cu { Ou Cu | 
US | Ob = =v) Ae rea 

ot oy Oz | Oy? Oz? | 

ov ov ov { Av ev | 1 dp u? 5 

ai ” by Pas ~ "| ay? az? | o cy R Pee (lo — ta) © (1) 

Cw Cw Ow f Cw Pw | 1 op 

— +v > w— =rv/_, + | —, 

ct Cy Oz | Oy? Oz* Q oa 

Die Kontinuitatsgleichung lautet in entsprechender Vereinfachung 

cv Ow 
pee 9 
oy is Oz o. ce 


Zu diesen Gleichungen tritt nun noch jene fiir die dimensionslose Temperaturverteilung @: 
XG) 00 008 y [ee 0) 
| — 
Be a ae ~ Pr | ey? ! ae ee 
Darin ist Pr die Prandtlsche Zahl. 

Um das Grundsatzliche herauszuarbeiten geniigt es hier, wenn wir uns auf Pr = 1 beschranken. 
Das bringt bekanntlich den groBen Vorteil, daB (3) formal mit der ersten Gleichung (1) iiberein- 
stimmt und da wir daher unter Beriicksichtigung der Randbedingungen 

IL aahive = 0 0 fii = 
ay.jal? 9 oy thes Ne re eas 
lo fur We | Uno - ft y= 0 
— fiir Flissigkeitsschichten endlicher Dicke zwischen parallelen Wanden (konzentr. Zylindern) oder 
mit freier Oberflache sind die Randbedingungen entsprechend abzuwandeln — den Zusammenhang 


(4) 


1 J. Bogcsnecd, Théorie Analytique de la Chaleur. Bd. 2, S. 172 (1903); vel. auch C tes rendus Ac: 
Sei. 152 (1901) 8. 1989, ( ); vgl. auch Comptes rendus cad. 
2S. FuBnote 1 von S. 71. 
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if u(y, t) 
Oly, 4) =1— We! (5) 


erhalten. Dabei ist Vertraglichkeit von (5) mit den Anfangsbedingungen bzw. mit der anzusetzen- 
den Zeitabhangigkeit vorausgesetzt. Dies wird bei dem nachfolgenden Stérungsansatz erfiillt sein. 

Man erkennt hier schon: Der ganze Unterschied gegeniiber der Theorie! der Instabilitat an kon- 
kaven Wanden ohne Temperaturunterschiede besteht bei den von uns gemachten und unbedenk- 
lichen Vereinfachungen darin, daB an Stelle der Zentrifugalbeschleunigung — u2/R nun in der 
zweiten Gleichung (1) die zusammengesetzte Beschleunigung 


Ss hesh (TT) (re (6) 


als das fiir Stabilitat oder Instabilitat gegeniiber longitudinalen Wirbeln maBgebende Glied auftritt. 
Dieses Ergebnis erméglicht eine sehr einfache Diskussion, ohne daf fiir die qualitative Dar- 
stellung die gesamte Stabilitatstheorie (im wesentlichen ein Eigenwertproblem eines Systems 
6. Ordnung von gewoéhnlichen Differentialgleichungen, das nach! am besten durch Ubergang zu 
den aquivalenten Integralgleichungen behandelt wird) erneut hier durchgefiihrt werden muB. 


4. Longitudinale Wirbel. Hat die ungestérte stationére Grundstrémung die Geschwindigkeits- 
verteilung {uo(y), 0,0}, den Druck p,(y) und die Temperaturverteilung 0,(y), so machen wir nun 
den bereits in? benutzten Stérungsansatz 


uw = u(y) + m(y) cos ase, | 
; 


v= v,(y) cos az e”! , 
Wi w,(y) sin wz e”!, (7) 
P = Poly) + pr(y) cos az er", | 
und setzen ferner 2 = O,(y) + O,(y) cos az ev. 
Da u und @ im Ansatz ihrer Zeitabhangigkeit mit (5) vertraglich sind, folgt aus (5) 
Ofy)=1- 3, Oy) =. (8) 


Die mit dem Index Null behafteten GréBen sollen als jene der stationdéren Grundstrémung eine 
Lésung der Grundgleichungen darstellen (approximativ im Rahmen der getroffenen Vereinfa- 
chungen). Beziiglich der mit dem Index Eins versehenen Stérungsamplituden wird linearisiert. Im 
Vergleich zur Theorie! ohne Erwarmung besteht, wie wir feststellten, der einzige Unierschied im 
Ausdruck (6). Dementsprechend ist nur jene Stérungsdifferentialgleichung, die aus der zweiten 
Gleichung (1) bei Linearisierung hervorgeht, gegeniiber jener in’ zu erweitern: Wo in! aus —u*/R 
das in u, linearisierte Stérungsglied —2 uy u,/R (unter Weglassung des allen Gliedern der Gleichung 
gemeinsamen Faktors cos xz e”') hervorgegangen war, ist jetzt 


2 Uo § B r\ 
=| gt ee (Pe T) uy (6) 
zu setzen. 
Es werde wie in! der Eigenwertparameter 
U_ &\2 & Oo 
eingefiihrt (9 die Impulsverlustdicke der Grenzschicht). Schreiben wir ferner 
Ud(¥) 
n=y!/9, Un) =? (10) 
und 
d aN: 
eee hc Ere Te) (11) 


(Gr eine Grashofsche Zahl), so ist — das ist das wesentliche Ergebnis dieser Untersuchung — die 
alte Stérungstheorie! durch das Hinzukommen eines Temperaturunterschiedes lediglich dahin- 
gehend zu modifizieren, daf an jener einen Stelle, wo der Term —u U,(7) als Koeffizient auftrat, nun 


a {uu Uo(y) + Gr} (6) 


zu setzen ist. 


1S, FuBnote 1 von S. 71. 
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Es ist U,(7) > 0 (ungestértes Geschwindigkeitsprofil der Grenzschicht) und 


{ > 0 an konkaven Wanden (R > 0) 
le | < 0 an konvexen Wanden (R < 0) 


{ > 0 an erwirmten Wanden (T,, > Ty) 


Gi | < 0 an gekiihlten Wanden (T,,< Tx) - 


Unseren Erwartungen entsprechend weist (6) darauf hin, daB sich eine Erwarmung im selben 
Sinne wie Konkavitat, eine Kiihlung im selben Sinne wie Konvexitat der Wand auswirken wird. 


5. Einige Ergebnisse. Das Studium des Eigenwertproblems im einzelnen — am bequemsten 
in Form des dquivalenten Integralgleichungsproblems, wie schon in! — bietet keine neuen Schwie- 
rigkeiten. Die Durchfithrung der mathematischen Beweisfiihrungen in aller Strenge und die zuge- 
hérigen numerischen Auswertungen hat auf meinen Wunsch mein Mitarbeiter K. Kirchgdssner iiber- 
nommen. Sein ausfiihrlicher Bericht wird in Kiirze gesondert veréffentlicht werden. Hier sollen 
daraus nur einige qualitative Aussagen gemacht werden um zu unterstreichen, da unser verein- 
fachtes Modell des Strémungsvorgangs die erwarteten Ergebnisse in mathematischer Strenge liefert. 
Wir beschranken uns hierbei auf neutrale Wirbel (y = 0).? 


1.R>0, T, > Tx (konkave, erwirmte Wand). Es existiert fiir jeden festen Wert von 
T,, — To > 0 ein kleinster positiver Eigenwert yu (= 2 Rej 0/R), der von o = « @ abhangt, d. h. 
von der Breitenabmessung A = 22/x = 2 27 }/o eines Wirbelpaares (Periode der Wirbelanordnung). 
Die Kurve u(c) hat ein Minimum, und den Wert dieses Minimums nennen wir im folgenden den 
kritischen Eigenwert. (Die Stelle o des Minimums gibt die Abmessung jener Wirbel, die mit wach- 
sender Reynoldsscher Zahl oder wachsender Kriimmung erstmals nicht mehr gedampft werden; 
oberhalb des kritischen Eigenwerts existieren angefachte Wirbel.) Aus dem zugrunde liegenden 
Integralgleichungsproblem folgert man leicht, das der kritische Kigenwert monoton abnimmt mit 
wachsender Temperaturdifferenz T,, — T,,. Anders gesagt: Je gréBer die Wanderwarmung, desto 


u 


kleiner ist die fiir das Eintreten der Instabilitat erforderliche Wandkriimmung. 


2,.R<0, T, > T. (konvexe, erwarmte Wand). Wird die Temperaturdifferenz grof 
genug, so nimmt der kritische Eigenwert yu schlieBlich soweit ab, daB er negative Werte erreicht, 
d. h. die Instabilitat kann auch an konvexen Wanden auftreten, jedoch erst bei gréBerer Tempera- 
turdifferenz T,,— T,, als an der konkaven (oder ebenen) Wand. Einschrankend mu hierzu 
zweierlei bemerkt werden: a) Unser vereinfachtes Modell der Str6mung ist an die Voraussetzung 
nicht zu groBer Temperaturdifferenzen gebunden. b) Die Grenzschichtstrémungen an ebenen und 
an konvexen Wanden (sogar an extrem schwach konkaven Wanden) kénnen eventuell, bevor in- 
stabile Langswirbel méglich werden, bereits gegeniiber Tollmien-Schlichtingschen Wellen instabil 
geworden sein. Je nach Erwarmung hangt das von der Reynoldsschen Zahl und von der fiir diese 
andere Instabilitat entscheidende Gestalt des Geschwindigkeitsprofils U,(7) im einzelnen ab. 


3. R>0, T, << To. (konkave, gekiihlte Wand). Hier gilt streng, wie nun zu erwarten: 
Mit zunehmender (im Rahmen unserer Modellvoraussetzungen nicht zu starker) Kiihlung nimmt 
der kritische Eigenwert zu, d.h. die Langswirbel werden zwar selbst noch bei Wandkihlung in- 
stabil, aber erst bei starkerer Wandkriimmung als im Falle ungekiihlter Wand, immer bei Annahme 
des gleichen Grenzschichtprofils U,(j). (Hier muB einschrankend bemerkt werden, daB unsere 
Theorie an die Voraussetzung 6/R <1 gebunden ist.) Es kann die Grenzschicht an einer konkaven 
Wand durch Kihlung eventuell soweit stabilisiert werden, daB bei wachsender Reynoldsscher Zahl 
zuerst Instabilitat gegeniiber Tollmien-Schlichtingsche Wellen eintritt. 


4,.R<0,T,,< T. (konvexe, gekiithlte Wand). Hier wirken beide Einfliisse stabilisierend. 
Schon fiir T,, = T,, ist die Strémung an konvexen Wanden stets gegeniiber Langswirbeln stabil. 
Wie zu erwarten, existieren erst recht fiir T,,< T, keine instabilen oder neutralen Langswirbel 
an konvexen Wanden. 


5. R = co (ebene Wand). Dies ist der Fall der Experimente von Idrac, Terada u. a (s. oben). 
Fiir 4 = 0 wird die der Instabilitatstheorie zugrunde liegende Integralgleichung besonders einfach 


tS. Fubnote 1S. 71. 

2 Die Tatsache, da® in (6") der Term « U)(7) eine Funktion von 7 ist (Up() > 0), Gr dagegen eine Kon- 
stante, bedeutet keine wesentliche Beeintrachtigung der Analogie. In der zum Eigenwertproblem aquivalenten. 
Integralgleichung erschemt (6") als Kernfaktor unter dem Integral, wird also einer gewissen Mittelbildung 
unterworfen, Ich verweise auf den angekiindigten Bericht von Kirchgdssner. 4 
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al 


(weil namlich der Koeffizient (6) nun eine Konstante ist — — Gr). Angefachte oder neutrale 
Langswirbel existieren nur fiir erwirmte Wande (Gr > 0), und zwar muB diese Erwarmung in 
qualitativer Ubereinstimmung mit den Experimenten eine gewisse MindestgréBe erreichen oder 
iberschreiten. Dieser Wert fiir neutrale Wirbel, ausgedriickt etwa durch die zugehorige Grashofsche 
Zahl Gr, ist natirlich wieder von o abhangig. 

Eine numerische Auswertung von Gr(c) fiir neutrale Wirbel bei Zugrundelegung der Blasius- 
schen Plattengrenzschicht wurde von meinem Mitarbeiter K. Kirchgédssner vorgenommen. Als 
kritische Grashofsche Zahl (Minimalwert) erhalt man 
etwa Gr =0,17. Fiir Strémungen einer Fliissig- , R28 
keitsschicht mit freier Oberflache (Terada) oder Ng t - 
zwischen zwei ebenen Wanden (Idrac) sowie fiir 
Pr = 1 wird das Zahlenergebnis anders lauten. Ich 
verweise auf den angekiindigten Bericht von Kirch- 
gassner. 

Das Hauptergebnis der gesamten Betrachtung 
kann qualitativ durch Abb. 6 zusammengefaBbt 
werden: Der kritische Parameter Re? }/R nimmt 
mit wachsender Grashofscher Zahl ab. (Sein Durch- 
gang durch Null ist der Fall der ebenen Wand.) Fiir 
sehr groBe positive und fiir vom Betrag groBe nega- 
tive Gr-Werte ist die Aussage nur durch die Annahme pac 
unseres Modells beschrankt, wonach |Gr | nur so 
groBe Weite annehmen darf, da der Boussinesqsche 
Auftriebsansatz benutzt werden darf. 

Es sei noch hervorgehoben, da bei unseren Vergleichsaussagen (zusammengefaBt in Abb. 6) 
ein festes (aber beliebiges) dimensionsloses Geschwindigkeitsprofil U,(7) zugrunde gelegt ist. Dabei 
wird nur Riickstrémung ausgeschlossen: U,(7) > 0. 

Numerische Aussagen sind natiirlich nur unter Zugrundelegung eines fest gewahlten Profils 
U,(j) méglich. In der fritheren Theorie! (T,, = T.,) erwies sich der kritische Eigenwert jedoch als 
praktisch (wenn auch nicht exakt) unabhangig von der Profilform bei der auch oben gewahlten 
_ GréBe 3 als MaB fiir die Grenzschichtdicke. Es ist zu vermuten, daB dies auch fiir Gr = 0 gelten wird. 


instabil 


Abb. 6. Kritischer Wert von Re2, 0/R in Abhangigkeit 
von Gr (qualitativ). 


6. SchluBbemerkung: Sekundare Instabilitat. Wahrend (vgl. Theorie in *) Grenzschichten, die 
gegeniiber Tollmien-Schlichtingsche Wellen instabil sind, bei ausreichender (praktisch noch sehr 


Abb. 8. Wellige Stérung der longitudinalen Wirbel zwischen ebenen 


horizontalen Wanden bei iiberkritischer Erwarmung yon unten, 
nach Avsec}. 


Abb. 7. Wellige Stérung der Taylor-Wirbel zwischen koaxialen 
Zylindern bei tberkritischer Drehgeschwindigkeit des inneren 
Zylinders, nach Schultz-Grunow’. 


1 S. FuBnote | von S. 71 
2 S. FuBnote 5 von S. 71 
3S. FuBnote 1 von S. 78 
4 S, FuBnote 2 von S. 78 
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kleiner) Wellenamplitude sekundar gegeniiber longitudinalen Wirbeln instabil werden k6énnen, 
kénnen auch umgekehrt, wie experimentell erwiesen ist, Strémungen, die primar gegeniiber longi- 
tudinalen Wirbeln instabil geworden sind, sekundar wellenartig instabil werden: Die Langswirbel 
werden von einer wellenartig iiber ihre Achsenrichtung verlaufenden Stérung iiberlagert. Besonders 
schon ist dies am Falle der Taylor-Wirbel zwischen koaxialen Zylindern von Schultz-Grunow! demon- 
striert worden, vgl. Abb. 7. 


Es ist interessant, daB sich die in der vorliegenden Untersuchung behandelte Analogie auch aut 
diese Erscheinung erstreckt (was vermuten laBt, daB sie auch im Rahmen einer linearisierten St6- 


rungstheorie theoretisch erfaBbar sein wird, d. h. bei noch relativ schwachen Langswirbeln bereits (1 


einsetzt). Zum Beleg dessen ist in Abb. 8 ein Beobachtungsergebnis von D. Avsec® wiedergegeben. 
Die Strémung verlauft zwischen ebenen horizontalen Wanden bei Erwarmung von unten. Dabei 
ist die Temperaturdifferenz beider Wande gréBer als zur Erreichung der Instabilitat gegeniiber 
longitudinalen Wirbeln erforderlich. Die zuvor streng geradlinigen Wirbel gehen dann in diese 
wellig verformte Gestalt iiber. 


7. Zusammenfassung. Es wird gezeigt, daB die von Idrac (1921) und Terada (1928) unabhangig 


voneinander entdeckten Langswirbel in Strémungen tiber erwarmten Platten, fiir die bisher eine ~ 


befriedigende Theorie fehlte, das thermokonvektive Analogon zu der dynamischen Instabilitats- 
erscheinung der longitudinalen Wirbel in Grenzschichtstr6mungen an konkaven Wanden darstellen. 
Fur das Bestehen dieser Wirbel an erwarmten Wanden ist die Erreichung einer gewissen kritischen 
Grashof-Zahl notwendig und hinreichend. — Bei Zusammenwirken von Wandkriimmung und 
Wanderwarmung bzw. -kiihlung kann die stabilisierende Wirkung des einen Effektes durch die 
instabilisierende Wirkung des anderen tiberboten werden oder umgekehit. Die Erfassung der 
beiden Einfliisse in ihrer gegenseitigen Relation ist einfach und im Rahmen der Linearisierung der 
vorliegenden Stérungstheorie in aller mathematischen Strenge angebbar. Diese Stérungstheorie 
setzt schwache Wandkriimmung und relativ kleine Temperaturunterschiede voraus. 


(Eingegangen am 15. November 1958) 


Anschrift des Verfassers: Prof. Dr. H. Gértler, Institut fiir Angewandte Mathematik, Universitat Freiburg i. Br., 
Hebelstr. 40. 


1 EF, Schultz-Grunow und H. Hein, Z. f. Flugwiss. 4 (1956) S. 28—30, 
® D, Avsec, Comptes rendus Acad. Sci. 204 (1937) S. 167—169. 
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Zur Tilgung geradliniger Schwingungen mit Hilfe des Zentrifugalpendels 
Von G, Heinrich und K. Desoyer 


1. Einleitung. Zur Tilgung geradliniger Schwingungen wurde u. a. eine Anordnung vorgeschla- 
gen, die aus abgestimmten Pendeln besteht, welche an einer rotierenden Welle angelenkt sind, so 
daB sie in einer die Wellenachse enthaltenden Ebene schwingen kénnen (Abb. 1). Der Vorschlag 
sowie eine Behandlung nach der Methode der kleinen Schwingungen stammen von F. E. Reed}. 
Im folgenden soll eine Erweiterung der genannten Untersuchungen durch Einbeziehung einer 
Dampfung fiir die zu tilgende Schwingung, der Schwerkraftwirkung und Beriicksichtigung nicht- 
linearer Terme in den Ausgangsgleichungen durchgefiihrt werden. 


Nach der linearisierten Theorie kénnte man bei Einhaltung einer ,,Abstimmbedingung“ die 
Schwingung vollstandig tilgen, solange man den Tilger als ungedampft ansieht. Die linearisierte 
Theorie liefert daher keinen Anhaltspunkt fiir die Bemessung des Tilgers. Will man namlich er- 
reichen, da der ohne Tilger vorhandene Schwingungsausschlag durch den Tilger auf einen be- 
stimmten Bruchteil herabgedriickt wird, so kann man diesen Restausschlag aus der linearisierten 
Theorie nicht gewinnen. Durch Einfiihrung einer Tilgerdampfung erhalt man zwar auch in der 
linearisierten Theorie einen Restausschlag, doch zeigt sich, daB auch die nichtlinearen Terme einen 
Restausschlag liefern. Er kann, wie in einem Zahlenbeispiel gezeigt werden soll, weit gréBer als 
der durch die Tilgerdampfung verursachte sein. Um daher zu einer verlaBlichen Dimensionierungs- 
grundlage fiir solche Tilger zu kommen, ist die Einbeziehung nichtlinearer Terme unbedingt er- 


forderlich. 


2. Bewegungsgleichungen. Wir betrachten folgende Anordnung: eine auf Federn gelagerte 
Masse m, wird durch eine periodische Kraft 

Pe Pia aid (1) 

zu Translationsschwingungen angeregt. Diese Kraft riihrt z. B. von der Unwucht einer Maschine 

her. Zur Tilgung dieser Schwingungen wird von der Maschinenwelle mittels einer Ubersetzung eine 


Abb. 1. Schema des Tilgers. 


Welle W angetrieben, auf der Pendelkérper K drehbar gelagert sind (Abb. 1). Die Welle W rotiert 
mit der Winkelgeschwindigkeit 

p=Vo, (2) 
wobei y ein durch die Ubersetzung und durch die Ordnung der zu tilgenden Kreisfrequenz « be- 
stimmter Festwert ist. Wir bezeichnen mit: 
a,b,c die Haupttragheitsradien eines Pendelkérpers in bezug auf seinen Schwerpunkt (Haupt- 

tragheitsachsen &, 7, C), 

w Tragheitsradius der Welle W mit Pendeltrager in bezug auf ihre Drehachse, 
M7 Federkonstante der Federn, 
Ip 


Langen der unbelasteten Federn, 


1 F. E. Reed, Journ. of appl. Mech., (1949), 5S. 190—194. 
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z baw.z, von einem Fixpunkt nach oben positiv gezahlte vertikale Ortskoordinate eines kérperfesten 
Punktes der Masse m, bzw. des Schwerpunktes eines Pendelkérpers, 

as eine Konstante, die so gewahlt wird, daf die Federkraft x (z + 2) — J) ist, 

yp Drehwinkel der Welle W, von einer beliebigen Anfangslage aus gezahlt, 

My das auf die Welle W wirkende Antriebsdrehmoment (abziiglich dem Reibungsmoment), 

n Anzahl der verwendeten Pendelkérper. 


Die restlichen Bezeichnungen sind aus Abb. | zu ersehen. 

Um die Einfiihrung von Zwangskraften, wie sie F. E. Reed verwendet, zu vermeiden, gehen wir 
von den Lagrangeschen Bewegungsgleichungen zweiter Art aus, wobei wir als verallgemeinerte 
Koordinaten z, 9 und y verwenden (3 Freiheitsgrade)!. Bei Vernachlassigung der Federmasse be- 
steht die Bewegungsenergie des Systems aus dem Anteil T, der Masse m,, dem Anteil T, der Masse m, 
(Welle W mit Pendeltrager) und der Bewegungsenergie n T; der n Pendelkérper. Es ist 


m,. 
he a ~ ee ? (3) 
T, = (+0 yp). (4) 


Zur Berechnung von T: ermitteln wir zunachst die Geschwindigkeit v; des Schwerpunktes eines 


Pendelkérpers. Es gilt 


vg = 28 +r§ + (rsp). (5) 
Mit 

zg =z +s sin } + Const (6) 
und 

rz; = R+scos?, (7) 
wird 

vi = (2 +s 0 cos 0)? + (—s & sin oO)? + (R + s cos B)? y?. (8) 


Reduziert man den Winkelgeschwindigkeitsvektor { des Pendelkérpers in dessen Schwerpunkt 
und zerlegt ihn nach den Richtungen der Haupttragheitsachsen, so erhalt man 


Q.=—8b, 2,=peosd, Q,=psind. (9) 
Die gesamte Bewegungsenergie 7’; eines Pendelkérpers ist 
T, =") (08 + @ Q? + QF + 2 O}). (10) 


Die Bewegungsenergie T' des ganzen Systems ist daher 


1 
en de 3 (m, + m, + mms) 2 + 


n ms, 


5 (s? + a2) #& + nmgsz0 cos 0 


— 


Seog: {m, w? + n mg [(R + s cos 3)? + b? cos? & + c? sin? PB]! p?. (11) 
Die elementare Arbeit der eingepragten Krafte ist 
dA = P(t) dz —(m, +m,)g dz —nmggdz5—x (2 +4 — |) 02 + My(t)dy —f, 40z—nf, 608. (12) 
Hierin bedeuten die einzelnen Terme der Reihe nach: die Arbeiten der erregenden Kraft, der auf 
die Massen m,, m, und m; wirkenden Schwerkraft, der Federkraft und des auf die Welle W wirken- 


den Antriebsmomentes. Die beiden letzten Terme sind die Arbeiten der auf das Fundament bzw. 
auf die Pendelkérper wirkenden Dampfungskrafte. Unter Beachtung von (6) wird aus (12) 


5A = [P(t) — (m + my +0 m3) g—f.s—x (@ + %—h)) be 
—(nmggscos 0 + nf, 9) 00 + M(t) dy . (13) 
Die verailgemeinerten Krafte Q,, Q, und Q,, ergeben sich durch Vergleich der Beziehung 


0A = Q, 62 + Q, 08 + Q, dy 


mit (13) zu 
Q, = P(t) — (m, + m, + n m3) g — x ( + 2% —h) —f, 2, 
Q, =—nmggscos8—nf,?, (14) 
Q,, = My(t) . 


1 Das System besitzt eigentlich n + 2 Freiheitser i iodi 
s g reiheitsgrade, doch sollen hier nur periodische Lésungen b i 
b a . . - et 
werden, bei denen die Pendelkérper synchron schwingen. : 5 a 


| 
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Die Lagrangeschen Bewegungsgleichun 
naten z, ? und y 


a (at) eT _ verve MoT ©. djaT\ aT 
dt \az) dz? dt (53) — an = Oe ai (3p) — ay = O- (15) 


Mit (1), (11) und (14) ergeben die Gleichungen (15) die drei Beziehungen 
(m, + m, + n mg) z +n mgs (o cos 3 — # sin 9) 


gen zweiter Art lauten fiir die verallgemeinerten Koordi- 


= Pysnwt — [(m + Mm, + nms) g + x (2 + 2 —1,)] —f,z, (16) 
n mg {zs cos } + (s2 + a?) # + [s(R + s cos B) + (b? — c*) cos J] p sin 9} 
=—nmggscost—nf,d, (17) 
{m, w* + nis [(R + s cos 9)? + b* cos? } + c? sin? J]} p 
—2nm0y [Rs + (s? + b? —c?) cos J] sind = My(t). (18) 
Wir verfiigen tiber die bisher noch unbestimmte Konstante z, in (16) so, da 
(m, + mg + n ms) g + x (z — |) = 0 (19) 


wird. 

Da, wie vorne erwahnt, die Tilgerwelle W iiber eine Ubersetzung von der betrachteten Ma- 
schine her angetrieben wird, kann die Winkelgeschwindigkeit » =v w der Tilgerwelle mit geniigen- 
der Genauigkeit als konstant angesehen werden. In diesem Falle ist in (18) 7 = 0 zu setzen und 
die verbleibende Gleichung gibt die GréBe des auf die Tilgerwelle tibertragenen Antriebsmomentes 
an, das jedoch fiir das Folgende nicht von Interesse ist. Wir setzen 


Ot (20) 
und bezeichnen die Ableitungen nacht durch Striche. FaBt man nun z’, 2’, 3, ® und 3” als ,,kleine 
GréBen“ auf und entwickelt die Gleichungen (16) und (17) in Potenzreihen bis zu Termen dritter 
Ordnung in diesen Gréfen, so erhalt man bei Verwendung von (2) mit den nachstehenden Abkiir- 
zungen die dimensionslosen Gleichungen 


gO it 2 4+ * 2% m* e"(2 =a =e = P*sint, (21) 
\ 


a (138) fat 8" + ff 0 + (Rt + bY) O— | (Rt 4 404) 8 =—s*(1— 7 #4). (22) 


Hierin bedeuten: 


Zz R s? + a st? + b? — c2 
¥ es ee A ee ee ro 
2 Say R = Agee Up x ’ (i? Se 32 Vv", 
P, n mgs 

| Se : so m* =— ———— , oo as (23) 
(m, + mg+nms3) s@ m, + m,-+nmz so 

ut % ff =, Sz fi= fo 
(my + mz + n msg) w?’ = (m, + mz+nms3)o ” o ms Ss? W 


3. Lésung der Bewegungsgleichungen. Zur Integration der Gleichungen (21) und (22) sollen 2(z) 
und (rt) als Fourier-Reihen in komplexer Darstellung 


+ 0 
era eh) Ay ele ae, (24) 
k=—o 
+0 
== eB er (25) 
k=—o 
angesetzt werden. Da z* und # reell sind, muf gelten ’ 


wobei die Querstriche den Ubergang zur konjugiert komplexen Gréfe bedeuten. F ihrt man die 
Ansatze (24) und (25) in die Gleichungen (21) und (22) ein, dann erhalt man die beiden Beziehungen 
SY [et —B +ik ft) A, — m* BB] Ft 
: “2 ; ies 
ke im 
* 


x [—k? A, + (R* + b* — Rat +ik ft) By] fh —% 


(a e— a(t) 


eee By, Bre 
k 
* 


FEET[EHA— GR +409 BI] BAe = ——r C8) 
k ot im 
6 
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Die Ermittlung der Koeffizienten A; und B; soll nach der Methode von Galerkin erfolgen. Zu diesem 
Zweck multiplizieren wir (27) und (28) mit e'** (a ganzzahlig) und integrieren von 0 bis 22. Wir 
beschrinken uns dabei auf die Naherung, k, 1 und m nur die Werte —3 bis +3 durchlaufen zu 
lassen. Man erhalt auf diese Weise, unter Beachtung der Beziehungen (26) und 

ae d zahli 

i sl8 de =| 0 wenn f + 0 und ganzzahlig, (29) 

0 
der Reihe nach fiir « = 0, —l1, —2, —3 aus (27) die Gleichungen 

A 09 (30) 


* — = = 
(c*—1 +i ft) 4,—m* B, + 2 [(Bi B, + BY B, + BB, + Bi B,) 


2a wenn p = 0, 


+2 (By B, By + By B, By + B, By By -+ By B, By] = 38, (31) 
(e* —4 + i2f*) 4,—4m* B, +2 m* [(B2 B, + By Bi + Bi By) 
19 B, B, By BORE, © BB, heen Beem (32) ; 
(x* —9 + 43%) 4,—9 m* B, + m* [3 (B? By + B, Bi + B? B,) 
4: 6 (By B,. Bat BBR, +B, 8, B,) B08 (33) 


und aus (28) die Gleichungen 
(Rei 6") Bye” He [B? 42 (B, B, +B, B +B, B,)| 4-4, (B, By Be Be 
+ 4, (By B, + B, B, + B, B,) +2 4,[B? +2 (By B, + B, B,)] +2.4, [Bt + (2 B, B, + B, By] 
+94; (B, B, + B, B,) +9 4, (By By + B, B,) —= (R* + 46%) [6 By (B, B, + B, B, + B, Bs) 
+ 6(B, B, B, + B, B, B,) + 3 (Bi B, + B} B,) + Bi] =0, (34) 
aed, (RY bt eS asia R284 Be ee ee een ae) 
so 4, (Beep 2(B, Byer B, By By By dy (Pee eee 


+44, (By B, + B, B,-+ By B;) + 4 A, (By By + B, By) + > 4g [B? +2 (By B, + B, B,)] 
Dar tee = = = = 
+ = 4, (2 B, B; + B}) —-. (R* + 4b*) [2 (B, B, B, + By B, B, + B, B, B, + B, By By) 
+ B? B, + B? B, + B? B, + B? B,] =0, (35) 
—4 A, + (R* + b* —4a* +12 f3) B, —© [Bi +2 (B, B, + B, B,)] 
+ A, (By B, + B, B, +B, B,) + A, (By B, + B, B,) + 2 A,[B? +2 (B, B, + B, B, + B, B)] 
+ 2 A, (Bi + 2 B, B;) + 9 A, (By B, + B, B, + B, B,) + 9 A, B, B, 
1 = = — = 
Sag he + 46%) [2 (Bo B, Bs + B, B, Bz + B, B, Bs + B, Bs Bs) 
+ 5, Bi Be BoP Bi Bi) 0, (36) 
—9 A, + (R* + b* —.9a* --7:3. 75) B, — g* (By By + B, B,) + 4, [Bi + 2 (By By + B, B,)] 
dae " Ss Be 
19 A, (B; + 2 B, B;) + 4 A, (By B, + B, B, + B, B,) + 4.A, B, By 
9 i na — =e 
+ 5 4; [Bi +2 (B, B, + B, B, + B,B,)] + > 4, B 


1 = — = = 
—% (R* +4b*) [6 (By B, By -+ B, B, B, + By By By) +3 (B3 By + B, B+ B2B,) + Bs) =0. 
| (32) 
Fiir die Werte « = 1, 2, 3 erhalt man die zu (31), (32), (33) b 35), (36 jugi j 
plexen Gleichungen. ie aes oes sient OO 
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Die Lésung der Gleichungen (30) bis (37) kann durch Iteration gewonnen werden, da die Be- 
trage von A,, A,, A, und Bo, B,, B,, Bs laut Voraussetzung klein gegen Eins sind. Durch Weglassen 
der Glieder zweiter und héherer Kleinheitsordnung in den Gleichungen (30) bis (37) erhalt man als 
,nullte Naherung“ (gekennzeichnet durch den zweiten Index N ull): 


Ay, =0, (R* + b*) By +g*=0, (38) 
i eet: io By PS yy (R* + O80" + iff) By =0, (39) 
(e —4 12%) 4,.—4m* B,, = 0, — 4 A, + (R* + b*—4a*+i2f*)B,,=0, (40) 


ie —9 +73 f*) 4,55 —9m* B,,=0, —9 Asy + (R* + b*—90* +73 f*)B,,=0. (41) 
Aus (38) bis (41) erhalt man 


* 


g& 
~ R* ag (42) 
R* + b* —a* + iff 


Ay = 0, Bon 


ee a a sae. 7 Ss a 
an 5 Py m* — (x* —1 + if*)(R* + b* — a* + if¥)’ oo 
= i * ae _ 1 
Bip ag, Fo m* — («* —1 + if*) (R* + b* — a* + ifs)’ & 
A, =0, By = 0, A, = 0, Bs, = 0. (45) 


) Aus Gleichung (43) ist ersichtlich, daB im ungedampften System (f* = f* = 0) die Amplitude 
- Ajo getilgt werden kann, wenn die Bedingung 
) R* + b* —a* =0 (46) 
erfiillt wird. Im folgenden sollen alle Amplituden, die sich unter Beachtung der Bedingung (46) 
ergeben, mit einer Tilde gekennzeichnet werden. Aus (42), (43) und (44) ergibt sich 
~ ~ g* 
Ayo = 9, Bay =e (47) 
A eee ee a PE oka ie ae 
Aso = Ano F* Ate = — OSs Oat EAR EOD 
) et ar py (e* — ff —ilm* +429) 
| Beh Bi A CC 
2 (m* + fF FZ)? + (%x* — 1S 


(48) 


(49) 


Die nachste Naherung (zweiter Index 1) wird nun so gefunden, daB in den Gleichungen (30) bis 
(37) in den Gliedern zweiter und héherer Kleinheitsordnung die durch die Gleichungen (45), (47), 
(48) und (49) dargestellte ,,nullte Naherung“* unter Beachtung der Bedingung (46) eingesetzt wird. 
Man erhalt damit aus (30) und (34) 


Pie (50) 
~ * 3 b* ~ ~ O} ~ ~ ~ ~ ge 3 i b* 
Bo = — 5511 +e BE) + (BL — se AB, BY + A, BY 0 + ( =| a Sie (51) 
aus (31) und (35) zunachst 
Fiat os) Ay, ae By =R,+iR,,, —Ay +iff By =Sy +i S;, 
und daraus aad 
ZR Ram" Sd) (m+ IIB) + UE Ras + mt Si) GDB 
eS Gn 7s) Ste 
. FF Ris — m* Sy1) * — I) SF — GF Rar + m* Si) (m* + FL) (52) 
FU =<" “(m* + fF ee (x* — 1)2 fe? ’ y 
LAP Sa — Rua — Ge* — 1) Sal Om* + FI) + UE Sia + Ri + GD Sud * — DSB 
aa a Ss - (m* + fF £8)? + (HIP FP 
_ Ut Su — Ru Ce — 0) Sul = DIS HUE St Ra FOV Sal THK) Oy 
+o 


(m* + f¥ f#)2 + (x* — 12%? 
6* 
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mit den Abkiirzungen 


Ry =—"> BE, (BE? + (Bio + (3) | (54) 
R= — FB aE + Bo + (35) | (55) 
Su = — 7 At, 3 BE + (BE + (2) | +g OO" + 0°) BE BE) + (BL) 
+78 6*—a%) BE (Ss) — At, Bis Bia, (56) 
Si, = At Bie + 3 Bio + (Se) | +g OY + 0%) BL BLY + BE) 
(3 be as) Bt, (5) — 4, BR, BI, . (57) 


Aus (32) und (36) erhalt man auf analoge Weise zunachst 
(x* —4 4 i2f%) 4,,—4m* B,, = Ry +i Rj, —44::—(a* —i2f}) By = Sq +iSy 
und daraus 
7, Bat Rat Bf Ra —4m* Sy] B a et — 4) + 16 m* + APS 
at [Sa* Ge¥ == 4) loam ay? fel 7 ail 27. Ge ay 
[3 a* Ri, — 2 fj* Ry, — 4 m* S21] [6 a* fF — 2 fF («* — 4)] 
[3 a* (¢* — 4) + 16 m* + 4 fe 3]? + [6 a* fe" —2 fF (* —4)]? 


, (Ba* Ri, — 2 fF Ry — 4 m* S21] [3 a* (x* — 4) + 16 m* + 4 fF FZ] 
| [3 a* (x* — 4) + 16 m* + 4 f* fF) + [6 a* fF — 2 fF O* —4)P 
Bat Ray + Aff Roy — 4 m* Soi) [6 a* ft — 2F3 (e* — 4)] 

[3 a* (%* —4) + 16 m* + 4f¥ fe? + [60* fs —2f% «*—4pPI’ 


(58) 


= [2f* Si —4 Ray — (e* — 4) Sq] [3 a* (* — 4) + 16 m* + 4 ft ff 
a1 [3 a* (e* — 4) + 16 m* + 4 f¥ FFP + [6 a* fF — 2 FF OO — OP 
RSE Sa +4 Ry + Oe —4) Su [6 o* fF — 2 FF Ge —4)] 
[3 a* (x* — 4) + 16 m* + AS FST + [6 a* feaaete (x* — 4)]? 
.{ BSP Sin —4 Ru — 0 —4) Sul BSF O* — 4) — 6 0* f2] 
[3 a* (x* — 4) + l6m* + 4 f* fF? + [6 a* fF —2 FF —4HP 


[2A Sa + 4 Roy + (e* — 4) Si] [3 a* (%* — 4) + 16 m* + =o | (59) 


[3 a* («* —4) + 16 m* + 4f5 fF]? + [6 a* f¥ — 2 f% e* — OP 
mit 
2 * * ~ ~ 
Ry, ae ‘eo [( Bi, is ao (Br )?] ? (a 


t 4 m* * - 
Ri, =— pe BY Bh, (61) 


gt (-p = pn oe ape oe x 
So = ‘a* Ate BY Sy Bi aor (Bi, p= (Bi)? ? (62) 


‘ g* ~, ~ - ~ ~ ~ 
Sox = “a* (Aq, Sp +P Af, Bk sae 3 b* Bs Bs) (63) 
SchlieBlich erhalt man aus (33) und (37) zundchst 
(4* —9 +73 f*) 43, —9 m* Bs, = Fy +i Ry, 9 Ay, + (8 a* —73 fs) Bs = $3, +7158), 
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und daraus 
Z ies Ra, + 3 fF Ry + 9 m* Sq\] [8 a* («* — 9) + 81 m* + 9 f% fe] 
31 [8 a* (x* —9) + 81 m* + 9 f* f¥]2 + [24 a* f* — 3 fF (x* — 9) 
s [8 a* Ry, + 9 m* Si, — 3 f# Roy] [24 a* f* — 3 fF (x* — 9)] 
[8 a* (~* —9) + 81 m* + 9 f* fe]? + [24.0* f¥ — 3 fx (x* —9)]? 
: [8 a* Ry, — 3 ff Rg, + 9 m* S,] [8 a* (x* — 9) + 81 m* + 9 f* f¥] 
[8 a* (x* —9) + 81 m* + 9 f* f¥P + [24 a* fF — 3 f¥ (x* — 9) 
[8 a* Rg, + 9 m* Ss + 3 fF Ry] [24 a* f* — 3 fs (x* — 9)] 


[8 a* (%* —9) + 81 m* + 9F¥ f8]? + [24 a* f* — 3 fF &e* 9? 


= __ [@* —9) Sy: — 3f# Sy, — 9 Rg] [8 a* (x* — 9) + 81 m* + 9 fF fF) 
$1 [8 a* (%* — 9) + 81 m* + 9 f* f¥]? + [24 a* f* — 3 fF (x* — 9) 
[(%* — 9) Sg, + 3 fF S31 — 9 Ry] [24 a* fe — 3 fF (* — 9)] 
[8 a* (x* —9) + 81 m* + 9f¥ f}]? + [24 a* f* — 3 fF (%* —9)]* 
: Si — 9) Ser + 3F8 Sar — 9 Roy] [8 a* (%* — 9) + 81 m* + 9 fF FZ] 
[8 a* (~* —9) + 81 m* + 9 f* f*]? + [24 a* f* — 3 f¥ (x* — 9)? 
[(~* — 9) Ss, —3 f# S3, — 9 Rg,] [24 a* fF — 3 fF (%** — 9)] 
[8 a* (e* —9) + 81 m* + Of# fF}? + [24a*f* — 3 fF a 
mit den Abkiirzungen 
3 m* 


R =,,—,— BY, [3 (BL, — (BY), 


4 ones) = ~ ~ 
k= — By [(Bi,)?— 3 (BR, 


) Sa = An [(Bi)® — (Bio)*] + | (a* + 3 6*) BY, [3 (Bly)? — (Bi) — Ata Bio Bis » 


~ ~ ~ al ~ ~ ~ ~ ~ - 
Ai, [(Bi)® — (Bi.)*] — % (a* + 3 6*) BY, [3 (Bi,)® — (Byo)"] + Ato Bio Bio - 


(64) 


(65) 


(66) 
(67) 
(68) 


(69) 


4, Resonanzfall. Aus Gleichung (21) erkennt man, daB Resonanz zwischen der Eigenschwin- 
gung des Fundamentes und der Erregerschwingung besteht, wenn x* = 1 ist. Fiir diesen praktisch 
wichtigen Fall sollen die vorstehenden Formeln spezialisiert werden. Die zugehérigen komplexen 


Amplituden sollen dabei durch eine Doppeltilde gekennzeichnet werden. 
Aus (48) und (49) erhalt man fiir diesen Fall 


< PS ff : 
A ae ON/ = LER, at, = 0, 
2 (m fe it, oO ) 
~ z p* 
lp —()e BI =, 


10 2m FFB) | 
Damit ergibt sich aus (50) und (51) 


Ae =v 


Gs <. g* 3 b* P* 2 g*\3 1h ae Fe 
Boi ae ey i are Te ae 6 zat): 
Aus (52) bis (57) erhalt man mit (70) und (71) 
= os Pets m ie 12 fs ge 2 
Ay, = 9.2 (mn + fe f#) 1 se + fe fx Frcs + fe pee a* 
Py m* eects Fs 4.3 $2 a") al 


* 


Va cm* + f# fay |4m* + PPR ; 
B Fife CEA AU TE + 9 * —0") (5) 


11 4 (m* + fF FP? 4m + BY 
ars 1 m*—ft ft Pe (e:)]). 
To Gm? + 3 f8) ( Ty me ih F (m® + fF fg | (at 


(70) 


(71) 


(72) 
(73) 


(74) 
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Aus (58) und (59) erhalt man mit (60) bis (63) und (70), (71) 


= 3 m* g* P¥? (a* + b*) (9 a* — 16 m* — 4 f% ff) + BFF (a* ft + F3) 
4a = 3 (m* fi ff)? (9 a* — 16 m* — 4 f¥ FZ)? + 36 (a* fF + fx)? 
5 4n® gt Pt Gb GN an es —4EE FS) (76) 
+1 ee tpi Oot —lom* Afr gy Othe’ 
- gx P# (16 m* — 9 a* + 4 f% f#) (16 m* + 9b* — 4 f f#) — 36 (a* f* + ff) (O* FF + FF) | 
By, = 8a*(m* + fF AR? : = (9 a* — 16 m* — 4 f# f#)? + 36 (a* f* + f#)? 
.  3g* Pr (Gok =16 m* — 4 fF 7S) OT LE cfg) Om 9 On ai) Ge +4) 
aut da*(m* + f2 63)? (9 a* — 16 m* — 4 f> ff)? + 36 (a* fF + ff)? (77) 
SchlieBlich erhalt man aus (64) und (65) mit (66) bis(69) und (70), (71) 
= 9 m* P* (81 m* — 64 a* + 9 fF fZ) fx + 12 (3 a* + b*) (a* fF + fF) 
401 = gmt 4 frig Bl m* — Oha* + 9 LEP + 516 WPF FHP 
.  9m* Px (Blin* 04 08 1 OT Ia) oa) Pe) ayy OT ee (78) y 
iG (m* fF ity) (Bl m* — 04a" 9 f2 f3)2 576 (a* fe + fh) ? 
z P38 (80'm* — 64'a* PO yT Ig) (@* +30) i, a 87 gI 
Pa —T6 Gut + FEE? Gl mt — hat + 9/5 ff) + 516 (0 LF + HF) 


8 [81 m* + 8 (a* + 3 b*) — 9 fF fF] (a* fF + FG) 
(81 m* — 64 a* + 9 fff)? + 576 (O* fF +/3)* 
px 72 [(a* + 3 b*) f# + 8 fs] (a* fF + £5) 
Ne 


TTAB (m* + FE F8) |G m* — 64 a® + 92 Fp) + 576 (a* FP + FPP 


(81 m* — 64 a* + 9 f$ ff) [81 m* + 8 (a* + 3b*)—9f¥ a 


= (81 m* — 64 a*® ab Os Tey + 576 (a* fe + + fx) (79) 


5. Zahlenbeispiel. Auf Grund der gewonnenen Formeln soll nun die Dimensionierung eines 
Tilgers fiir einen speziellen Fail durchgerechnet werden. Durch eine Unwucht mit der Amplitude 
P, =500kp und einer Kreisfrequenz w = 216 sec“! wird ein Fundament vom Gewicht m, g = 10*kp 
zu Resonanzschwingungen (x* = 1) angeregt. Es zeigt sich eine Schwingungsamplitude des Funda- 
mentes von der Gréfe Z = 1mm. Aus diesen Angaben kann die Fundamentdampfungszahl f, 
bzw. f;* ermittelt werden. Die Gleichung der erzwungenen Fundamentschwingung ohne Tilger ist 
laut (21) 

BE ees eee PS aint 

Fiir den Ausschlag Z bei Resonanz (x* = 1) ergibt sich daraus mit (23) 

ey aera 

mn, w fF 
und daher 

12, 
oe = 20 
| Ta ot ==11,05- 10> 

Zur Abschatzung der Dampfungszahl f; fiir die Pendelkérper des Tilgers wird angenommen, daB 
die Amplitude ihrer freien Schwingung nach 120 Schwingungen auf 1/e des urspriinglichen Wertes 
abklingt. Fiir die freie Tilgerechwingung gilt laut (22), wenn man nur die linearen Terme beriick- 
sichtigt 


a* Oo fe 9 4 (R* 1 bo =O. 


Die allgemeine Liésung dieser Gleichung lautet bei Beachtung von (46) 
a f3 e fai rary \2 
ice Ce 2 aeons Vi —(;5) T—é|. 
Bezeichnet man mit ty = t)/@ jene Zeit, in der die Amplitude auf den Bruchteil 1/e abklingt, so wird 


Sf Ss 


2a* "0 oq 


=i =. 
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Weiter soll nach obiger Annahme gelten 5 0 — 190. 
Ut 
Daraus ergibt sich 
ee 


Der Tilger soll zwei zylinderformige Pendelkérper nach Abb. 2 erhalten. Um zu konstruktiv giin- 
stigen Abmessungen zu kommen wird (mit den Bezeichnungen der Abb. 2) festgesetzt: 


l l 
See eee: (81) 
Die Tragheitsradien sind dann a = b = ae c= Ue : 
12 6 2 
Die Abstimmbedingung (46) liefert mit (23) »? = = = 0,674. Aus (23) ergibt sich mit den 


: 29 
obigen Werten a* = 76 — 1.813 und b* = aa = 1,137. Damit und aus (80) erhalt man 


fs = 0,481 -10-*. Die noch festzulegende Lange | der Pendelkérper soll nun so bestimmt werden, 


Abb. 2. Skizze fiir das Zahlenbeispiel. 


daB die urspriingliche Amplitude Z der Fundamentschwingung auf etwa 1/10 ihres Wertes herab- 
gedriickt wird. Wie spater zahlenmaBig gezeigt wird, ist fiir die Amplitude der verbleibenden 


Fundamentschwingung praktisch nur die GréBe A,, nach Gleichung (74) maBgebend. Hierin 
kénnen die Terme mit (g*/a*)? vernachlassigt werden. Da sich auBerdem f* f¥ als klein gegen m* 
erweist, werden die Glieder f,* f/m* nur in erster Ordnung beriicksichtigt. Auf diese Weise erhalt 
man aus (74) 


2 x Pe Fefs\ fs a) Fe ts\ .3b* + a* ( P#\*/ ee 
= o 0 eo zJ% o 0 o _—* sional Pe 
j= BF) 28) A (rp pF A) are (FA), 
Aus (23), n = 2 und den Festsetzungen (81) folgt 
niB und = P¥ => 

mit 2 (83) 
ees LE 
= 18 mg und = m, aot . 


Dabei wurde in (23) m, + n m, gegeniiber der wesentlich gréBeren Masse m, gestrichen. y bedeutet 
das spezifische Gewicht der Pendelkérper. Wie aus (23) und (24) zu ersehen ist, gilt bei Abminde- 
rung der urspriinglichen Amplitude Z auf ein Zehntel 


if = 
12 © 41 = 28 |Anl - (84) 


Aus (83), (84) und (81) erhalt man schlieBlich 
*2 \4 / * f%* 
p25 fs" (Z) no(e yp 2 a p(p—s” ta 


wee es E 18 Z?, \E E 
(3 b* + a*)2+ 4 f%? ray : oe 

st eds: ey ately 85 

516 Z?, aah ©) 


Nach Einsetzen der obigen Zahlenwerte und mit Z, = 10-4 mundy = 7,8 - 103 kp m-? wird aus (85) 
125 — 1,380 - 10-5 128 (13 — 0,742 - 10-8) — 3,704 - 10-19 /8 (J — 1,855 - 10-*) 
— 7,328 - 10-16 (J — 2,968 - 10-3) = 0. 
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Daraus ergibt sich die Lange eines Pendelkérpers zu 1 = 0,203 m. Damit wird m* = 1,139 - 10-3, 
P* = 1,554- 10-4, g* = 3,11- 10-%. Das Gewicht eines Tilgerkérpers ist dann mg = 5,70 kp. 
Rechnet man mit diesen Werten den Restausschlag Z,, gemaB (84) und (74) zur Koutrolle nach, 
so erhalt man ane = 0,764- 10-8 und daraus nach (84) Z,, = 1,03 - 10-4 m, was dem beabsich- 


tigten Wert 10-4 m praktisch gleichkommt. 
Wiirde man bei diesen Tilgerabmessungen den zufolge der Tilgerreibung verbleibenden Rest- 


ausschlag Z,) = 2s s|A, o| nach der linearisierten Theorie berechnen, so bekame man gema8B (70) 
den Wert Z,, = 0,425-10-4m. Man ersieht daraus, da eine Beriicksichtigung der nichtlinearen 
Terme in den Ausgangsgleichungen zur Ermittlung des Restausschlages nétig ist. 

Aus (76) bzw. (78) ergibt sich mit den angegebenen Zahlenwerten 


|Ay)| = 0,91-10-® baw. |q,| == 0,81 - 10-7. 


Diese Amplituden sind demnach gegeniiber Ay nicht von Bedeutung. Zur Ermittlung der Tilger- 
ausschlage benétigt man noch Loe | Bil, | Bes | und | Boal. Aus den Gleichungen (73), (75) (Fy 
und (79) ergibt sich mit den angegebenen Zahlenwerten |Boi| = Lio A028 ,|Bul = == 0,608 10-3 

iol = 0,229. 10-7 und Wee = 1,68- 10-5. Der Tilgerausschlag riihrt also im wesentlichen von 
|B,,| her. Die zugehérige Winkelamplitude ist 0,, = 2 |By, | = 0,132, somit @,, = 7,54°. Die 


linearisierte Teorie liefert | Byo| = 0,653 - 10-1. Der Vergleich mit | B,,| zeigt, daB fiir dieses Beispiel 
die nichtlinearen Terme fiir die Tilgerbewegung unwesentlich sind, obwohl sie fiir die Restamplitude 
der Fundamentschwingung von ausschlaggebender Bedeutung sind. Dies erklart sich daraus, dab 
die Restamplitude der Fundamentschwingung bei Einhaltung der Abstimmbedingung (46) nur 
durch die nichtlinearen Terme zustande kommt, falls man die Tilgerreibung nicht beriicksichtigt, 
wahrend auch die linearisierte Theorie in diesem Fall bereits Tilgerausschlage liefert. 


(Eingegangen am 13. Oktober 1958.) 


Anschrift der Verfasser: Prof. Dr. G. Heinrich und Doz. Dr. K. Desoyer, Wien IV, Karlsplatz 13, 
Technische Hochschule. 
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The idealized column* 
By N. J. Hoff 


List of Symbols 


a non-dimensional deviation amplitude 
a,,a, distances along strain axis 
1,5, distances along strain axis‘ 
constant in Ramberg-Osgood relationship 
E modulus 
F function 
G function 
h distance between flanges 
k exponent in Ramberg-Osgood relationship 
L length of column 
m positive number less than unity 
n exponent in creep law 
1B compressive load 
x longitudinal coordinate 
y deviation of median line from line of action of force 
€ strain 
% curvature 
A constant in creep law 
o stress 
Q radius of gyration of section 


Symbols used as subscripts mean: 


c concave side of column 

cr critical 

cr.r__ critical reduced 

E Euler 

red _ reduced 

rev reversal 

t tangent; convex side of column 
0 average or nominal; condition after load application but hefore creep 
00 condition before load application 
1 point 1 

2 point 2 


1. Introduction. Professor Grammel’s considerable contributions! to stability theory have dealt 
mostly with problems of elastic stability. As is well known, this theory began with Euler’s solution 
of the buckling problem of the column. Euler’s investigations showed that the buckling load de- 
pended on the length of the column, the conditions prescribed for its ends, the elastic modulus of 
the material and the moment of inertia of the cross section, but it was independent of the shape 
of the cross section. 


When the uniform compressive stress under which the perfectly straight and perfectly centered 
column buckles exceeds the elastic limit, the shape of the cross section does have an influence on the 
buckling load, and the influence becomes even more important when the column is not perfectly 
straight in its natural condition before load application. This was shown by von Karman who 
carried out a number of experiments with solid rectangular section columns to prove the validity 
of his theoretical deductions. Since the time of von Kdrmdn’s experiments it has been customary 
to use solid rectangular section columns in experimental and theoretical work in both the elastic 


and inelastic ranges. 


* The work here presented was supported in whole by the United States Air Force under Contract No. 
AF 49 (638) — 223 monitored by the Air Force Office of Scientific Research of the Air Research and Deve- 
lopment Command. 

1 C, B. Biezeno and R. Grammel, Ing.-Arch. 8 (1937) p. 364. 

2 R. Grammel, Ing.-Arch. 10 (1939) p. 35. ; : : 

3 Th, von Kaérmén, Mitteilungen iiber Forschungsarbeiten auf dem Gebiete des Ingenieurswesens, Verein 


Deutscher Ingenieure (1910) Heft 81. 
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There has been a departure from this practice only recently when considerable interest develo- 
ped in the buckling of columns because of creep’. The highly non-linear creep laws render the 
analysis of a rectangular-section column a difficult task while the treatment of an idealized I 
section is considerably simpler. The ideal I section consists of two flanges each of an area A/2 
held a distance h apart by a web which cannot resist normal stresses but is perfectly rigid in shear. 
As columns used in structural engineering are generally much closer in their properties to ideal I 
than to solid rectangular sections, it seemed worth while to treat the ordinary elastic-plastic buckl- 
ing problem also on the basis of the assumption that the cross section was an ideal I. 


The results of such an investigation are presented in this paper. It turns out that a number 
of interesting and very simple relationships can be discovered in the much discussed field of elastic- 
plastic buckling if the section of the column is assumed to be an idealized I. 


2. The reduced-modulus buckling stress. In the classical theory of the stability of structures 
the buckling load is defined as the load under which the equilibrium of a system, consisting of a 
structure and of prescribed loads acting on it, is neutral. Formulas for the calculation of this buck- 
ling load of columns having various cross sections and diverse end conditions are given in many 
textbooks. When the column has an efficient built-up or extruded section, the idealized I section 
having two flanges each of area A/2 spaced a distance h apart by means of an infinitely rigid web 
of vanishingly small cross-sectional area provides a model which is easy to analyze. For two simply 
supported ends its buckling stress o,,, can be given as (see, for instance?) 


Co. = 0 E,-ql(L[o)? = 0 E,ea[(2 L/h)? (1) 
where L is the length of the column, g = h/2 the radius of gyration of its cross section and the 
reduced modulus E,,, is expressed by 

Eg =2E E,(E + E,) (2) 
Here E is Young’s modulus of elasticity and E, = do/de, the rate of change of the stress with strain, 


corresponding to g,,,, is denoted the tangent modulus. When Eq. (1) predicts a critical stress 
less than the elastic limit of the material, E,,,; = LE, = E and Eq. (1) reduces to the Euler formula. 


Let us assume that the stress-strain relationship is given by the expression 


&= Fo). (3) 
Then the derivative 
do|de = 1/F"(s) = E,, (4) 
where the prime denotes differentiation with respect too. From Eq. (2) 
Eyal E = 2/[((E/E,) + 1] (5) 
and thus 
E, al = 2/[E F(a) + 1 (6) 
Substitution in Eq. (1) yields 
Ocr.r 2 &E 
Eo ol eres (7) 


with o,,, replacing o in the expression F'(c) to indicate that the value of F’ must be calculated 
for o =0,,,- The symbol ey, in this formula denotes the Euler strain defined as 


ég = 1 /(Lio). (8) 
Multiplication by the denominator of the right-hand member of Eq. (7) yields the equation * 
(o/E) +o F’(c) = 2 eg, (9) 


if the subscript cr.r is omitted for the sake of simplicity. This equation lends itself to a simple 
graphic solution, as shown in Fig. 1. 


If OA = NP is the buckling stress, continuation of the initial straight-line portion of the stress- 
strain curve OPC yields the point of intersection B with the horizontal corresponding to g. Then 


1 N. J. Hoff, A Survey of the Theories of Creep Buckling, Sudaer No. 80, Stanford University, Stan- 
ford, California, June 1958; also Proceedings of the Third U.S. National Congress of Applied Mechanics, 
p. 29, American Society of Mechanical Engineer, New York, 1958. 

* N. J. Hoff, The Analysis of Structures, John Wiley and Sons, New York, N. Y., (1956) p. 324. 
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AB= (o/E). The tangent to the stress-strain curve at P intersects the ¢ axis in T. Hence 
TN =o Fo). In accordance with Eq. (9), one-half the sum of these two distances 


(1/2) (AB + TN) = eg = 2° /(L/o)?. (10) 
This distance can be laid off as ON’. The point P’ having ON’ for abscissa and go = OA = NP 
as ordinate lies on the curve that represents g,, as a function of ¢, or as a function of (L/o). The 
axis of abscissas can be provided with a linear scale 
for €, an with an inverse quadratic scale for (L/o). 


A slight modification of the procedure consists 
in marking point 4’ on the axis of ordinates at a 
distance (1/2) OA from O. Parallels to the initial 
straight-line portion of the stress-strain curve and to 
the tangent to the curve at P intersect line APP’ in 
two points; the sum of the distances of these points 
of intersection from A is é,. 


If a good stress-strain curve of the material is 
available, and the construction described is carried 
out for several points of the curve, a critical stress vs. 
slenderness ratio curve becomes available without 
any calculation. This curve is strictly valid only for 
the idealized I section but it represents an excellent Fig. 1. Graphic determination of Euler strain. 
approximation for practical I sections. According 
to various authors':*** the values obtained for the idealized I section do not differ significantly from 
those calculated for other sections, such as the solid rectangular section. 


0 NM M 


3. The tangent modulus buckling stress. A similar graphical construction is possible also for 
the determination of the so-called ,,tangent-modulus buckling stress“*. This stress was proposed by 
Shanley*; it is the stress at which an initially perfectly straight column can first assume a deflected 


Ocr, Pe 


Ont 


Stress 6-1000 psi 


50 40~C«S 30 
Slenderness ratio Lio 


| | | 
0.002 0.006 0.0/0 0.0/4 0.0/8 0.022 0.026 
Strain € 


Fig. 2. Stress-strain and buckling stress curves for 17—7 PH stainless steel at 700° F. 


shape in a loading process in which the load increases in such a manner that the stress is nowhere 
reversed in the cross section. The formula for this stress is 
Cor, = E,{(L[o? = 7? E,/(2 L/h)’ . (11) 

1 See footnote 2 on p. 90. 

2 §. Timoshenko, Theory of Elastic Stability, McGraw-Hill Book Co., New York, IN. Y., (1936); p. 161. 

3 Friedrich Bleich, Buckling Strength of Metal Structures, McGraw-Hill Book Co., New York, N. Y., 
(1952), p. 13. 

4 F. R. Shanley, Journal of the Aeronautical Sciences, 13 (1946), No. 12, p. 678. 

5 F. R, Shanley, Journal of the Aeronautical Sciences, 14 (1947), No. 5, p. 261. 
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This equation is valid for all cross-sectional shapes if the slenderness ratio is taken as L/o; in the 
case of the idealized I section 9 can be replaced by h/2. 
Because of Eqs. (4) and (8), Eq. (11) can be replaced by 


o F'(c) =éz, (12) 


if the subscripts are again omitted for the sake of simplicity. A graphic interpretation of this for- 
mula is obvious on the basis of the preceding discussion: the Euler strain of a column whose buck- 
ling stress is o = NP is TN (see Fig. 1). The slenderness ratio of this column follows then from 
Eq. (8). 

In Fig. 2 the results of the graphic analysis are given for 17—7 PH stainless steel together with 
the stress-strain curve obtained at the Battelle Memorial Institute.t 


4, Remarks on Shanley’s buckling stress and the corresponding strain. It is of importance to 
realize that Shanley’s concept of buckling is fundamentally different from the classical concept pro- 
posed by Euler, Considére, Engesser, von Karman and Southwell*. In the classical formulation, the 
stability of equilibrium of a system, consisting of a body and the prescribed loads acting on it, is 
investigated in the presence of infinitesimal disturbances. In Shanley’s approach the system is 
under the action of a monotonically increasing load. If dynamic effects are disregarded and the 
material is perfectly elastic, the two approaches yield the same critical load, namely the Euler 
load, but the second approach leads to a lower critical load than the first one when elastic and 
plastic deformations can take place simultaneously. Of course, the speed of the lateral deformations 
is limited through the requirement that no stress reversal (unloading) should occur anywhere in 
the cross section. This, however, does not restrict the physical significance of the Shanley buckling 
load because the engineer considers a column unstable if any possibility exists for it to deviate from 
its initial equilibrium configuration. 

Occasionally the critical stress calculated from the Euler formula with E, substituted in place 
of E, Eq. (11), has been called the Engesser buckling stress. This nomenclature does not correspond 
to historic facts. It is true that Eq. (11) can be found among Engesser’s publications; but it is equally 
true that he admitted the formula to be wrong, when Yasinski attacked him, and proceeded to 
the derivation of the equivalent of Eq. (1). 

Fig. i is also helpful in clearing up a misconception occasionally encountered in the engin- 
eering literature. According to it, the classical formulas of elastic stability retain their validity 
in the inelastic range also if they are interpreted as predicting the buckling strain rather than the 
buckling stress. In other words, one can divide both members of Eq. (11) by E,; the quantity so 
obtained is supposed to be the critical strain. Multiplication of this critical strain by E, gives the 
critical stress. In reality, the quantity obtained through division by E, is the Euler strain eg re- 
presented by the distance TN in Fig. 1; the corresponding actual strain at buckling is given by the 
distance ON. The two can be considerably different in value. 


5. Stress reversal in the elastic range. When the column is not perfectly straight in its natural 
state before loading, its deviations from straightness begin to increase as soon as a compressive 
load is applied to it. A consequence of the increasing deflections is an increase in the bending mo- 
ments which act on the sections in addition to the compression. In the concave flange the com- 
pressive stress increases monotonically with increasing load, but in the convex flange the increments 
in tension caused by bending eventually overtake the increments in compression caused by the 
increasing compressive load. Beyond this stage of loading the compressive stress decreases in the 
convex flange. 

The conditions of such a stress reversal during a monotonic process can also be calculated with 
great ease when the column has an idealized I section. Let the initial deviations of the centroidal 
line of the column from the straight line along which the compressive force is acting given by 


Yoo = (qo h/2) sin (xx x/L) , (13) 
where ay is the non-dimensional deviation amplitude and h/2 the radius of gyration of the cross 
section. The deviations y, at the time when the load reaches the value P are then known to be 
given by 

a Awe Yo = LL — (Po P)]* (ago h/2) sin (or x/L) = (ay h/2) sin (x x/L) , (14) 
1 R. L. Carlson, E.G. Bodine, and G. K. Manning, Investigation of Compressive Creep Properties - of 


Aluminum Columns at Elevated Temperatures, Part 4, Additional Studies, WADC Report 52—251, Part 4, 
Wright Air Development Center, Wright Field, Ohio, April 1956, p. 45. 


® For historic comments see, for instance, p. 463 of the book referenced in the footnote of p. 90. 
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if the elastic limit of the material is nowhere exceeded. But under the action of a compressive force 


P and a bending moment M = P a, (h/2) in the middle of the column, the stress 


2 1 
flange is n the convex 


o = (P/A) —(P a,/A) = (P/A) (lL—a,), (15) 
if the positive sign is used to indicate compression. The condition of stress reversal is then 
dojd re); (16) 
Substitutions, differentiation and simplifications lead to the very simple results 
a Proo| Pe = 1 —Yaog (17) 
yay = M99 (18) 


where the subscript rev refers to the values of the quantities at the instant of stress reversal. 


6. The Ramberg-Osgood relationship. In many cases the stress-strain relationship can be given 
in the form suggested by Ramberg and Osgood!” 


é = F(o) = (O/E) + (0/B)*. 
Under these conditions eae - 
o F'(o) = (o[E) + k (o/B)* (20) 
and Eqs. (9) and (12) can be replaced by 
(o/E) + (1/2) k (o/B)* = eg, (21) 
in accordance with Euler’s concept of buckling and by 
(o/E) + k (o/B)* = ex, (22) 


in accordance with Shanley’s concept of buckling. When the stress o is prescribed, Eqs. (21) and (22) 
give the slenderness ratio (implicit ind ¢,) of the column that buckles at o. 


The constants in the Osgood-Ramberg relationship can be determined with the aid of Fig. 3. 
The full straight lines passing through points P, and P, are tangents to the stress-strain curve while 
the dotted straight lines are parallel to the initial straightline portion of the stress-strain curve. It 
follows from Eqs. (19) and (20) that 


a, = 0, F'(o,) = (9,/E) + k(o,/B)*, (23a) 
ay = 0, F'(o,) = (0,/E) +k (o,/B)*. (23b) 
Similarly 


ba—k (a,/B)*; (24a) 
b, = k(o,/B)* : (24b) 
The last two equations yield r 
(,/bz) = (04/02)* (25) 
from which the value of k follows as 
k = [log (6,/6,)|/[log (0;/0,)] - (26) 
With k known, the value of B becomes . Fig. 3. Determination of values Fie eH, 
B = 0, (h/b,)V* = oy (k[b.)"*. (27) Ramberg-Osgood relationship. 


When the relationship is exact, the values of k and B obtainable from Eqs. (26) and (27) are 
independent of the choice of points P, and P,; when it is approximate, a suitable selection must 
be made of the values obtained for different pairs of points P, and P),. 


1 Walter Ramberg, and William R. Osgood, Description of Stress-Strain Curves by Three Parameters, 
National Advisory Committee for Aeronautics Tech. Note 902, Washington, D.C., July 1943. 


2 William R. Osgood, Journal of the Aeronautical Sciences, 13 (1946), No. 1, p. 49. 
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Ramberg and Osgood proposed that P, and P, should be the points of intersection of the stress 
strain curve with straight lines passing through the origin with slopes of m, E and m, FE. The 
additional conditions to be enforced are then 


=m, Les (28a) 
Gy == I, es", (28b) 
Oc ties, Hiner Lae (28c) 
Substitution in Eq. (19), the taking of logarithms, and manipulations yield 
log [m, (1 — m,)/m, (1 — mg)] 
k=1+- i A A, 29 
: log (6/0) ie 


If the values of m, and m, are selected, the straight lines are drawn in the stress-strain diagram 
and the values of o, and o, are read off the curve, k can be computed from Eq. (29). The value of B 
follows then from a substitution of corresponding values of o,, ¢, and k in Eq. (19). In particular, 
Ramberg and Osgood recommend 


it, 04 and m, = 0.85; (30) 


With this choice the value of the numerator in Eq. (29) is log (17/7) = 0.3853 if logarithms to 
base 10 are used. 

Niles and Newell’ suggest that P, should correspond to the 0.2 percent off-set yield stress 
defined as the stress at which the difference between the measured strain and the o/E value is 0.002. 
Point P, is defined as the intersection point of the stress-strain curve with the straight line through O 
whose slope is one-half the slope of the straight line OP,. The additional conditions are then 


0.002 = (u,/B)* , (31a) 
€; — (%)/E) = (,/B)*. (31b) 


Simple manipulations yield 
= log {500 le, — (9,/F)]} 


: log (04/02) 


(32) 
from which k can be computed as soon as gy is determined on the basis of the 0.2 percent requirement 
and og, and ¢, are read off the stress-strain curve in accordance with the requirement given above. 
Again, B follows from Eq. (19). 

7. Creep buckling. When a load P smaller than the load P,, = Ao,,, determined on the 
basis of the principles just discussed is applied to a column whose material exhibits creep defor- 
mations, the column does not collapse instantaneously. However, it cannot carry the constant load 
for an indefinitely long period of time because the initial deviations of its centroidal axis from the 
line of action of the compressive force P increase with time in consequence of creep. The initial 
deviations are caused by inaccurate workmanship and failure to align the column perfectly in the 
testing machine. They can never be avoided completely. It was shown in an earlier paper? that 
the assumption of the deviations in the form 


Yo = (ay h/2) sin (a x/L) (33) 
where ay is the non-dimensional deviation amplitude, and the approximaiion of the deflected shape 


of the column by a single harmonic at all times ¢, lead to a satisfactory representation of the pheno- 
menon of creep buckling with most columns. 


cr 


It follows from the conditions of equilibrium that at the center of the column the stresses in 
the idealized I section are 


0, = (P/A) + (Pa/A) =o (1 + a) (34) 
on the concave side of the column, and 
0, = (P/A) — (Pa/A) =o, (1 —a@) (35) 
on the convex side of the column, if 
Gy = P/A (36) 


1 Alfred S. Niles and Joseph S. Newell, Airplane Structures, Vol. 1, Fourth Edition, John Wiley and Sons, 
New York, 1954, p. 149. 
2 N. J. Hoff, Journal of the Royal Aeronautical Society, 53 (1954), No. 517, p. 1. 
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the positive sign denotes compression, and a is the non-dimensional amplitude of the deviations at 
time 7. 


As the intensity of the compressive stress on the concave side is greater than that on the convex 
side, the compressive strain increases more rapidly on the concave side with the effect that the 
curvature of the column increases with time. Simple geometric considerations given in earlier!? 
publications led to the result that the rate of change of the curvature x is given by 


% = (1/h) (é, — &) (37) 


where é, and é, represent the rates of change of the compressive strain caused by the stresses o 
/ c 


and o,. If the deflected shape is sinusoidal at time t, the curvature is given by the small deflection 
theory as 


x = (2/L)? (a h/2) sin (x x/L). (38) 
At the midpoint of the column, x = (L/2), this becomes 
x = (n/L)* (a h/2). (39) 
At the midpoint the rate of change of the curvature is then 
% = (a/L)’ (a h/2) , (40) 
which yields, in conjunction with Eq. (37), the result 
a = (1/2 en) (2, —&). (41) 


From this equation the velocity of the lateral displacement of the midpoint of the column can be 
computed when the strain rates in the two flanges are known; the latter, of course, depend on the 
creep law governing the creep deformations. 


During these deformations the compressive stress in the concave flange increases exactly as 
much as it decreases in the convex flange as the total load P remains constant. This increase in 
compressive stress on the concave side diminishes the value of E, and thus also the value of E_,, 
which in turn is proportional to the instantaneous resistance of the column to bending when the 
stress is beyond the elastic limit of the material. When P/A =o, is given, to each value of the 
non-dimensional deviation a corresponds a compressive stress 0, (1 + a) which defines a tangent 
modulus value E, = 1/F’. When this stress and the corresponding value of F” satisfy Eq. (9), the 
column has reached its limit of stability and any further creep deformation causes it to collapse. 

The condition of creep buckling is, therefore, that for a given e, (that is for a given column 
geometry) and for a given stress gy = P/A the non-dimensional deviation a must assume that value 
a,, which leads to a satisfaction of Eq. (9). The stress oy (1 + a,,) must be the critical stress o,,, 
obtainable from the graphic construction explained in conjunction with Figs. 1 and 2. One may 
write, therefore, 

Orr = 90 (1 = a.,) (42) 
and solve this equation for a,,: 
a, — (F.7.r/Go) zat (43) 


The physical concept underlying this theory of creep buckling was presented in earlier papers**»”°. 
Its shortcoming is that it satisfies the conditions of equilibrium and compatibility only at the 
center of the column. A more accurate analysis can be carried out with the aid of Fourier series 
and Galerkin’s method, but it is naturally much more complex and thus not adaptable to the simple 
graphic construction presented. Such more complete treatments of the problem were given in 
earlier publications’. 

1 N. J. Hoff, Effets thermiques dans le calcul de la résistance des structures d’avions et d’engins, Advisory 
Group for Aeronautical Research and Development (AGARD) Report 52, January 1956. 

2 N. J. Hoff, The Aeronautical Quarterly, 7 (1956), No. 1, p. 1. 

3 See footnote 1 above. 

4 N. J. Hoff, Journal of the Royal Aeronautical Society, 61, (1957),No. 563, p. 756. 

5 B. Fraeijs de Veubeke, Creep Buckling, Chapter 11 of High Temperature Effects in Aircraft Structures, 
edited by N. J. Hoff, Pergamon Press, London, 1958. 

6 J. C. Chapman, Burton Erickson and N. J. Hoff, Theoretical and Experimental Investigation of Creep 


Buckling, PIBAL Report No. 406, Polytechnic Institute of Brooklyn, Brooklyn, N. Y., October, 1957, presented 
at the 26th Annual Meeting of the Institute of the Aeronautical Sciences, New York, N. Y., January 1958. 


7 See footnote 2 on p. 94 as well as footnotes 1 and 2 above. 
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Good agreement between the theoretical critical time and that observed in an experiment can 
be expected only if the value of the critical deflection is determined from a stress-strain curve 
representing the behavior of the material at the time of collapse. This stress-strain curve may 
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Fig. 4. Compressive stress-strain curves for 17—7 PH stainless steel 
at three temperatures. 
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Fig. 5. Tangent modulus curves. 


differ considerably from the one corresponding to the state of the column at the beginning of the 
test if the exposure of the material to high temperatures causes metallurgical changes to occur. 


Similarly, the data on creep behavior must correspond to those actually occurring during the 
column test. 
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In the particularly simple case when the secondary phase of creep alone is of significance, the 
creep law can be given as ‘ 


i Hie la) (44) 
Under these conditions Eq. (41) becomes 


a = (1/2 eg) {6 [op (1 + 2)] —G [v, (1 —a)]} . (45) 
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Often the empirical relationship 
G(c) = (o/A)” (46) 


is applicable. Then 
Rae es & = (é9/2 en) [1 + a)" — (1 —a)"] ce 


with 
Eq = (00/A)" - (48) 
The critical time t,, , defined as the time elapsed from load application to collapse, is the integral 
of the quantity da/a from a, to a,,,. When the power law is valid, one has 
2) (49) 
ee ae | a +a —d—ap 


a 
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In creep buckling, therefore, the concept of a critical load loses its significance because a column 
collapses under any compressive load however small if the load acts on it for a sufficiently long time. 
The finite time elapsing between load application and collapse is the significant quantity; it is 
called the critical time. In the present formulation of the creep buckling problem the collapse 
occurs when the lateral velocity of the column increases beyond all limits. This happens when a 
critical value of the lateral displacement is reached. The critical diaplacement can be computed 
from Eq. (43) as scon as the reduced-modulus critical stress o,,, is determined with the aid of the 
graphical construction here described. The critical time t,, is then obtained from an integration 
which can be carried out numerically or graphically if a closed form solution is not possible. 


In Figs. 4 to 7 an example is given of a graphic determination of the critical values of the non- 
dimensional deflection amplitude. The basic stress-strain curves are presented in Fig. 4; they 
refer to 17—7 PH (THD 1050) stainless steel and are taken from a paper cited earlier!. The 
tangent modulus and reduced modulus curves of Figs. 5 and 6 are derived from the three curves of 
Fig. 4 pertaining to room temperature, 700° F and 775° F. Finally, the family of curves of Fig. 7 
is a cross plot of the critical non-dimensional deflection amplitude values computed for fixed 
values of the parameter L/o at room temperature. 


Acknowledgment. The author is grateful to Mr. A. E. Saaf, one of his graduate students, for 
working out the numerical example presented in Figs. 4 to 7. 


Summary. Graphic methods and simple amalytic formulas are presented for the determination 
of the quantities of greatest interest in the elastic, plastic and creep buckling of columns. The 
results are rigorously valid only for columns of idealized J section and they represent good approxi- 
mations in the case of extruded and built up sections. 


(Eingegangen am 20. Oktober 1958.) 


Anschrift des Verfassers: Prof. N. J. Hoff, Head, Department of Aeronautical Engineering, Stanford University, 
Stanford, California. 


1 See footnote 1 on p. 92. 
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Neuere Ergebnisse aus dem Gebiet der Dynamik der Drehfliigel 
Von K. H. Hohenemser 


Es gibt vier Arten der Selbsterregung von Drehfliigelschwingungen: Selbsterregung d ichtli 
Luftkrafte infolge Strémungsablésung, Selbsterregung nach Art den Wissachet Pilgdr tare Selbsarerine 
von Drehfliigelschwingungen in der Umlaufebene, und Selbsterregung durch Periodizitit der Koeffizienten in 
den Bewegungsgleichungen fir hohen Fortschrittsgrad. Die vier Arten der Selbsterregung kénnen durch die 
Frequenzen der Schwingungen voneinander unterschieden werden. Nichtlineare Selbsterregung erfolgt nahezu 
mit der Drilleigenschwingungsfrequenz. Klassisches Flattern erfolgt mit einer F requenz, die awischen der 
Drilleigenschwingungsfrequenz und der Schlag- oder Schlagbiegeeigenfrequenz liegt. Fiir selbsterregte Schwin- 
gungen in der Umlaufebene ist die Frequenz nahezu gleich der Grundbiegefrequenz der horizontalen Fliigel- 
eigenschwingung. Fiir Selbsterregung durch Periodizitat der Koeffizienten ist die Grundfrequenz der Schwin- 
gung gleich der ganzen oder halben Rotorumlauffrequenz. Fiir alle vier Falle werden numerische Ergebnisse von 
neueren rechnerischen und Modelluntersuchungen wiedergegeben und besprochen. 


Bezeichnungen 


B Blattschlagwinkel, positiv nach oben. 

(2) Blatteinstellwinkel gegeniiber Umlaufebene. 

we Blattdrilleigenschwingungszahl ohne Fliehkrafteinflu8. 
Q Rotorumlaufzahl. 


OF Flatterschwingungszahl. 

Qr Rotorumlaufzahl an der Flattergrenze. 

€ Riicklage der Schweraxe gegeniiber aerodynamischer Axe in % Fliigeltiefe. 

03 In der Umlaufebene gemessener Winkel der Schlagaxe gegeniiber der Normalen zur Blattaxe. 


Blattschwenkwinkel, positiv entgegen der Drehrichtung. 

60/66 Blattwinkel-Schlagwinkelkopplungszahl. 

20/e¢ Blattwinkel-Schwenkwinkelkopplungszahl. 

Einstellwinkel der Geraden durch die Anschlu8punkte der Zugbander an die Nabe gegeniiber der 
Nabenebene, positiv, wenn der vordere AnschluBpunkt erhoht ist. 

g Baustoffdampfungszahl, die zur Verhinderung der Selbsterregung notwendig ist. 

Q Rotorumlaufzahl, in Abb. 9 und 10 bezogen auf tangentiale Kigenschwingungszahl, in Abb. 14 be- 
zogen auf Rotorumlaufzahl im Hubschrauberflug. 

Fortschrittsgrad (Verhaltnis der Vorwartsgeschwindigkeit zur Umfangsgeschwindigkeit der Blatt- 
spitzen). 

Schwingungsamplitude bezogen auf die Amplitude der vorhergehenden Schwingungsperiode. 
Azimuthwinkel des Blattes, von der riickwartigen Lage aus im Umlaufsinne gerechnet. 


SH 


1. Einleitung. Eine der wesentlichen Schwierigkeiten in der Entwicklung der Drehfligler ist die Un- 
zulanglichkeit der Vorausbestimmung dynamischer Eigenschaften. Haufig ergeben sich bei neuen 
Mustern kritische dynamische Zustande, die erst nach Fertigstellung des Musters entdeckt werden 
und deren Behebung langwierig und kostspielig ist. Aussicht auf eine Verbesserung dieses unbe- 
friedigenden Zustandes ist in den letzten Jahren durch Kinfiihrung von zwei neuen Hilfsmitteln 
entstanden. Diese sind das dynamische Rotormodell und die elektronische Rechenanlage. Die 
beiden Hilfsmittel machen es zum ersten Male mdglich einen umfassenden Uberblick der verschie- 
denen dynamischen Erscheinungen zu gewinnen, die bei dem Entwurf eines Drehfliiglers beriick- 
sichtigt werden miissen. Insbesondere bieten die beiden Hilfsmittel die Méglichkeit die kritischen 
Bereiche der selbsterregten Schwingungen vorauszubestimmen und wahrend der Erprobung eines 
neuen Drehfliiglermusters zu vermeiden. Der Verfasser hatte Gelegenheit einige verwickelte dyna- 
mische Drehfliigelprobleme sowohl mit Hilfe von dynamischen Rotormodellen wie auch mit Hilfe 
einer umfangreichen elektronischen Rechenanlage untersuchen zu lassen. In dem vorliegenden 
Bericht werden die Ergebnisse dieser Untersuchungen und anderer hierher gehérender Arbeiten 
zusammengefaBt. 

Uber die Methode der dynamischen Modelluntersuchung sei hier nur soviel gesagt, dal groBe 
Sorgfalt in der Konstruktion und im Bau der Modelle notwendig ist um erfolgreich zu sein. Auch 
erfordert die Deutung der Ergebnisse und ihre Korrektur in bezug auf die unvermeidbaren Abwei- 
chungen von der GroBausfiihrung eine griindliche Vertrautheit mit der Theorie der zu untersuchen- 
den dynamischen Erscheinungen. Wenn diese Vorbedingungen erfillt sind, kénnen sorgfaltig aus- 
gefiihrte Modelluntersuchungen die Erprobungszeit eines Drehfliiglermusters um Jahre verkiirzen 


und das Risiko der Erprobung auf einen Bruchteil herabsetzen. 
gf! 
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Bei Anwendung einer elektronischen Rechenanlage hangt die Brauchbarkeit der Rechnung von 
der Giiltigkeit der getroffenen Rechenannahmen ab. Die Methode der elektronischen Berechnung 
ist zwar schmiegsamer als die Methode des dynamischen Modellversuches, sie ist dagegen wegen 
der notwendigen Idealisierung des dynamischen Systems weniger zuverlassig. Eine Kontrolle der 
Rechnung durch den Modellversuch — wenigstens in Form von Stichproben — ist ratsam. Unter 
den verschiedenen Bavarten von elektronischen Rechenanlagen, die in Betracht kommen, haben 
sich in unserem Falle besonders diejenigen bewahrt, welche auf dem Prinzip der direkten Analogie 
zwischen mechanischem und elektrischem System beruhen. Der Aufbau des aquivalenten elektri- 
schen Systems aus Induktoren, Kapazitaten und Transformatoren ist ohne Kenntnis der Differen- 
tial- oder Integralgleichungen fiir das mechanische System mdglich. Die den Verschiebungen oder 
Verschiebegeschwindigkeiten proportiunalen Luftkrafte werden elektrisch durch Stréme darge- 
stellt, die ihren Ursprung in Verstarkernetzwerken haben. Unter Verwendung von elektronischen 
Multiplikationsgeraten kénnen die Proportionalitatsfaktoren auch zeitlich veranderlich gemacht 
werden, so daB der Drehfliigel im Vorwartsflug behandelt werden kann’. Diese kurzen Andeutungen 
iiber die Methoden des dynamischen Modellversuches und der elektronischen Berechnung dynami- 
scher Eigenschaften miissen hier geniigen. In den folgenden Abschnitten wird lediglich von den 
Ergebnissen der Untersuchungen die Rede sein. 


2. Allgemeines iiber Selbsterregung von Drehfliigelschwingungen. Der Drehfligel kann als ein um- 
laufender elastischer Stab angesehen werden, bei welchem die Masse je Langeneinheit, die Biegesteifig- 
keit in den beiden Richtungen und die Drillsteifigkeit iiber die Lange veranderlich sind. Drehfliigel 
sind meist mit einem sogenannten Schlaggelenk an die Nabe angeschlossen, so da sie senkrecht zur 
Umlaufrichtung frei auf und ab schlagen kénnen. Abb. 1 zeigt eine schematische Seitenansicht 


Abb. 1. Schematische Seitenansicht des Drehfliigels. Abb. 2. Querschnitt des Drehfliigels. 


eines Drehfliigels. A ist die Rotoraxe. Das Schlaggelenk ist in einem gewissen Abstand von der 
Rotoraxe angeordnet. Der Drehfliigel ist um den Winkel / nach oben ausgelenkt gezeichnet. Oft 
ist neben dem Schlaggelenk auch ein Schwenkgelenk vorgesehen, welches Bewegungen des Dreh- 
fliigels in der Umlaufebene erlaubt. 


Abb. 2 zeigt den Querschnitt eines Drehfliigels, der gegen die Bewegungsrichtung um den 
Winkel 0 eingestellt ist. In den Querschnitt sind die Durchsto8punkte von vier Axen eingezeichnet : 
Die aerodynamische Axe J geht durch denjenigen Punkt des Querschnittes, um den das Luftmoment 
infolge statischer Anstellwinkelanderungen verschwindet. Bei iiblichen Fligelprofilen liegt die 
aerodynamische Axe 23 bis 25% der Fliigeltiete von der Vorderkante des Fliigels entfernt. Die 
Schweraxe 2 geht durch den Massenschwerpunkt des Querschnittes. Die Torsionsaxe 3 verbindet 
diejenigen Punkte, durch welche Querkrafte gelegt werden kénnen ohne Verdrillung zu erzeugen, 
und die Biegeaxe 4 verbindet diejenigen Punkte, durch welche Langskrafte gelegt werden kénnen 
ohne Verbiegung zu erzeugen. Wenn Schweraxe und Biegeaxe zusammenfallen, was meistens an- _ 
genahert der Fall ist, haben die Fliehkrafte kein Biegemoment. Die relative Lage dieser vier Axen 
spielt fiir die Selbsterregung von Drehfliigelschwingungen eine entscheidende Rolle. 


Ohne Luftkrafte und Luftmomente klingen die Kigenschwingungen der Drehfliigel infolge der 
Baustoffdampfung mehr oder weniger rasch ab. Durch die am schwingenden Drehfliigel geweckten 
Luftkrafte und Luftmomente werden erstens die Eigenschwingungsformen beeinfluBt, und zweitens 
werden die Dampfungsbeizahlen der Eigenschwingungen verandert, wobei die urspriinglich vor- 
handene Dampfung vergréBert oder verringert werden kann. Die dynamische Stabilitatsgrenze ist 
diejenige Drehzahl, bei welcher die Dampfung einer Eigenschwingung zu Null geworden ist. Jenseits 
der Stabilitatsgrenze setzt Selbsterregung ein. Ist die Schwingungsform mit erheblichen vertikalen 
Amplituden verbunden so nennt man den Zustand der Selbsterregung Flattern. Fiir andere Formen 
der Selbsterregung wird die Bezeichnung Flattern manchmal im iibertragenen Sinne gebraucht. 


* Die Methode der direkten Analogie ist fiir den Standlauf beschrieben in R. H. MacNeal. Direct Analog - 
Method of Analysis of the Vertical Flight Characteristics of the Lifting Roter with Floating Hub, J. Am. Hel. 
Soc. 3 (1958) H. 4, Seitdem wurde die Methode auf Zustande des Vorwartsfluges erweitert. 
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Die meisten theoretischen Untersuchun 


en tber die Selbst ii i 
Pe ischken: sich’ auf lincare acu 8 elbsterregung von Drehfliigelschwingungen 


C. Die Nichtlinearitaét kann einerseits die Zerstérung eines 
Systems nach Uberschreiten der linearen Stabilitatsgrenze verhindern, indem an Stelle des unbe- 
grenzten Anwachsens einer Schwingung sich ein stabiler Grenzschwingungszustand einstellt; die 
Nichtlinearitat kann andererseits aber auch neue selbsterregte Zustinde herbeifiihren die im 
linearisierten System nicht auftreten kénnen. Derartige Zustande sind sowohl bei F ners h eln 
wie bei Drehfliigeln bekannt geworden. Sie treten bei groBen Anstellwinkeln auf. Peden a 
mungsablésung eine Rolle spielt. Ein solcher Fall soll hier kurz besprochen Sense 


Abb. 3 zeigt die durch einen Modell- 
versuch im Standlauf ermittelte Rotor- 
umlaufzahl an der Flattergrenze Q, und 
die Flatterschwingungszahl w, eines 
Drehfliigels*. Die Drilleigenschwingungs- 
zahl we des Drehfliigels ohne EinfluB 
der Fliehkraft ist ein Ma der Drill- 
steifigkeit. In Abb. 3 ist wie tiblich das 
Verhaltnis w/2, und das Verhaltnis 
W/o tiber dem Blatteinstellwinkel O 
aufgetragen. Man erkennt, da8 unter- 
halb des Einstellwinkels von 12° die 
Flattergrenze und die Flatterschwin- 2 G2. 
gungszahl nahezu unabhangig vom Blatt- 


einstellwinkel sind. In diesem Bereich 
haben wir klassisches Fliigelflattern, auf 9 10° 20° 30° 
das wir im nachsten Abschnitt etwas Abb. 3. Ergebnis von Flatterversuchen im Standlauf. 
naher eingehen werden. Oberhalb 12° 

Blatteinstellwinkel sinkt die Flatterdrehzahl rasch ab, und die Flatterschwingungszahl nahert 
sich der Drilleigenschwingungszahl. Dieser zweite Ast der Flatterkurven ist durch die nicht- 
lineare Beziehung zwischen Auftrieb und Anstellwinkel infolge AbreiBens der Strémung] am 
Profil bedingt. Um bei einer bestimmten Rotordrehzahl Flattern zu vermeiden, mu8 im nicht- 


-linearen Bereich die Drilleigenschwingungszahl und damit die Drillsteifigkeit gegeniiber dem 


linearen Bereich wesentlich erhéht werden. Das nichtlineare Gebiet liegt im allgemeinen auBer- 
halb des normalen Flugbereichs. Bei extremen Abfangszustanden kann jedoch sehr wohl kurzzeitig 
durch Nichtlinearitat bedingtes Flattern auftreten, und diese Frage erfordert weiteres Studium. 


Die selbsterregten Drehfliigelschwingungen im linearen Gebiet lassen sich in drei Gruppen ein- 
ordnen. In der ersten Gruppe ist der Mechanismus der Selbsterregung der gleiche wie im Falle des 
klassischen Fliigelflatterns. Eine Eigenschwingungsform mit im wesentlichen vertikalen Schwin- 
gungsamplituden und eine zweite Eigenschwingungsform mit im wesentlichen Drillschwingungs- 
amplituden werden durch Hinzunahme der Luftkrafte und Luftmomente in solcher Weise gekop- 
pelt, daB die eine der beiden Kopplungsschwingungsformen bei Erreichen der Flatterdrehzahl ihre 
Dampfung verliert. Die Flatterschwingungszahl liegt zwischen der urspriinglichen Schlag- oder 
Schlaghiegeschwingungszahl und der urspriinglichen Drillschwingungszahl. 


In der zweiten Gruppe linearer Selbsterregung ist es die tangentiale Blatteigenschwingung, 
welche durch Kopplung mit anderen Eigenschwingungen ihre Dampfung verliert. Starrfliigel sind 
in tangentialer Richtung zu steif als daB diese Art der Selbsterregung auftreten kénnte, sie 
wurde daher nur bei Drehfliigeln mit ihren grofen Verhaltnissen von Lange zu Tiefe beobachtet. 
Die Frequenz der selbsterregten Schwingung ist angenahert gleich der Frequenz der tangentialen 
Fligeleigenschwingung. 

’ In der dritten Gruppe linearer Selbsterregung ist die Ursache fiir die Instabilitat die Periodizitat 
der Proportionalitatsfaktoren, welche mit den Verschiebungen oder mit den Verschiebegeschwindig- 
keiten multipliziert die Luftkrafte ergeben. Der einfachste Fall einer durch Koeffizientenperiodi- 
zitat verursachten Instabilitat ist der lineare Schwinger mit harmonisch veranderlicher Elastizitat, 
und es ist bekannt, daB ein solches System der Selbsterregung fahig ist. 


1 Eine Ausnahme hierzu ist: A. Gessow und A. D. Crim. A Method for Studying the Transient Blade-Flap- 
ping Behaviour of Lifting Rotors at Extreme Operating Conditions, NACA T.N. 3366, Nov. 1954. 

2G, W. Brooks und J. E. Baker, An Experimental Investigation of the Effects of Various Parameters 

Including Tip Mach Number on the Flutter of Some Helicopter Rotor Blades. NACA T.N. 4005, Sept. 1958. 
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Von den drei erwahnten Méglichkeiten der Selbsterregung kénnen die beiden ersten sowohl im 
Standlauf wie auch im Vorwartsflug des Drehfliiglers auftreten. Der Vorwartsflug verandert die 
Drehzahlgrenzen fiir dynamische Stabilitat, wobei diese Grenzen sowohl verbessert wie auch ver- 
schlechtert werden kénnen. Die dritte Méglichkeit der Selbsterregung ist auf den Vorwartsflug 
beschrankt und erfordert im allgemeinen hohe Fortschrittsgrade mit grofen Gebieten der Riick- 
wartsanblasung der Drehfliigel. Die drei Falle sollen nunmehr etwas mehr ins einzelne gehend be- 
sprochen werden. 


3. Drehfliigelflattern im Standlauf. Die erste Anwendung der klassischen Flattertheorie auf den 
Drehfliigel im Standlauf ergab, da® fiir die im Verhaltnis zum Starrfliigel relativ hohen Massen- 
zahlen und fiir die im Verhaltnis zum Starrfliigel relativ geringen vertikalen Steifigkeiten die Flatter- 
grenze und die statische Torsionskippgrenze fiir Kippen um die Schweraxe nahezu zusammenfallen’. 
Erst kiirzlich wurden Flatterversuche an Modelldrehfliigeln vorgenommen, welche eine Nachpriifung 
dieser theoretischen Uberlegungen erlauben. Abb. 4 zeigt einen Vergleich zwischen der versuchsmafig 
bestimmten Flattergrenze (ausgezogen) und der theoretischen statischen Torsionskippgrenze (ge- 
strichelt) fiir einen starren angelenkten Drehfliigel mit Torsionsfeder an der Fliigelwurzel. Die Ver- 
suchsdaten sind Modellversuchsergebnissen entnommen?. Die statische Kippgrenze ist einer theore- 


tischen Arbeit entnommen, in welcher diese Grenze mit den Flattergrenzen verschiedener Theorien J} 


verglichen wird?. Fiir Schwerpunktsriicklagen von 2% an stimmt die Kippgrenze gut mit der 
Flattergrenze iiberein. Fiir sehr geringe Schwerpunktsriicklagen machen sich gewisse Kopplungs- 
glieder, welche die Massenverteilung des Drehfliigels senkrecht zur Umlaufebene enthalten, bemerk- 
bar und verursachen eine Verringerung der Flatterumlaufzahl. 

Eine interessante Erscheinung wurde bei kleinen Blatteinstellwinkeln und bei groBen Schwer- 
punktriicklagen (gréBer als 5% der Fliigeltiefe) beobachtet. Es gibt dann, wie Abb. 4 zeigt, ober- 
halb der eigentlichen Flattergrenze ein schmales Gebiet, innerhalb dessen relativ schwache Flatter- 
schwingungen auftreten. Dieses Flattergebiet 1aBt sich theoretisch vorhersagen, wenn man gewisse 
Annahmen iiber die Wirbelstruktur des Schraubenabwindes macht*?. Bei den erwahnten Flatter- 

versuchen war es méglich, die Drehzahlen fiir die- 
4% ses Abwindflattern zu durchschreiten und bei er- 


aha hédhten Drehzahlen einen neuen stabilen Zustand 
aE oe zu erreichen. Die Erscheinung des Abwindflattern 

ie ist zwar theoretisch sehr interessant, sie scheint 

2 jedoch praktisch keine groBe Bedeutung zu haben, 


instabil da sie auf geringe Blatteinstellwinkel, gréBere 
Yi Schwerpunktriicklagen und verschwindende rela- 
tive horizontale Anstrémung des Rotors be- 
schrankt ist. 


Der in Abb. 4 dargestellte Fall des starren 

angelenkten Drehfliigels mit Torsionsfeder an der 

— : Fliigelwurzel ist nur eine mehr oder weniger gute 

Abb. 4. Vergleich der versuchsmaBig ermittelten Flattergrenze * . - 5 = 

im Standlauf (ausgezogen) mit der statischen Torsionskippgrenze Annaherung an den wirklichen Drehfliigel, bei 

(eesizichelt): welchem auBer dem Abstand zwischen aerodyna- 

mischer Axe und Schweraxe und auBer der Drill- 

eigenfrequenz noch eine Reihe weiterer Parameter einen gewissen Einflu® auf die Flattergrenze 
haben. Auf einige dieser Einfliisse soll im folgenden kurz hingewiesen werden. 


Blattmassenzahl. Das Verhaltnis der Blattmasse zur Masse eines bestimmten Luftvolumens 
hat nur einen geringen KinfluB auf die Flattergrenze®. (Wenn die Massenzahl ein wesentlicher Flat- 
terparameter ware, kénnte die statische Torsionskippgrenze, welche von der Massenzahl unabhangig 
ist, keine brauchbare Naherung der Flattergrenze darstellen.) 


Torsionsaxe. Fiir das Modell der Abb. 4 fielen Torsionsaxe und aerodynamische Axe zusam- 
men. Wahrend bei Flugzeugfliigeln die Lage der Torsionsaxe wesentlich fiir die Flattergrenze ist, 


E% 
al 
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1 K, Hohenemser, Ing.-Arch. 10 (1939) S.133. Die naherungsweise Gleichheit von Flattergrenze und 
statischer Torsionskippgrenze fiir Kippen um die Schweraxe wurde fiir den schweren biegeweichen Fliigel auch 
von Theodorsen und Garrick gefunden (Mechanism of Flutter usw. NACA Rept. No. 685, 1940). 
® H. Daughaday, F', Duwaldt und C, Gates, J. Am. Hel. Soc. 2 (1957) H. 3. 

° R. H. Miller und C. W. Ellis, J. Am. Hel. Soc. 1 (1956) H. 3. 

* R. G. Loewy, J. Aeron. Sc. 24 (1957) S. 81. 

5 R. Timman und A. I, van der Vooren, J. Aeron. Sc. 24 (1957) S. 694. 
6 s, FuBnote 2 von S. 102. 
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kann man bei Drehfliigeln die Torsionsaxe innerhalb der fiir die Konstruktion praktischen Grenzen 
yerschieben, ohne allzu groBe Anderungen in der Flattergrenze zu erhalten!. 


Statische Ausbiegung in der Umlaufebene. Statische Verbiegungen des Drehfliigels 
in der Umlaufebene, wie sie durch statische tangentiale Luftkrafte hervorgerufen werden, oder wie 
sie durch einen gréferen Abstand der Biegeaxe von der Schweraxe entstehen, haben ebenfalls 
keinen groBen Einflu8 auf den dynamischen Vorgang der Selbsterregung?. 


Vertikale Biegefederung. Die Einfihrung von vertikaler Biegefederung bringt zunachst 
nur geringfiigige Anderungen in der Flatterdrehzahl. Mit wachsender Biegeweichheit tritt jedoch 
der Fall ein, daB die Flatterschwingungsform nicht mehr aus einer Kopplung der Schlagschwingung 
mit der Drillschwingung besteht, sondern daB die erste Biegeschwingung mit der Drillschwingung 
gekoppelt ist®. Abb. 4 ist dann als Naherung nicht mehr zu gebrauchen. 


Torsionsfederung des Drehfligels. Der EinfluB der iiber die Fliigellange verteilten Tor- 
sionselastizitat ist im allgemeinen gering, da die Hauptdrillweichheit von der Steuerung herrihrt, 
die als Drillfeder an der Fliigelwurzel angenahert werden kann. Es geniigt meist, die verteilte Tor- 


sionselastizitat lediglich in der Ermittlung der Drilleigenfrequenz zu beriicksichtigen, nicht aber in 
der Ermittlung der Drillschwingungsform!. 


Schlagwinkel-Blattwinkelkopplung. Vielfach wird eine kinematische Schlagwinkel-Ein- 
stellwinkelkopplung verwendet, wobei ein Aufwartsschlagen eine Verringerung des Einstellwinkels 
bewirkt. Die Schlagaxe ist unter dem Winkel 6, gegen die Normale 
zur F'liigelaxe angeordnet, siehe Abb. 5. Das Verhaltnis der Einstell- 
winkelanderung zur Schlagwinkelanderung ist 00/08 =—tang6,. 
Eine solche Kopplung hat einen erheblichen EinfluB8 auf die Flatter- ay \2 
drehzahl und ist gleichbedeutend mit einer Riickverschiebung des a 
Schwerpunktes. Fir ein typisches Hubschrauberblatt erhalt man | 
fiir 03; = 45° eine aquivalente Schwerpunktsriicklage von 2,5% der AV OSe Skea Deena 
Fliigeltiefe. Wenn die Flattergrenze durch die Torsionskippgrenze des Drehfligels. 
angenahert werden soll, muff Auskippen um die Aquivalente 
Schweraxe angenommen werden, die um diesen Betrag hinter der wirklichen Schweraxe 
liegt. 

Vorwartsflug. Abb. 4 gilt fiir den Standlauf. Modellversuche im Vorwartsflug ergaben, daB 
fiir maBige Fortschrittsgrade im Bereich der fiir Hubschrauber iiblichen Werte die Flatterdrehzahl 
etwas erniedrigt wird®. Fiir gréBere Fortschrittsgrade kann die Periodizitat der Koeffizienten eine 
neue Art von dynamischer Instabilitat hervorrufen, die im letzten Abschnitt besprochen werden 
wird. 


4. Selbsterregte Standlaufschwingungen in der Umlaufebene. Bei den kollektiven Schwingungen sind 
die Schwingungsphasen fiir die verschiedenen Drehfliigel die gleichen. Der Rotor verhalt sich dann wie 
ein Schwungrad, das am oberen Ende der Rotorwelle angebracht ist. Das Tragheitsmoment dieses 
aquivalenten Schwungrades ist fiir jede der Eigenschwingungsformen der Blatter verschieden. Die 
kollektiven Blattschwingungen miissen bei der Torsionsschwingungsberechnung der Welle beriick- 
sichtigt werden. Abgesehen von Fallen mit instabilen Drehzahlregelungsanlagen haben kollektive 
Blattschwingungsformen, soweit Schwingungen in der Umlaufebene eines einzigen Rotors in Frage 
kommen, zu keiner dynamischen Instabilitat gefiihrt. 


AuBer der kollektiven Form gibt es bei drei- oder mehrfliigeligen Rotoren zwei weitere Schwin- 
gungsformen, bei denen die Schwingungsamplituden der verschiedenen Drehfliigel eines Rotors die 
gleichen, die Schwingungsphasen jedoch verschieden sind. Addiert man die Verschiebungen der 
Fligelschwerpunkte geometrisch, so findet man, daf jetzt der Gesamtschwerpunkt des Rotors oe 
Kreisbewegung um die Rotoraxe ausfiihrt. Erfolgt die Kreisbewegung im Umlaufsinne, y es = 
man yon einer zyklischen Gleichlaufschwingung, erfolgt die Kreisbewegung entgegen dem m a - 
sinne, so redet man von einer zyklischen Gegenlaufschwingung. Die Winkelgeschwindigkeit der 


1 L. Goland und A. A. Perlmutter, J. Aeron. Sc. 24 (1957) S. 281. 

2 s, FuBnote 3 von S. 102. 

3 5, FuBnote 2 von S. 102. 

4 2 S. 102. 

e Papen M. A. Sylvester, The Effect of Control Stiffness and Forward Speed on the eee of 
a 1/10-Scale Dynamic Model of a Two-Blade Jet-Driven Helicopter Rotor. NCAA T.N. 3376, Apr. 1955. 
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Schwerpunktskreisbewegung ist, bezogen auf das umlaufende Koordinatensystem, gleich der Kreis- 
frequenz der Blatteigenschwingung. 


Unter den selbsterregten Blattschwingungen in der Umlaufebene befindet sich eine Art, die 
auch ohne Luftkrafte auftreten kann. Solche Selbsterregungen wurden bereits an den ersten Dreh- 
fliiglern beobachtet und spater auch theoretisch untersucht’. Die selbsterregte Schwingungsform 
ist eine zyklische Gegenlaufschwingung, und die Selbsterregung wird durch Kopplung dieser Schwin- 
gung mit Schwingungen der Zelle verursacht, die mit horizontalen Bewegungen der Nabe verbunden 
sind. Das Zentrum des Drehzahlbereiches fiir Selbsterregung liegt bei derjenigen Rotordrehzahl, 
fiir welche die Differenz Drehzahl und ungekoppelter Blatteigenfrequenz (im rotierenden System) 
gleich der ungekoppelten Zelleneigenfrequenz ist. Bei der zyklischen Gegenlaufschwingung rotiert 
der Schwerpunkt des Rotors, bezogen auf das raumfeste Koordinatensystem, mit der F requenz von 
Drehzahl minus Blatteigenfrequenz, so da8 ohne Kopplung ein kritischer Zustand vorliegen miiBte, 
wenn diese Umlauffrequenz mit der Eigenfrequenz der Zelle zusammenfallt. Wie die Theorie der 
gekoppelten Schwingungen zeigt, handelt es sich dabei jedoch nicht um einen diskreten kritischen 
Schleuderzustand, wie er bei umlaufenden Wellen mit starren Scheiben vorkommt, sondern die 
Selbsterregung erstreckt sich tiber einen endlichen Drehzahlbereich in der Nachbarschaft der kriti- 
schen Drehzahl. Die Theorie der Kopplung zeigt weiter, daB der entsprechende ,,kritische“‘ Zustand 
fiir die Gleichlaufschwingung infolge der Kopplung nicht zur Selbsterregung fiihren kann. 


Fiir verschwindende Dampfung der Blattschwingungen wie auch der Zellenschwingungen sind 
die Konstruktionsbedingungen zur Vermeidung mechanischer Selbsterregung einfach. Man mu8 
lediglich dafiir sorgen, daB die maximale Drehzahl um einen gewisses MaB unter der Summe von 
Blatteigenfrequenz und Zelleigenfrequenz bleibt. Weniger einfache Verhaltnisse erhalt man, wenn 
Dampfung vorhanden ist. Wahrend geniigend groBe Dampfung sowohl der Blattbewegung wie auch 
der Zellenbewegung den instabilen Drehzahlbereich unterdriickt, kann eine zu geringe Dampfung 
den instabilen Bereich des ungedampften Systems erweitern und neue instabile Bereiche herbei- 
fahren’. 


Zyklische Gleichlauf- und Gegenlaufschwingungen kénnen auch aerodynamisch selbsterregt 
werden. Abb. 6 zeigt die theoretische Stabilitatsgrenze der Schwingungen in der Umlaufebene eines 
starren Drehfliigels mit Schlag- und Schwenkgelenk‘. Der Drehfliigel hat eine Blattwinkel-Schwenk- 
winkelkopplung, wobei einer VergréBerung des Schwenkwinkels entgegen der Drehrichtung eine 
Verringerung des Blattwinkels ergibt. Die Schwenkschwingung wird selbsterregt, wenn der Kopp- 
lungsfaktor 09/0¢ einen gewissen negativen Wert 


Nd uiberschreitet, der mit zunehmender Blatteinstel- 
-93 lung kleiner wird. Die Frequenz der selbsterregten 
\ Schwingung ist nahezu gleich der Eigenfrequenz 
-02 
instabil 
Lhiny 
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0 ee 
6 8 10 1 m4 16 
Abb. 6. Grenze der Selbsterregung des starren angelenkten Drehfliigels Abb. 7. Schematische Draufsicht des Taumelnabenrotors. 


mit Blattwinkel-Schwenkwinkelkopplung. 


der Blattschwenkschwingung. Die Schwingungsphasen entsprechen denjenigen des zyklischen 
Gegenlaufs. Die Theorie der Selbsterregung von Schwenkschwingungen infolge Blattwinkel- 
Schwenkwinkelkopplung ist durch Beobachtung an Rotormodellen® und durch Standlaufversuche 


1 K, Hohenemser, Ing.-Arch. 14 (1943) S. 83. 

2 R. P. Coleman und A. M. Feingold, Theory of Self-Excited Mechanical Oscillations of Helicopter Rotors 
with Hinged Blades. NACA T.N. 3844, Febr. 1957. (Neudruck eines 1943 erschienenen vertraulichen Be- 
richts). 

3 T. Warming, J. Am. Hel. Soc. 1 (1956) H. 3. 

* Pei Chi Chou, J. Am. Hel. Soc. 3 (1958) H. 3. 


° J. W. McKee, Pitch-Lag Instability as Encountered During Tests of a Model Rotor. Vorgetragen auf 


dem 26ten Meeting des Inst, Aeron, Soc, New York, Jan. 1958 (IAS Preprint 807). 
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- kopplung Anderungen der Blatteinstellwinkel entstehen. Die Dreh- 


_ zu kritischer Dampfung) der Blatt- 
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mit Originalrotoren veranlaBt worden, und sie liefert eine befriedigende Deutung der Versuchs- 
ergebnisse. 


Ein wesentlich komplizierterer Fall von selbsterregten Blattschwingungen in der Umlaufebene 
wurde an einem Modell eines Taumelnabenrotors beobachtet und einer rechnerischen Untersuchung 
auf einer elektronischen Rechenanlage unterworfen!. Abb. 7 zeigt eine schematische Draufsicht des 
Rotors. Die Nabe kann um ein nicht gezeichnetes zentrales Gelenk 
frei taumeln. Die Drehfliigel konnen in bezug auf die Nabe Schlag- 
bewegungen ausfiihren, wobei infolge der Blattwinkel-Schlagwinkel- 


fliigel sind durch je zwei Zugbander an die Taumelnabe angeschlossen, 

die angenahert in der Umlaufebene liegen und den Blattern eine Pee ee ee 
rman t 2 it AnschluBpunk 

hohe Biegesteifigkeit in der Umlaufebene geben. Abb. 8 zeigt Gan yy Zaphants | oe ii 

eine schematische Seitenansicht der Taumelnabe in Richtung einer 

Blattaxe. Die AnschluBpunkte der Zugbander an die Nabe liegen auf einer Geraden, die gegen die 

Nabenebene um den Winkel @, verdreht ist. 


Kin solcher Rotor ist dynamisch ein sehr verwickeltes System, da die Bewegungen der ver- 
schiedenen Drehfliigel eines Rotors auf mehrfache Weise miteinander verkoppelt sind. Standlaufe 
mit dem Modell eines solchen Rotors zeigten selbsterregte Schwingungen der Blatter in der Umlauf- 
ebene, wobei die Frequenz der selbsterregten Schwingungen gleich der Eigenfrequenz der horizon- 
talen Blattschwingung war. Die Stabilitatsgrenzen erwiesen sich abhangig vom Blatteinstellwinkel. 
Selbsterregung trat in einem gewissen Drehzahlbereich auf und verschwand wieder bei héheren 
Drehzahlen. Die Schwingungsform war diejenige des zyklischen Gleichlaufs, die nach dem frither 
gesagten mechanisch nicht selbsterregt werden kann. 


Das Rotorsystem wurde auf einer elektronischen Rechenanlage, welche auf dem Prinzip der 
direkten Analogie beruht, untersucht”. Das Ergebnis der Rechnung ist in Abb. 9 in der tiblichen 
Weise wiedergegeben. Die zur Ver- 
meidung von Selbsterregung gerade 
erforderliche Baustoffdiampfung g 
(doppeltes Verhaltnis von Dampfung 


schwingung in der Umlaufebene wurde 
iiber der Umlaufzahl aufgetragen, die 
hier durch Bezug auf die tangentiale 
Blatteigenschwingungszahl dimensi- 
onslos gemacht wurde. Die zwei aus- 
gezogenen Kurven gelten fir die 
zyklische Gleichlaufschwingung bei 
8 und 16 Grad Blatteinstellung, die 
beiden gestrichelten Kurven gelten 
fiir die zyklische Gegenlaufschwin- 
gung bei den gleichen Blattwinkeln. 
Die gréBte Baustoffdampfung ist bei 
einer Drehzahl von etwa 0,5 erforder- 
lich, darunter und dariber sind klei- 
nere Werte ausreichend. Die erforder- 
liche Baustoffdampfung steigt mit 
wachsendem Blattwinkel. Praktisch vorhandene Baustoffdampfungszahlen sind in der GréBenordnung 
von g = .023, so daBes oberhalb 8 Grad Blattwinkel einen Drehzahlbereich gibt, in welchem Selbsterre- 
gung auftritt. Dies stimmt mit der Beobachtung am Modellrotor iiberein. Die Modellversuche erstreck- 


ten sich auf Drehzahlen bis zu Q = .8 und zeigten keine Bereiche, in denen die zyklische Gegen- 
laufschwingung selbsterregt wurde. Nach dem Ergebnis der Rechnung in Abb. 9 ist bei dariber 
hinaus gehenden Drehzahlen bei hohen Blattwinkeln Selbsterregung der Gegenlaufschwingung zu 


erwarten. 


Abb. 9. Q — g Schaubild des Taumelnabenrotors fiir 6, = 0. 


1K. H. Hohenemser und C. H. Perisho, J. Am. Hel. Soc. 3 (1958) H. 4. 


2 s, FuBnote 1 von S. 100. ; 
3 F. W. Gibson, Determination of the Structural Damping Coefficient of 6 Full-Scale Helicopter Blades. 


NACA T.N. 3862, Dez. 1956, 
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Die Untersuchungen mit Hilfe der elektronischen Rechenanlage ergaben, da8 die erforderlichen 
Baustoffdampfungen stark herabgesetzt werden konnten, wenn die Ansatzpunkte der Zugbander 
an der Nabe um geringe Winkel @, verdreht wurden. Abb. 10 zeigt die Ergebnisse fiir 0, = 2°. 
In allen vier Fallen ist die erforderliche Baustoffdampfung so weit herabgesetzt, da nunmehr 
Selbsterregung im ganzen Drehzahlbereich ausgeschlossen ist. Modellversuche bestatigten die 

Wirksamkeit dieser praktisch gering- 
g fiigigen Anderung, welche jedoch die 

a ; Kopplung zwischen den Blattern 
wesentlich verandert. 

Die tatsachliche Ermittlung der 
vorhandenen Baustoffdampfung ist 
wegen ihres geringen Wertes schwie- 
| rig. Sie wurde fiir das Modell als 
zwischen .015 und .030 liegend ge- 
schatzt. Abb. 11 zeigt die durch Ver- 
suche am urspriinglichen Modell ge- 
wonnene Grenze der Selbsterregung 
verglichen mit den rechnerischen 
he Grenzen fiir jede dieser beiden Bau- 

Abb. 10. —g Schaubild des Taumelnabenrotors fiir @, = 2°. stoffdampfungen. Die Versuchskurve 

liegt zwischen den beiden rechne- 

rischen Grenzkurven, ein Zeichen dafiir, daB die elektronische Berechnung der Selbsterregungs- 
bereiche gut gelungen war. 

Einflu8 des Fortschrittsgrades. Der EinfluB des Fortschrittsgrades auf die Stabilitat der Schlagbe- 
wegung von Rotoren mit angelenkten Drehfliigeln ist mehrfach theoretisch untersucht worden!” mit 
dem Ergebnis, da unter den getroffenen Rechenannahmen Selbsterregung nicht vorkommen kann. 

Im Laufe von Windkanalmodellver- 

0° suchen traten bei Fortschrittsgraden in 
der Gré8enordnung von 1,5 selbsterregte 
Schlagschwingungen auf®. Abb. 12 zeigt 
den Schlagwinkel f als Funktion des Azi- 
muthwinkels y fiir den Zustand an der 
Grenze der Stabilitat, wie er waihrend 
eines Modellversuches gemessen wurde. 

Die Grundperiode der  selbsterregten 

Schwingung ist gleich der doppelten 

Umlaufzeit des Rotors. Selbsterregte 
a Schwingungen nach Art der Abb. 12 
28 aoe Pie p eae nachgewiesen wer- 
~ me en, selbst wenn man nur einen einzigen 
mit vechneritchen Grenzen flr awot angenommene Bamtortiaeuiunges tee, Freiheitsgrad, den der Sohlagheveguea 

cael beriicksichtigt. Im Ansatz der Luft- 

krafte diirfen allerdings keine Nahe- 

rungen verwendet werden, die nur fiir kleine Fortschrittsgrade giiltig sind, wie das in den friitheren 
Arbeiten tiber die Stabilitat der Schlagbewegung iiblich war‘. 

Wahrend die Theorie fiir einen einzigen Freiheitsgrad zwar die grundsatzliche Erscheinung der 
Selbsterregung durch zeitliche Veranderlichkeit der Koeffizienten der Differentialgleichung der 
Schlagbewegung richtig wiedergibt, ist die numerische Ubereinstimmung mit den Versuchsergeb- 
nissen nicht sehr gut. Der Grund hierfiir ist der EinfluB der Elastizitat der Drehfliigel. Eine auch 
numerisch einwandfreie Behandlung des Problems erfordert ein Eingehen auf die Drill- und Biege- 
federungen der Drehfliigel einschlieBlich all der elastischen, Massen- und Luftkraftkopplungen der 
verschiedenen Drill- und Biegeschwingungen. Die Differentialgleichungen dieses Problems sind 
aufgestellt worden’, allerdings ohne die hier benétigten Luftkraftansitze, die auch bei hohen Fort- 


1G. Sissingh, Techn. Ber. Z.W.B. 11 (1944) S. 359, 

® G. Horvay, Rotor Blade Flapping Motion, Quart. Appl. Math. Juli 1947. 
°K. H. Hohenemser, Z. angew. Math. Mech, 35 (1955) H. 6—7, 
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schrittsgraden ihre Giiltigkeit behalten, doch ist die Lésung ohne ausgiebige Verwendung moderner 
elektronischer Rechenanlagen kaum méglich. Eine vereinfachte Lésung, in welcher lediglich ein 
Biegefreiheitsgrad hinzugenommen wurde, zeigt keine wesentliche Verbesserung gegeniiber der 
Rechnung mit nur einem Freihcitsgrad!. Eine andere Lésung, in welcher lediglich ein Torsionsfrei- 
heitsgrad hinzugenommen wurde, ist in Abb. 13 dargestellt?. Hier ist das Verhaltnis S der Ampli- 
tuden zweier aufeinander folgender Schwingungen als Funktion des Fortschrittsgrades aufgetragen. 
Die verschiedenen Punkte wurden durch numerische Integration der Bewegungsdifferentialglei- 
chungen mit Hilfe einer elektronischen Rechenanlage gewonnen. Es wurde iiber eine Zeitspanne 
von etwa 10 Grundperioden integriert, welche im allgemeinen ausreichend war, um Konvergenz fiir 
den Amplitudenfaktor S zu erhalten. Die Grenze der Selbsterregung ist fiir S = 1,0 erreicht. 


Die ausgezogene Kurve in 
Abb. 13 gilt fiir verschwindende 
Schlagwinkel-Blattwinkelkopp- 
lung. In diesem Falle ist die Grund- 
periode der selbsterregten Schwin- 
gung gleich der Umlaufzeit. Die 
gestrichelte Kurve gilt fiir einen ~'0 Ra 2a 3a 
Kopplungsfaktor von 00/08 = 
—2,0, wobei ein Aufwartsschlagen 
eines Blattes eine Verringerung des Blattwinkels bewirkt. Die Grundperiode der selbsterregten 
Schwingung ist jetzt gleich der doppelten Umlaufzeit des Rotors ahnlich wie in Abb. 12. Die Rech- 
nung mit den zwei Freiheitsgraden Schlagen und Blattverdrillung stimmt numerisch weit besser 

mit den Versuchsergebnissen iiberein als die Rechnung mit nur einem Freiheitsgrad. 


4X 
Abb. 12. Modellmessung einer Schlagschwingung an der Grenze der Selbsterregung. 


Von besonderem Interesse ist der Vergleich der dynamischen Stabilitatsgrenze mit der statischen 
Torsionskippgrenze fiir Kippen um die Schweraxe. Wie in dem Vorhergehenden ausgefiihrt ist diese 


Kippgrenze oft eine gute Naherung fiir die Flattergrenze von Drehfliigeln im Standlauf. Es stellt 
sich nun heraus, daf} die Torsions- 


kippgrenze fiir die Str6mungsverhalt- s 
nisse am riickgehenden Blatt bei270° 15 
Azimuthwinkel auch als eine brauch- 
bare Naherung fiir die so viel kom- 
pliziertere Selbsterregung bei hohen 
Fortschrittsgraden verwendet werden 10 
kann. Bei tiblichen Drehfliigelkon- 
struktionen liegt die Schweraxe bei 
etwa 25% der Fliigeltiefe, die aero- 
dynamische Axe fiir Riickwartsan- 29 
blasung liegt bei etwa 75% der 
Fligeltiefe, so da bei Verdrillung 


ein groBes instabiles Drillmoment 


it 
entsteht. Die statische Torsionskipp- 05 2,0 35 
Erenze fiir 270° Azirauthwinkel ist in Abb. 13. Amplitudenverhaltnis zweier aufeinander folgender Schwingungen, 
Abb. 13 eingetragen Sie stimmt gut Rechnungsergebnis fiir die zwei Freiheitsgrade Schlagen und Torsion. 


mit derdynamischenStabilitatsgrenze ees 
fiir 00/08 = 0 iiberein. Eine Schlagwinkel-Blattwinkelkopplung hat keinen Einflu8 auf die Kipp- 
grenze, die dynamische Grenze der Selbsterregung wird jedoch durch eine solche Kopplung etwas 
herabgesetzt. Die numerische Integration iiber mehrere Grundperioden wurde auch fiir ein System 
mit drei Freiheitsgraden durchgefiihrt®. Der dritte Freiheitsgrad, Biegung, brachte eine Erniedri- 
gung der dynamischen Grenze fiir den Fall 00/08 = —2,0 und eine geringe Erhéhung dieser 
Grenze fiir den Fall 00/08 = 0. 


SchlieBlich soll noch an Hand der Abb. 14 der Fall eines Taumelnabenrotors nach Art der Abb. 7 
besprochen werden. Fiir den Flug mit hohen F ortschrittsgraden ist die Nabe an die Steuertaumel- 
scheibe angeschlossen und daher federnd gehalten. Im tbrigen ist das dynamische System das 
gleiche wie zuvor besprochen, insbesondere sind wieder die verschiedenen Kopplungen der Blatter 


1 Y, Shulman, J. Aeron. Sc. 23 (1956) S. 663. 
2 C. H. Perisho, J. Am. Hel. Soc. 4 (1959) H 2. 
3 s, FuBnote 2 von S. 107, 
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untereinander vorhanden. Die Grenzkurven der Selbsterregung sind in Abb. 14 als wu Q iiber Q 
aufgetragen. Die Winkelgeschwindigkeit des Rotors ist hier durch Bezug auf die Drehzah] im Hub- 
schrauberflug dimensionslos gemacht worden. Die unterste Kurve in Abb. 14 ist das Ergebnis von 
Windkanalversuchen. Die zweitunterste Kurve wurde mit Hilfe einer auf direkter Analogie be- 
ruhenden elektronischen Rechenanlage gewonnen. Der strich-punktierte Ast der obersten Kurve 
stellt die mit tblichen Methoden berechnete Flattergrenze fiir den Zustand des Drehfliigels im 
Augenblick des Durchgangs durch die 90° Azimuthlage dar. Die drei Kurven sind nicht direkt 
miteinander vergleichbar, da sie sich auf etwas voneinander verschiedene Rotoren beziehen. Allen 
drei Grenzkurven ist jedoch gemeinsam, daB sie einen mehr oder weniger horizontalen Ast und einen 
steil abfallenden Ast besitzen. Fiir Zustande am horizontalen Ast ergaben sich Grundperioden der 
selbsterregten Schwingungen 
gleich der doppelten Umlauf- 
zeit des Rotors, ahnlich wie in 
Abb.12 gezeigt. Fir Zustande 
am steil abfallenden Ast ergaben 
sich Grundperioden, die kleiner 
waren als die Umlaufzeit des 
Rotors. 


Die durch elektrische Ana- 
logie ermittelte Grenzkurve (in 
Abb. 14 ausgezogen gezeichnet) 
hat in groBen Ziigen einen ahn- 
lichen Verlauf wie die durch Mo- 
dellversuche ermittelte Grenz- 
kurve. Von besonderem Inter- 
esse ist die Tatsache, daB selbst 
die durch eine iibliche Flatter- 
| rechnung fiir 90° Azimuth- 

Y og, oe ae a8 40 ta ne winkel ermittelte Grenzkurve 
Abb. 14, Grenzen der Selbsterregung fiir Taumelnabenrotor mit federnd gehaltener Nabe. einen nahezu horizontalen und 
einen steil abfallenden Ast be- 
sitzt. Es scheint, da8 im Knickpunkt der Grenzkurve sich der Typus der Flatterschwingung 
andert und von gekoppelter Drill- und Schlagschwingung zu gekoppelter Drill- und Biegeschwin- 
gung tbergeht. Wie in Abb. 13 ist wieder die statische Torsionskippgrenze fiir Kippen um die 
Schweraxe fiir 270° Azimuthwinkel eingezeichnet. Wegen der dynamischen Kopplungen zwischen 
den Drehfliigeln kann man hier nicht erwarten, daB die statische Kippgrenze eine gute Naherung 
fiir die dynamische Stabilitatsgrenze darstellt. 


08 


06 


OF 


02 


Aus den Ergebnissen aller drei Methoden kann man den SchluB ziehen, da®B im Vorwartsflug zwei 
verschiedene Arten der Selbsterregung auftreten. Die erste Art ist dem Standlaufflattern ahnlich, 
und der Vorwartsflug verringert lediglich die Standlaufflatterdrehzahl um ein gewisses MaB. Die 
zweite Art der Selbsterregung beruht auf der Periodizitat der Koeffizienten in den Bewegungsglei- 
chungen. Diese Art kommt nur bei hohen Fortschrittsgraden vor. Die Grundperiode dieser selbst- 
erregten Schwingung ist entweder gleich der Umlaufzeit oder gleich der doppelten Umlaufzeit des 
Rotors. 


Der EinfluB des Fortschrittsgrades wurde in Einzelfallen auch fiir die selbsterregten Schwin- 
gungen in der Umlaufebene untersucht. Auf maBige Fortschrittsgrade beschrankte Modellunter- 
suchungen ergaben einen nur geringen Einflu8 des Vorwartsfluges. Untersuchungen mit der Me- 
thode der elektrischen Analogie hatten das gleiche Ergebnis und zeigten weiter, daB bei hohen 
Fortschrittsgraden in der GréBenordnung von eins die Selbsterregung der Schwingungen in der 
Umlaufebene verschwand. Dieses Ergebnis kénnte jedoch auf den speziellen Fall, der untersucht 


wurde, beschrankt sein und sollte ohne weitere systematische Nachpriifungen nicht verallgemeinert 
werden. 


(Eingegangen am 28, Oktober 1958.) 
Anschrift des Verfassers: Dr. Kurt H. Hohenemser, 2421, Remington Lane, St. Louis 17, Mo. USA. 
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W armespannungen bei einem nichtlinearen Elastizitatsgesetz 
Von F, Jindra 


1. Einleitung. Die klassische Elastizitatstheorie geht vom Hookeschen Gesetz aus, das einen 
linearen Zusammenhang zwischen Spannungen und Verzerrungen annimmt. Die Verzer- 
rungen werden als unendlich klein angesehen, indem héhere Potenzen der VerzerrungsgréBen 
gegentiber Gliedern von erster Ordnung vernachlassigt werden diirfen. Viele Werkstoffe befolgen 
auch schon bei kleinen Verzerrungen nicht mehr das Hookesche Gesetz, so daB ein nichtlineares 
Gesetz zur Beschreibung der elastischen Eigenschaften erforderlich wird. Ein nichtlineares Elastizi- 
tatsgesetz, dessen Giiltigkeit wie in der klassischen Theorie auf kleine Verzerrungen beschrankt 
bleibt, hat H. Kauderer angegeben.1 


Im folgenden werden Spannungen, die durch Temperaturanderungen hervorgerufen werden, 
unter der Annahme des nichtlinearen Elastizitatsgesetzes fiir kleine Verzerrungen untersucht. In 
Ziff. 2 werden die thermisch-elastischen Grundgleichungen der nichtlinearen Elastizitatstheorie 
zusammengestellt. Als Anwendung behandeln wir zuerst (Ziff. 3) die von einem stationdren Warme- 
strom herriihrenden Spannungen in einer dickwandigen Hohlkugel. Als zweites Beispiel folgt 
(Ziff. 4) der ebene Spannungszustand, der sich in einer diinnen Kreisringscheibe infolge eines 
stationdaren Temperaturfeldes ausbildet. Um die dabei auftretenden nichtlinearen Differential- 
gleichungen integrieren zu kénnen, missen wir uns allerdings auf eine einfache, bestimmte Form 
des Gesetzes beschranken. Die Zahlenbeispiele lassen wieder die bei anderen schon behandelten 
Problemen? beobachtete, fiir das nichtlineare Gesetz charakteristische Tendenz erkennen, da die 
Spannungsspitzen gegeniiber ihren Werten beim linearen Elastizitatsgesetz abgebaut werden. 


2. Die elastischen Grundgleichungen. Mit den auf ein rechtwinkliges (x, y, z)-System bezogenen 
Spannungskomponenten 6,, Oy, 0,,Txy> Ty: Tzx und den zugehérigen Verzerrungskomponenten €,, €,, 


Es Yay Yyo Ysx lauten die Grundgleichungen des nichtlinearen Elastizitatsgesetzes 


1 1 
a a SUK k(so) Go a +E Blts) (o, —— do) ? 


1 1 
ey = 5K so) Oo 1 5G Blt) (0, — 9p) » 
(1) 
1 if 
= 3K MSo) Oe 76 Slt) (G55) 
1 9 1 2 —— 1 2 
Vey = GB) Tey> Vy = GBT Par = LE) Te 


Dabei bedeuten K und G den Kompressions- und den Schubmodul der linearen Theorie und sy und 
t, die invarianten, dimensionslosen SpannungsgréBen 


oy i; 

aa SOS oC 
1 

Oo = 3 (0, + Fy + 4,)> (2) 
9 2 

%= Ee e Ge Oo) 1, 9a): (0, — 09)"] + try + ty + Tey 


Von der Kompressionsfunktion k(s)) und der Schubfunktion g(é) wird angenommen, daB sie sich 
in Potenzreihen entwickeln lassen: 

k(So) = 1 + hy So + he Sp + hg 85 + +++ BG ete 1 iy fh Bato ee (3) 
wobei die Koeffizienten dieser Reihen Stoffzahlen sind. 


1 H. Kauderer, Ing.-Arch. 17 (1949), S. 450; H. Kauderer, Nichtlineare Mechanik, S. 14, Berlin 1958; 
C. B. Biezeno und R. Grammel, Technische Dynamik, 2. Aufl., Bd. 1, S. 35, Berlin 1953. 
2 F. Jindra, Ing.-Arch. 22 (1954) S. 411; 23 (1955) S. 122; 23 (1955) S. 373. 
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Tritt in einem isotropen, homogenen Kéorper eine Temperaturanderung T = T(x, y, 2) auf, 
so ergeben sich bei freier Ausdehnung der einzelnen Volumelemente die Dehnungen und die Schie- 
bungen: 

é, = by = 6, =aT, Wry = Vos = Pex — Yor (4) 
wenn « den Warmeausdehnungskoeffizienten bezeichnet. 

Im allgemeinen ist eine unbehinderte Volumanderung an einzelnen Elementen bei Temperatur- 
anderungen nicht méglich. Es treten also Warmespannungen auf. Die gesamten Dehnungen 
setzen sich dann aus den durch die Spannungen nach (1) und den durch die Temperatur nach (4) 
hervorgerufenen Anteilen zusammen. Man erhilt 


1 1 
ee dence | 


1 1 
Ey =a So) % + 5G 8h) (Cy —%) +aT, 


1 1S hes 
E, = 3K (so) Oo + 56 Slt) (F, = G5) 4a F 


Die Ausdriicke (1) fiir die Winkelanderungen werden von den Temperaturanderungen nicht be- 
troffen. Die Unabhangigkeit der elastischen und thermischen Materialkonstanten von der Tem- 
peratur wird vorausgesetzt. 

Die Ermittlung des Spannungsverlaufs wird bei willkiirlich vorgegebenen Kompressions- und 
Schubfunktionen (3) ziemlich groBe Schwierigkeiten bereiten. Bei den Anwendungen wollen wir 
deshalb die Rechnung vereinfachen und uns auf die einfache, physikalisch sinnvolle Annahme 
beschranken, daB® die Funktionen (3) in der Form 


k(s)) = 1, b(t) = 1+ bt (6) 


gegeben sind und g(t) nur wenig vom Wert Eins abweicht. Diese Annahme ist aber allgemein 
genug, um eine Anpassung von Versuchsergebnissen zu erméglichen. 


3. Die Hohlkugel. Findet durch die Wande einer dickwandigen Hohlkugel eine stationare 
Warmestrémung statt, so wird der hierdurch hervorgerufene Spannungs- und Formanderungs- 
zustand um den Kugelmittelpunkt symmetrisch sein. 

Wie das Kraftegleichgewicht an irgendeinem Element der Kugel im Abstand r vom Mittel- 
punkt zeigt, gilt zwischen Radialspannung o, und Tangentialspannung o, die folgende Beziehung 


r do, 
=O, >a: (7) 


Bezeichnet u die radiale Verschiebung, so ist die Formanderung vollstandig durch die Dehnungen 
in radialer und tangentialer Richtung 


rie (8) 


beschrieben. Der Zusammenhang der Dehnungen mit den Spannungen und dem Temperatur- 


verlauf T(r) ist durch die Grundgleichungen (5) festgelegt: 


&, =F = 7 Mev) (6, + 20,) + arated) (6, — oho T, 
u 1 é 1 (9) 
Ep a = a OK k(so) (0, =f 2 Oy) = me (ts) (a. > a 0,) oR Ce i 
mit 
1 2 
So =p (0 +25), i= 9G2 (Co Oa). 


Indem man wu aus den beiden Gleichungen (9) eliminiert und (7) einfiihrt, findet man fiir die 
radiale Spannung die Differentialgleichung 


ied ? eed ; / 
Olkedr [k(S9) (r Gots 3 0,)] 1G 1OVGvan [g(t5) r 0; ] ae a g(t?) 6, +a a == (0) (10) 
mit 
5 =e ee ti ples ae 
0 9K r O,) > to aa Caer 


sae A 


——~ a 
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Striche bedeuten Ableitungen nach r. Hierzu treten die Randbedingungen: 


0,(T9) a 0, (T,) == 0 ? (11) 
wenl Ty den inneren und r, den auBeren Halbmesser bezeichnet. 
Fur die Temperaturverteilung Tin der Hohlkugel beim stationaren Zustand gilt bekanntlich 


Po Pel il 
eS pes Oa Oi ee 
o aL il ie a (12) 
To Ta 


mit den Randwerten T = T, fiir r =r) und T = T, fir r =r, 


Die Lésung des Problems hangt also von der Integration der Gleichung (10) mit den Rand- 
bedingungen (11) ab. Wegen der komplizierten Form dieser nichtlinearen Differentialgleichung 
soll weiter nur der praktisch haufige Sonderfall (6) betrachtet werden. Mit der Annahme (6) und 
wegen (12) vereinfacht sich die Differentialgleichung (10) fiir die Radialspannung zu 


(@ ro," + lI) ro, +2 (@ro,* + 2) o, —3(T,— tgp Oe =0, (13) 
a 0 
wenn folgende Abkirzungen fiir die Stoffzahlen 
i & K 
7 26CK 246)" 


36a KG 


a) = aa 
3K+ 46 


o (14) 


eingefiihrt werden. 


Die nichtlineare Differentialgleichung (13) zweiter Ordnung 1a4Bt sich einmal integrieren. Man 
findet 


/ , 3 ‘a 
@ Gn 4-3 6p OL we) : sett 9B=0 (15) 


mit einer willkirlichen Integrationskonstanten 9 B, wie man leicht durch Einsetzen nachpriifen 
kann. 

Da w der einzige Parameter von (15) ist, der die Abweichung vom linearen Elastizitatsgesetz 
enthalt, so wird man eine Liésung dieser Differentialgleichung in der Form einer Potenzreihen- 
entwicklung nach positiven Potenzen von w ansetzen. Wir machen also den Ansatz 

6, =0 + a0 + wo +... (16) 
und entsprechend 


Ri Bo Baebes. (16a) 


Geht man mit diesen Ausdriicken in (15) ein und ordnet, so erhalt man durch Nullsetzen der 
Koeffizienten der aufeinanderfolgenden Potenzen von q@ die folgenden Gleichungen: 


I Tao 


pe args a ue) ear t 3 By = 0, (17) 
3 rt GY” + 76 8 +9 B= 0, (18) 
14 oft + roo” + 3B, =0, (19) 


usw. Die Integration dieser linearen Differentialgleichungen erster Ordnung ist mit elementaren 
Mitteln der Reihe nach ausfiihrbar. 

Die Funktion o® geniigt der Differentialgleichung (17), die sich fiir die lineare Theorie mit 
wo = 0 ergibt. Die Lésung lautet 


1 Cc 
eae hein (20) 
mit der Abkiirzung 
1 rar 
Ce oes ES) ae fe (21) 
Aus den Randbedingungen (11) bestimmen sich die Integrationskonstanten 
1 To? 
Ay =F (Ty — Ta (0 +0) 
1 1a Ut 
By = oe (i me a) ee = 


a4 Vel. z. B. H. Gréber, S. Erk, U. Grigull, Die Grundgesetze der Warmeiubertragung, 3. Aufl., S. 106, Berlin 
1955. 
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Die Tangentialspannung oo) folgt gemaB (7) 
? o 273 


GC 
— (22) 


Die Randwerte der Tangentialspannung 0‘ an den Stellen r = ry und r =r, ergeben sich dann zu 


ap) =— 4 8 (Ty — T,) Ses te 
P(r.) =F 0 (Ty — T,) Meet) ie 
Fiihrt man (20) in (18) ein, so findet man fiir die Funktion o die Differentialgleichung 
sr =a s(o.4 9) BE 9M 9. 
Damit erhalt man die Verbesserung erster Ordnung der Radialspannung in der Form 
ey Nee en) 


mit den Integrationskonstanten A, und B, = B, + 5 C3. Die Randbedingungen (11) liefern dann 


if 3 73 
ye =—3, 0 (T,—T,)° an oe (r, + 71) (11 r? — 147, r5 + 117?) , 
By = 355 F* (To— Te)? gat ctany (IL r§ — 3 rh ry + 18 rb r? + 53 r8r3 + 18r2ré—3r,r8 + lr), 


Die Verbesserung of erster Ordnung der Tangentialspannung errechnet sich nach (7) 


ees 45 BBC 7 B 


= A,— 5 at + =a ee agers (25) 
Die zugehérigen Verbesserungen der Randwerte nehmen hiermit folgende Werte an: 
a(r.) = = 8° (Ty —T,)*' ee : ee (24 r3 4 40 r2r) + 307,72 + 11 ri), 
26) 
r3 (Ta — ro)? " ( 
OGM r,) = — gag P (Ty—T.) ga rd + 3012 ry + 407,75 + 24 73). 


Wir gehen nun zur Bestimmung der Funktion 0) zweiter Ordnung iiber. Mit (20) und (24) 
erhalt man aus (19) die Differentialgleichung fiir o®. Man findet als allgemeine Lésung 


Bey ees ee ONS a 


90 BB Cc? 135 BéC 27 Bs 
Tl 2 13. 73 5 or : (27) 


3B 40) 4+ 


Nach einiger Zwischenrechnung errechnet man unter Beachtung von (11) die Integrationskonstanten 


Ay = eee 88 (Ty — T8782 FO) (17 664 18 — 63 648 rt 7, 277 139 18 7? + 13572 15 12 
2 5 605 600 OF ee (ra rp) - oe rele 
— 16 O14 ri ri 43 972 rhs 10139 737 — 03.040 Fart G6ta, je 
3 Tao 5 
By = —-yqpp agg OP To Te) pe eas (4416 73! — 11 406 rat, +f 620 rit re tal Ooo res 


— 8818 7375 — 753 rf ry 9 112 rh r8 —= 7931 rh ri —= O86 rere ly O28 ae 
“+ 020 73 7 = 11-496 Tr, rit =A 416 12). 
GemaB (7) ist die Verbesserung zweiter Ordnung der Tangentialspannung 


Ba. 9° Bucs beh 


(2) — 
Op = 4,—> a 10 eR x (6 B, + C%) 
21 B= 3 405 = Ci) 1405, BE Gig s351 Bs 
og pe TO) a ae ae Gre et eer a 
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Mit den gefundenen Werten der Konstanten bestimmen 
Ordnung der Randwerte 


of ae ra (Ta —To)® 
o(r,) rar 8 (T)—T,)° co (427 488 r? +. 1154272 rr, +1408 960 r5 rz} 


sich die Verbesserungsglieder zweiter 


0 


+ 983 304 r¢ r§ + 408 086 r3 r4 + 167 615 rat + 127 008 r, ré + 52 992 r?) 
a o/ ? 
(oe rately (29) 
Be (r,,) 11 311 200 & (T,— T,)> ( a (52 992 77 + 127 008 r§ ry + 167 615 r5 ie 
+ 408 086 ri r§ + 983 304 73 rf + 1 408 960 ret) + 1154272 r, ré + 427 488 77) . 
aa a a eines Werkstoffes, das ein nichtlineares Verhalten zeigt, betrachten wir hier Kupfer, 
K = 1,37- 108 kg/em?, GC = 0,46 - 10° kg/cm?, 8 = 0,18 - 108 


errechnet wurde." Ks handelt sich also um kleine Abweichungen vom Hookeschen Gesetz. Abb. 1 
zeigt den mit Hilfe der Naherungslisung berechneten Verlauf der Radialspannung o, und der 


kgfem’s 6,., Op 


Abb. 1. Spannungen bei der Hohlkugel. 


Tangentialspannung o, langs eines Halbmessers (und zwar fiir r,/r) = 2, T, — Ty) = 45° G und 
a = 17-10-8/°C). Zum Vergleich ist der Verlauf der Spannungen o{ und of) beim Hookeschen 
Gesetz gestrichelt eingetragen. Bemerkenswert ist die Abnahme von o, am Innenrand infolge 
der Nichtlinearitat. 


4. Die Kreisringscheibe. Als zweites Beispiel behandeln wir den ebenen Spannungszustand, der 
in einer diinnen Kreisringscheibe infolge eines ebenen, stationdren Temperaturfeldes entsteht. 
Die z-Achse falle in die Richtung der Scheibendicke, die Spannung a, in dieser Richtung setzen 
wir somit gleich Null. Da die Temperaturverteilung symmetrisch um den Mittelpunkt der Kreis- 
scheibe ist, also nur vom Radius r abhangt, so gilt das gleiche auch vom zugehérigen Spannungs- 


und Formanderungszustand. 


1 Nach Versuchsergebnissen von K. Claus, Bestimmung der Poissonschen Zahl reiner Metalle und ihr 
Gang im Periodischen System, S. 39, Diss. Stuttgart 1953. 
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Das Kraftegleichgewicht am Scheibenelement liefert die Beziehung zwischen Radialspannung o, 
und Tangentialspannung o, 


do 
Gy O, r Afa & ( ) 


Mittels der radialen Verschiebung u lassen sich die Dehnungen in radialer und tangentialer Rich- 


tung durch 
é = de E == (31) 


darstellen. Mit Hilfe der Grundgleichung (5) kann man die Dehnungen durch die Spannungen 
und den Temperaturverlauf T(r) ausdriicken. Man erhalt 


u 1 9 
=F = 7K Moo) 0, + oy) + seal) 20,—9,) +aT, | 


(32) 
1 1 
bp = = 7K Ms) (, +) + geslts) 20,—9,) +a T 
mit 
= 1 2 2 Pa ail 2 ) 
So =p (6, + %)> to 9 G2 (% ! Oo 0, Oy s 


Durch Entfernen von u aus den Gleichungen (32) und mit (30) folgt die Differentialgleichung 
fiir die radiale Spannung 


Ld y Ik -@y 5 il , dT 
TK 7 leloo) (Po +20) + oe lel) @rot +o) +5cal¥)orta5=0 (33) 
mit 
pel ma 9 re ped Oe Day , 2\ 
So =p "or +24,), te 9 Gt o, +1ro,o6,+ 47), 


wobei Striche wiederum Ableitungen nach r bedeuten. Es gelten die Randbedingungen: 
G(r) = 6,7) = 0, (34) 
wenn r, den inneren und r, den auSeren Halbmesser bezeichnet. Die Theorie der Warmeleitung? 


liefert fiir den Temperaturverlauf in der Kreisscheibe beim stationaren Zustand die Beziehung 


PT i yy (35) 


mitden Randwerten 7 — 1, fur? =7) undid 92) fir 7 — re. 
Wir beschranken uns weiter auf den Senderfall (6). Dann vereinfacht sich die Differential- 
gleichung (33) fiir die Radialspannung mit (6) und (35) zu 


(2Aro? + 2Aro.o, +Ao; + l)ro, 


AAO DATO, Oc 2A Ona. 3) Gy 0 ee (36) 
a 
mit den Stoffzahlen 
ay es K ss 9aK G 
3K+6)G’ oe aie a me 


Diese Gleichung wird nach demselben Naherungsverfahren wie die Gleichung (15) integriert. 
Wir setzen die Lésung von (36) als Potenzreihe in A an. 


G10, 2G) Aaa es (38) 
und berechnen rekursiv die Koeffizientenfunktionen dieser Potenzreihe. Wegen der Kleinheit des 


Parameters A geniigen bereits zwei Funktionen 6 und o, um die gesuchte angenaherte Lésung 
zu erhalten. Zu ihrer Bestimmung ergeben sich mit (38) aus (36) die Gleichungen: 


ro)” 4 3 GY 6 EN fee OE ==). (39) 


re oY” 4. 3G 4 (27242 4. 2 rg OY GO 4 G2) 7 GO" 4 (4.724? 4.5 ro 6 + 3.6%) GY” =0. (40) . 
1 Vgl. z. B. H. Grober, S. Erk, U. Grigull, a. a. O., S. 106. 
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Die Lésung o{” der Differentialgleichung (39) fiir die lineare Theorie 


A=0)k : 
in der Form ( ) kann ohne weiteres 


B 
oy = A, ac ae ORs (41) 
mit der Abkiirzung 
Beets, 
a inet (42) 
ro 


angegeben werden. Die in (41) auftretenden Integrationskonstanten berechnet man aus den vor- 
gegebenen Randbedingungen (34) 
5 r2 In ra —r2 1 ara 
Ac =—; (T,— T,) 2-9 Beer re cutee 
To 2 a 2 — 72 
(3 — 1) In 72 7" 
To 


Die Tangentialspannung o berechnet sich gemaB (30) 
B 

of Ag C(1+Inr) (43) 
und hat insbesondere am Innen- und Auf enrand die Werte: 

) T,)-— To a 

i) a (2 —3—2rtln *), 
(rs — 15) In - : 

: (44) 
CONT.) = _ =e (2 —r— 2r2ln = 2 


Setzt man den Ausdruck (41) fiir © in (40) ein, so folgt nach kurzer Umformung die Differen- 
tialgleichung 
ay” ay 2 SNe ee 
roy + 3 oh sale Ay 3 A, G24) 


r3 


By 
BPP ebay et 
B2C 


r> 


BR Cc l 24 2 45 
ad ee (AG 3 C) de a4 nT 2=-(ln'r). (45) 


Mit den Integrationskonstanten 4, und B, findet man die Lésung von (45) in der Form 


1) B, Bs Bs 1 2 2 
Be G2 BaG il il 
se es ln r 4 5c nr, ‘as ok C) C2 (In tery cs (In Da (46) 


Die Randbedingungen (34) liefern dann 
a= 3 
Ay = op = [8 rd (rh — 2 93 — 2 rf) (der)? + 24 72 8 (8 + 2 79) (In 7.) In 7 
(2 — 73)? (i 4 
To 
— 24 218 (22 + FD Inr, (lu rp)? + 8 73 (2 rh + 27 8 — rf) (In 74) 
— 3 r2 (2 rt —17 r2 r2 + 15 r4) (In r,)? — 78 72 rf (r2 — 7) nr, In ry 
+ 372 (15 r§ —17 2 2 + 2 vA) (In r,)? + 18 7? (r? — 1)? nr, — 18 r2 (r2 — r2)? In ro] , 


2 
B= = ee arr [16 (ré + r2 r2 + 16) (In a —3(llr$ + 4r272—15 76) nz, 
(2—r (i = 
To 
4.3 (15 r6—4 7273 —11 ) Ins, — 18 (7? — rif) | 
Die Verbesserung der Tangentialspannung wird nach (30) 
1 1 1 

of) = A, — > (4 AE 424, C +3 C2) C—5 OB, + BoC) ze —F (12 dy + 35 C) 


B, C? 3) BAG 
+298 (4 AB + 104,045 C0) Clar +p lnr— paler 


2 
Be 
r4 


a = (4.4, +5 C) C? (In r)?— = C3 (In r)3. (47) 
8* 
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Die Verbesserungen der Randwerte nehmen hiermit folgende Werte an: 
GES 
iN) 
(72 — r2)? (in a 
0 


2 r 3 
4-3 (17 r! — 32 2 2-15 15) (in | —4 (11 rt —47? r2—4 7) re (In S | : 


9 (r2 — r2)3 — 18 (r2 — r2)? r2 In = 


ed deans 
(1) ee 
OG (r,) 96 3 2 ‘( a 
(r3 =. r5) ee 
ro 


f Na 2 2 Tr 
= 3 (15 rh} — 82 rr} + 17 rt) 73 (In 2) 44(4%+42R—11 ri) 73(n =) 


9 (r? — r?)3 — 18 (r2 —r@)? rf In e 


o 


kg/mt + 6, Op 


Abb. 2. Spannungen bei der diinnen Kreisringscheibe. 


Als Zahlenbeispiel wahlen wir wieder reines Kupfer. Abb. 2 zeigt den Verlauf der Radial- 
spannungen og, und o® sowie der Tangentialspannungen o, und o%) langs eines Halbmessers (und 
zwar fir r,/r9 = 2, T,— Ty) = 80° C und a = 17- 10-*/°C). Die Nichtlinearitat bewirkt hier, 
daB das Gefalle der Tangentialspannung o, vom Innenrand zum Au®enrand wesentlich verringert 
wird. 


(Eingegangen am 3. November 1958.) 
Anschrift des Verfassers: Dr.-Ing. F’. Jindra, 3, Elmcrest Ter., Norwalk, Conn., USA. 
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Stationére Laminarstrémungen durch Kanile von elliptischem Querschnitt 
bei konstantem Druck oder statischer Druckverteilung 


Von Karl Karas 


1. Einleitung. Alle fiir die genannten Strémungen kennzeichnenden Kigenschaften kann man 
sehr anschaulich aus dem Wolbhiigel einer gleichmaBig iiber den elliptischen Querschnitt ge- 
spannten Membran ableiten, die denselben Uberdrucken wie die strémende Flissigkeit ausgesetzt 
ist und von denen hier die statischen Druckverteilungen behandelt werden sollen. Das Geschwin- 


_ digkeitsrelief der stationaren Laminarstrémung wird dann durch die Gestalt des Wélbhiigels und 


die sekundliche Flissigkeitsmenge, die durch den elliptischen Querschnitt strémt, durch dessen 
Volumen dargestellt. AuSerdem kann man die Schubspannungen innerhalb der Strémung in 
allen geschwindigkeitsparallelen Ebenen aus den ihnen proportionalen Neigungen jener Schnitt- 
linien erkennen, die die zu diesen Ebenen senkrechten geschwindigkeitsparallelen Ebenen aus dem 
Wolbhiigel der Membran ausschneiden. Wegen dieses Sachverhaltes wird eine Lésung, die sich 
in analoger Weise auch fiir andere Querschnittsformen angeben laBt, stets zwei ginzlich von- 
einander verschiedene physikalische Probleme durch denselben Formalismus zur Darstellung 
bringen. Im vorliegenden Falle eines elliptischen Querschnittes bietet sich dieselbe in geschlossener 
Form dar, so daf auch allgemeinere Fragestellungen wie die nach den Linien gleicher Schub- 


| spannungen im Strémungsgebiete allgemein beantwortet werden kénnen. Im folgenden sind die 


Héhenlinien der Wélbhiigel auf er fiir eine Kreismembran auch fiir eine elliptische Membran 
mit horizontaler groBer Achse und einer solchen, deren grofe Achse unter dem Winkela gegen 
den Spiegel geneigt ist (allgemeinster Fall) berechnet und konstruiert worden, so dafs die Gestalt 
des Wolbhiigels und damit die des Geschwindigkeitsreliefs der zugeordneten Laminarstrémung 
plastisch in Erscheinung tritt. 

Fiir die Kreismembran und die elliptische Membran mit horizontaler Achse ist auch das Schub- 
spannungsrelief nach demselben analytisch-graphischen Verfahren gezeichnet worden, wahrend 
fiir die Ellipse mit schiefer groBer Halbachse nur der Verlauf der Wandschubspannung angegeben 
worden ist. 

AuBerdem wurde sowohl bei der Kreismembran als auch bei der elliptischen Membran noch 
der cinfache Unterfall konstanten Druckes mit seinen sehr einfachen Wélb- und Schubspannungs- 
hiigeln untersucht und gezeigt, wie man die beziiglichen Gleichungen durch Spezialisierung aus 
den allgemeinen Fallen gewinnen kann. Wahrend im Falle konstanten Druckes Geschwindigkeits- 
und Schubspannungsrelief fiir cin kartesisches achsenparalleles Achsenkreuz durch den Membran- 
mittelpunkt 0 noch doppelte Symmetric aufweisen, ergibt sich bei statischer Druckverteilung fiir 
den Kreisquerschnitt und elliptischen Querschnitt mit horizontaler Achse nur mehr eine einfache 
Symmetrie, wahrend fiir die Ellipse mit geneigten Achsen, also den allgemeinsten Fall, jede Sym- 
metrie in Fortfall kommt. 

Da neben der Lage des Scheitels bzw. der Senke m dieser Hiigel noch die Lage des Druck- 
mittelpunktes M der Querschnitts- bzw. Membranflaiche von Interesse sein kann, wurde auch die 
bzgl. einfache Berechnung beigefiigt und M neben m in den Abbildungen angegeben. ; 

Die Anwendbarkeit der mitgeteilten Lésungen setzt natiirlich voraus, daB die Membran ein- 
seitig ganz von Fliissigkeit benetzt bzw. der laminar durchstrémte Kanal ganz von Fliissigkeit 
erfiillt ist, wozu ein Kriterium angegeben wird. 


_2. Laminarstrémung und Membrangleichnis. Wirken auf ein Flachenelement der linken Stirn- 
fliche des in Abb. 1 dargestellten Flissigkeitsprismas der Lange! die Druckkraft P(x; y) dx dy 
und auf die vier Mantelflachen bzgl. die Schubspannungen rt, so erfordert bei horizontaler Strémung 
das Gleichgewicht des Prismas in Richtung der Geschwindigkeit v: 


OTx OTy am i 
Pasay. ox) dy ay ied xe— OF 
oder ' 
OTx Ty iD fal 
Ox. = oy = 1 = 0. \ ) 


Ingenieur-Archiv 
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Dabei sind die Schubspannungen jener Flachen, die durch den Punkt P(x, y) (Abb. 1) hindurch- 
gehen, wie tiblich der Strémungsrichtung v entgegengesetzt, ihre Richtungen und Zuwiichse auf 
den um dx bzw. dy entfernten Gegenflichen im Sinne von v eingezeichnet worden. Die Zeiger % 
baw. y bei den angegebenen Schubspannungent geben zugleich jene Achsen an, zu denen die 


Normalen der bzgln. Flachen, in denen 7 wirkt, parallel sind. : 
In Abb. 1 ist rechts oben der Rohrquerschnitt bzw. die Membranflache in der Bildebene ge- 


zeichnet, so daB das Flachenelement dx dy und die Koordinaten x, y des einen Eckpunkts P des- 
selben ebenso wie der Rohrquerschnitt und seine Lage gegen die Oberflachenverschneidungs-. 


g 


Abb. 1. Der elliptische Rohrquerschnitt mit einem Fliissigkeitsprisma der Linge! parallel zur Strémung v, das 
auf seiner linken Stirnfliche dx dy den Einheitsdruck p(x, y) empfaingt und an dessen vier Mantelflachen die ein- 
gezeichneten Schubspannungen t wirksam sind. (Im Aufri® und in schiefer Parallelperspektive.) 


gerade g in wahrer Gréfge in Erscheinung tritt, wahrend die Rohrlange / senkrecht zur Zeichen- 
ebene zu denken ist. Um sie sichtbar zu machen, ist die Ellipsenebene um 90° um die vertikale 
Gerade f herausgeschwenkt und dann nach Wahl des Membran-Mittelpunktes 0, in schiefer 
Axonometrie dargestellt worden, wobei nunmehr die Rohrlange | in wahrer GréfBe abgebildet, die 
Ausgangsellipse OABCD aber in ihr affines Bild 0)4)B)C)D, iibergefiihrt wird. f ist Affinitats- 
achse, OO, die Richtung der Affinitatsstrahlen. 

Mit x als dynamischer Zahigkeit sind ferner die Schubspannungent mit dem zugeordneten 
Geschwindigkeitsgefalle nach Newton folgendermaBen verbunden: 


ov cv 
Pease ene yea ae (2a, b) 
Die Einfithrung von (2a, b) in (1) ergibt fiir die Geschwindigkeitsverteilung die Poissensche Glei- 
chung: 
GH. Gy Pp 
ae Re wet (3) 
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Demgegeniiber gilt fiir die kleine Auslenkung w einer homogen mit S$ kp/em gespannten und dem 
gleichen Druck p einseitig ausgesetzten Membran die zu (3) vollig analoge Poissonsche Gleichung: 

ow Cw Pp a 
Den Gleichungen (3) bzw. (4) stehen auch die véllig analogen Randbedingungen v = 0 (Haft- 
bedingung) bzw. w = 0 (Randbedingung) langs der Kontur des Kanalprofils bzw. des Randes 
der Membran gegeniiber. Seien a, b die Halbachsen der Ellipse und wird durch den Mittelpunkt O 


derselben ein rechtwinkliges Achsenkreuz mit x||a, y||b gelegt, so kann man die Randbedingungen 
so formulieren: 


= oe vo : 
Fir: gq tpl ist v=0, baw. w=0. (5a, b) 


Der Vergleich von (3) mit (4), bzw. (5a) mit (5b) erweist die Giiltigkeit des folgenden Gleichnisses: 

Membran-Gleichnis. Das Geschwindigkeitsrelief v(x, y) bzw. die sekundliche Flissigkeits- 
menge Q einer Laminarstromung werden anschaulich durch die Auswiélbung w(x, y) baw. das 
Volumen V des Wélbhiigels einer iiber die Kontur des Kanalquerschnittes homogen mittels der 
Spannung S kp/cm gespannten Membran dargestellt, die der gleichen Druckverteilung p(x, y) unter- 
liegt wie die zugehérige Laminarstrémung. Man erhilt v(x, y) aus w(x, y) bzw. Q aus V durch 
Multiplikation mit dem Faktor S/x-1, die Schubspannungent hingegen aus den zugeordneten 
Membranneigungen durch Multiplikation mit dem Faktor S/I: 


§ S 
u(x, y) = w(x, y) 3 Q=V. ial ee (6a, b) 
ow S ow S 
aa: by = oeeT (7a, b) 


Da der Faktor S/x - 1 in (6a, b) die Dimension einer Winkelgeschwindigkeit (sec"!), hingegen der 
Faktor S/I in (7a, b) jene einer bezogenen Spannung (kpcm”) besitzt, so erkennt man sofort die 
dimensionelle Richtigkeit dieser Gleichungen. (Man vgl. hierzu die in FuBnote 3 Seite 121 angegebene 
Arbeit des Verf.) 

Da das anschauliche Bild der ausgelenkten Membran die vorgegebene Laminarstrémung somit 
in allen Einzelheiten richtig wiedergibt, so soll es zunachst den folgenden Betrachtungen zugrunde 


he gelegt werden.! 


3. Das Geschwindigkeitsrelief (der Wélbhiigel) bei statischer Druckverteilung. Sei diese etwa 
durch eine Fliissigkeit mit dem spezifischen Gewichte y kp/cm® bewirkt, so ist der Einheitsdruck 
p(x, y) in einem Punkte P(x, y) durch 

p=y-:(h+y-cosa +2: sina) =p’ +p” +p” (8) 
gegeben, wenn der Membranmittelpunkt O sich um h cm unter der Spiegelverschneidungsgeraden g 
(Abb. 1) befindet und die x-Achse eines rechtwinkligen Achsenkreuzes um den <{a gegen die 
Oberflachenverschneidungsgerade g geneigt ist. Nach (8) kann man diesen Druck p sofort in drei 
Summanden p’, p’”, p’”’ zerlegen, denen jeweils die durch die folgenden Poisson-Gleichungen mit 
der Randbedingung (5b) bestimmten Membran-Auslenkungen w’, w’’, w’” entsprechen werden 
(die Striche bedeuten also hier keine Ableitungen): 


Cw! Cw! yoh 
xe oe ae a =a) (9a) 
xe oy S 
Cw" Cw" y+ cos & 
a ages oA 9b 
Ox? Oy? S J ( ) 
C2w!"! Cw!” y: sin « 
ga Sa oe 
yf 


1 Das hier ausgeprochene und im weiteren benutzte Membrangleichnis, das in sehr anschaulicher Weise 
die Strémungsgeschwindigkeiten v direkt den Verschiebungen w der Membran zuordnet, ist verwandt mit 
der Tatsache, daB man das Stokessche Reibungsgesetz aus dem Hookeschen Elastizitatsgesetz durch Ersatz 
der Formanderungen durch die Formanderungsgeschwindigkeiten erhalt. Man vgl. hierzu: H. Schlichting, 
Grenzschicht-Theorie, S. 44, 1951. Auch beim Seifenhautgleichnis von L. Prandtl werden die Schubspan- 
nungen im Querschnitt eines tordierten Stabes durch Gleichungen ahnlich (7a, b), wobei jedoch an die Stelle 
von w(x, y) eine Spannungsfunktion U(x, y) tritt, dargestellt. Man vgl. hierzu besonders auch die wertvolle 
Darstellung des — sofern hier der Unterfall konstanten Druckes vorliegt — ahnlichen Problems der Torsion 
von Staben mit elliptischem Querschnitt in C. B. Biezeno und R. Grammel, Technische Dynamik, 1939, Ka- 
pitel II, 18, S. 112—117. Aus Gleichung (24), S. 115 ersieht man, daB das Torsionsmoment und aus Gleichung 
(26), S. 116, daB die Torsionssteifigkeit dem Volumen des Wolbhiigels in Gleichung (14) dieser Arbeit prepor- 
tional sind. Ferner ebendort Kapitel III, § 6, S. 192—203: Die Seifenhautmethode, 
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Wegen der Linearitat dieser Gleichungen erhalt man die Gesamtauslenkung w der Membran dann 
durch Summierung der Einzelauslenkungen 

ww +w’ tw”. (10) 
Durch die Gleichungen (9a, b, c) ist zugleich die allgemeinste Lage des Achsenkreuzes (x, y) und 
damit der Ellipse (a, b) beriicksichtigt. Die Annahme, daf die letatere sich in einer Vertikalebene 
befindet, bedeutet keine Einschrankung der Allgemeinheit dieser Untersuchung. 
Man erkennt nun, da® die Gleichungen (9a, b,c) durch die folgenden Ansatze: 


; 2 : “tt Sts x se a a 
wae(ste—ls wm (Tte—ly: Wie—=C (ati 1 x (11a, b, c) 


befriedigt werden, die wegen des in allen drei Ansatzen vorkommenden Klammerausdruckes zu- 
gleich die Randbedingung (5b) erfiillen. Die Konstanten ¢ bestimmt man durch Einsetzen von 
(11) in (9) und erhalt fiir w’, w’’, w’”’ die Lésungen: 


; yeh ab? [x2 y? , 
= RS ee ah ee ue 
Py ee EY COB Ee OPN ae ave te 12b 
eet AOS Saeed ol (2b) 
me Ys e-sine a? b? Bs, x es | 12e 
Oe eo Sa a (3 vB ee 


Fiihrt man schlieBlich (12a, b, c) in (10) ein, so erhalt man fiir die Membranauslenkung w: 
ya Be [x2 


y? h ¥ + COS & «+ sin 
218) ie aos ee (3 YB 1 Gea: (je pe! e423 i) (19) 


Fiir eine Vollkreismembran mit dem Radius r, des Begrenzungskreises erhalt man aus (13) zu- 
nachst mit a =b =r, 


orgs ie: = h -cosa-+ x- sing 
Wende-Asymptote s Ts elie (* a anes 1) ( = = yy SLE ; 
} a 


-2rs re 4 r2 


Da nun aber fiir irgend einen Punkt P der Voll- 
kreismembran mit dem Abstand r vom Membran- 
mittelpunkt O und dem Winkel von r gegen die 
nach unten hin positiv gerechnete Vertikale, wobei p 
in jenem Sinne positiv gezahlt werden soll, der die 
+y-Achse in die + x-Achse iiberfiihrt, gema8 Abb. 2 
die Gleichungen 


h 


x=r-sin(p +a); » =r-cos(y +a); 
Allg sami ic 


gelten, so erhilt man mit y-cosa + x-sina 
= T COS: 


wane PRONE rcong) 


= a5 (ri?) (2h+ r-cosg).t 


Abb. 2. Der kreisférmige Rohrquerschnitt als Sonderfall. ° = we 
(tee ery ; ; Zur Bestimmung des Volumens des Wélbhiigels be- 


noligt man nur w’ in (12a), da die antimetrischen 


* Dieses Ergebnis wurde bereits als Gleichung (14) S. 361 gewonnen in der Arbeit des Verf.: »Die Aus- 
wolbungen der Kreis- und Kreisringmembranen unter hydrostatischem Druck, Erste Mitteilung: Homogener 
Spannungszustand“. Ing.-Arch. 25 (1957) S. 359—380. Diese Arbeit soll im folgenden kurz als I zitiert werden. 
Kine Weiterfiihrung dieser Arbeit: ,,Die Auswélbungen der Kreisringmembran unter hydrostatischem Druck, 
Zweite Mitteilung: Inhomogener Spannungszustand“, Ing.-Arch. 26 (1958) S. 157—180 1aBt allerdings eine 
hydromechanische Deutung schwer zu. Die Lésung (12 a) ist bereits angegeben in den: Werke von Josef 
Kozeny, Hydraulik, Wien, 1953, S. 463. Man vel. auch die dort zitierte Literatur: G. di Ricco, L’Ingegnere 
(1949) und A. Ghetti, L’Energia Elettrica (1950). Bei Kozeny ist auch die Gesamtschubkraft T ermittelt, 
die auch bei statischer Druckverteilung giiltig bleibt. Man vel. ferner die FuBnote2 S, 129, dieser Arbeit, 
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Funktionen w” und w’” in (12b, c) hierzu keinen Beitrag liefern. Wegen der doppelten Symmetrie 
erhalt man: 


Oe a y= —Va?—x 
ch a2 b2 ps 3 cs a 
V=4 f = _——- (i ae ie . ies a 
[f- SEL as wre | ex fae + 3a 
06 i Sec 
Hieraus findet man! leicht: 
5 a al 
ig wiganeys : (14) 


Fur die Geschwindigkeitsverteilung v(x, y) und die sekundliche, den Querschnitt durchstromende 
Flissigkeitsmenge findet man gema8 (6a, b) aus (13) bzw. (14) :? 


5 yah (at y? h y- cosa x-+ sin « \ 
oe eae rag (3 eee (ape Tape t apoB]! (13a) 
a yeh a® b3 
Ce at aa ha ee) 
Fir kreisférmigen Querschnitt erhalt man aus (14) mit a = b = r,: 
Day hr, 
Aine [at noe 


somit wieder das Ergebnis I (22a), S. 364.3 

Erteilt man w bzw. v in (13) bzw. (13a) einen konstanten Wert w, bzw. v,, so werden durch diese 
Gleichungen die Hohenlinien des Membranwilbhiigels bzw. Geschwindigkeitsreliefs dargestellt, 
die den Entwurf eines Schichtenplanes auf mehrfache Art gestatten.* Im Abschnitt 7 werden hierzu 
mehrere Beispiele berechnet.* 


1 Fur das bestimmte hierbei auftretende Integral erhalt man: 


P(ptice yailas de =o” al 
J (a? — x?) do — 16? ° 
* Es ist bemerkenswert, daB durch (13) bzw. (13a) mit w bzw. v = konst. ein Unterfall jener Grundform 
der Kurven 3. Ordnung dargestellt wird, die Isaak Newton dazu diente, eine Klassifikation der ebenen Kurven 
3. Ordnung zu begriinden und die er Parabola divergens benannt hat. (Man vgl. seine Arbeit: Enumeratio 
linearum tertii ordinis, Londoni 1706 und W. W. Rousi Ball: On Newton classification of cubic curves, Proc. 
London. Math. Soc. XXII [1891].) Die hier auftretende Unterform, die aus einem unbegrenzten Zweig, dem 
_ hier keinerlei physikalische Bedeutung zukommt, und aus einem Oval besteht, das ganz innerhalb der Ellipsen- 
flache verlauft und hier allein physikalische Bedeutung besitzt, nennt Newton Parabola campaniformis cum 
ovali. Cayley nennt sie Complex. Die Parabola divergens scheint historisch trotz der ihr von Newton zuge- 
wiesenen zentralen Stellung kaum beachtet worden zu sein; wenigstens wird sie von G. Loria, Spezielle alge- 
braische und transzendente ebene Kurven, Erster Bd., zweite Aufl]., 1910, in seinem sehr ausfihrlichen II. Ab- 
schnitt, S. 14—107, der iiber Theorie und Geschichte der Kurven 3. Ordnung handelt, nicht mehr eigens er- 
wahnt. Nur der in I(14) erwahnte Spezialfall bei Kreismembranen gehort der viel weitergehend durchforschten 
Gruppe der zirkularen Kurven 3. Ordnung an. Man ygl. die Folgerungen in I, S. 363. 
3 Man vgl. hierzu auch die Arbeit des Verf.: ,,Stationare Laminarstromung durch Kreis- und Kreisringrohre 
mit fester bzw. beweglicher Innenwandung und bei statischer Druckverteilung.“‘ Osterr. Ing.-Arch. 11 (1957) 
S. 306—318, insbes. Gleichung (16b) ebendort. Dort ist im AnschluB an die techn. Literatur auch das (geo- 
datische) Gefalle J = h/l = p/y 1 in den Ergebnissen benutzt worden. Man vgl. ebendort Gleichung (3), S. 308. 
4 Es moge bemerkt werden, da®B die erwahnten Héhenlinien die Gerade s: 
h y-cosa  x-sin«e 
PLet 32+ aL 3e e 
als Wende-Asymtote ihres unbegrenzten Zweiges besitzen, die den unendlich fernen Punkt zum Wendepunkt 
hat. Im 0-x-y-System (Abb. 11) erzeugt sie die Achsenabschnitte: 
ho @ +367 | h 3a? + 0? 
sina a2+ Bb? ’ 1 cosa at BP 
Da die Briiche zwischen 1 und 3 schwanken, so schneidet die Asymtote s die negativen Halbstrahlen der Ko- 
ordinatenachsen iiber der Spiegelverschneidungsgeraden g. Liegt statt der elliptischen eine Kreismembran vor, 
so erhalt man mit a = b = rg: 


x 


2h 2h 
ane * cosa’ 
und bestatigt damit, daB die Wendeasymtote der hier giiltigen zirkularen Kurve 3. Ordnung parallel zu g 
und um h iiber derselben verlauft. (Man vgl. Abb. 2.) Die Asymtote s trifft die Gerade g mit der Gleichung 
x-sna+y-cosath=0 
in einem Punkte G mit den Koordinaten: 


pgs eee FON 


y= 


SS. 2 
*¢ ~~ sin a at— bt ” a ' Cos & a‘ -— b4 

Dieser Schnittpunkt G liegt somit rechts vom Schnittpunkte X, von s mit der x-Achse, da mita>b yg > 0; 

|%¢| > |ay| ist, wie man leicht erweist. (Man vgl. Abb. 11.) 
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Die Gleichung (14) 148t eine willkommene Kontrolle zu: (12a) stellt die Gleichung fiir die 
Oberfliche eines elliptischen Paraboloides dar, die auf das in Abb. 1 angegebene Koordinaten- 
system bezogen ist. Seine Grundflache ist die Querschnittsellipse, wahrend seine Héhe Wimax sich 
aus (12a) mit x = y = 0 zu: 

vine sel roe (15) 
ie eLearn b= 
ergibt. Mit dem Flacheninhalt F =aba der Quetsubisie ease und der bekannten Volums- 
formel fiir das elliptische Paraboloid: V = 1/2 F Wmaxt erhalt man sofort wieder Gleichung (14) 
bzw. nach Multiplikation derselben mit S/x-1 wieder das Ergebnis (14a). 


Das Kriterium fiir volle einseitige Benetzung. Ist t||g die obere zur Flissigkeits- 
verschneidungsgeraden g parallele Ellipsentangente und t, ihre vertikale Hohenlage tiber dem 
Membranmittelpunkt O, so liegt volle Benetzung der Ellipsenflache offenbar dann vor, wenn 

h> t, (a) 
ist. (Man vgl. Abb. 1.) Bedeutet ferner r,||t die Lange des Fahrstrahles, den eine horizontale 
Gerade durch O aus der Ellipse ausschneidet, so gilt die bekannte appollonische Beziehung: 


r,t, = aU. (b) 
Man findet aus der Gleichung y = — x tg « dieses Fahrstrahles und der Ellipsengleichung (5a) leicht 
1 + tg? « 
thes See + eta 
und damit folgt aus (b) 
t, =a? sin? x + b? cos?ax . (c) 
Aus (a) und (c) ergibt sich somit als Kriterium fiir volle Benetzung: 
h> a? sin? ~ - b? cos? a. (16) 


Fir « = 0° ist t, = b und fiir « = + folgt i =a. 


Bestimmung der Koordinatenx,, y,,des Wélbscheitels m. x,, und y,, befriedigen die 
beiden Gleichungen: 


Ow Ow 
Wendet man (17a, b) auf (13) an, so erhalt man: 
ow WoC lis |) se ¥ + COS %- sin % oe y sin « 
Cc ors Es aoe recetasse) + (at eae eve 0|=9> (Léa) 
woraus man nach einer kleinen Umformung auch die Darstellung gewinnt: 
Ow DoGAe eel 1p ¥ + cose ieee sin % 
Oe te ae Sa lace t sarge +(e Ae dles 3B] =o Eon, 


Ebenso erhalt man: 


ow y- ab? (2 y h ¥ + COs & x + sin & ie ve cos % 
Oy aS ace rage tagan)t (= te}: eB] =o (19a) 


dy 2 Be 3a? +B 
oder analog (18b): 

Ow yea be [2iy h x: sin @& ee Se COS & 

oy IS aE Gea aaa) + (a = se pn| =o (19b) 
Man erkennt aus (18) und (19), daB man es mit Kegelschnitten der allgemeinen Gleichung 


Av?+2Bxe-y+Cy+2Dx+2Ey+F=0 (20) 
zu tun hat. 


1 Man vel. etwa R. Rothe, Héhere Mathematik, Teil IV, Heft 5/6, 3. Aufl. 1949, S. 38, Aufg. 11. Stérend 
wirkt dort allerdings, daB z in S ++ y= 22 offenbar dimensionslos ist, wahrend ihm et die Hohe h 
als Einzelwert zukommt, ecbalt das Evgebnis V = x ab h? dimensionell nicht befriedigt. Mit ~ “e tie is = a 
erhalt man das korrekte Ergebnis V = 1 ab —_ Hierbei bedeutet also z)/2 die Héhe jener orcnctaielne 
die die Halbachsen a und 6 hesitzt. Der Basisquerschnitt des Paraboloids in der Héhe z =h ist offenbar 


2h 
Lp — 0 b= sOmit 1st Poo 
Zo 2 
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Es liegt bekanntlich eine nicht zerfallende 

Ellipse 

Parabel vor,jenachdem 4 — AC— B? ea 0 und zugleich 
Hyperbel ee (21) 


I’ = ACF— BF + 2 BDE— AE*?— CD? +0 ist. 


Besonders einfache Verhiltnisse liegen dann vor, wenn entweder die groBe oder die kleine 
Halbachse parallel zur Spiegelverschneidungsgeraden g sind, wobei dann entweder « —0 oder 


& = 7/2 ist. Ist z. B. x = 0, also allg, so folgt aus (18b) sofort x = 0, wahrend dann (19) fiir y 


eine quadratische Gleichung liefert, deren eine Wurzel in das Innere der Membranfliche fillt. 
Analog erhalt man fiir x = 7/2, also b||g aus (19b) sofort y = 0, wahrend (18) fiir x eine quadra- 
tische Gleichung mit einer Wurzel im Innern der Ellipse ergibt. Man erhalt also: 


prt h 3048 he (3a? +522 Be 
(ue) as - == (2 = — Sel aes . 
a||g x Ym 3 a2 + b2 ays ° ( a2 + P| 3 ? (22a) 
eae : Lok we 3 H /a@ +362 a 
«=i Wes mF ao (eee) tS) Ten? (2b) 


In (22a, b) ist jeweils das untere Wurzelvorzeichen, das Werte auBerhalb der Ellipsenflache liefert, 
eingeklammert worden. Im Falle der Kreismembran a = b = r, ergeben die Gleichungen (22a, b) 
bei Beibehaltung nur des oberen Vorzeichens 


a . 
Ym =z * (V4 +372 —2h), (23) 
somit wieder die Gleichung I (15), in der y,, (bzw. x,,) mit r, bezeichnet worden ist. 


1. der Kegelschnitt - —(, 


Der Vergleich von (18a) oder (18b) mit (20) ergibt: 


= 3 sin « ata A cos & : ¥ sin % , h 
ees  - e6e1h> “Heim? Peer: @—% 
sin & 
Man erhalt mit (24) aus (21): 
3 sin? « cos? « 
A= 2h (t+ 3b) at Ga+ bp? (25 a) 
Pe sin « 3-sin? « re cos? a h2 (25 b) 


@ (a + 30%) |R(?+3RP aBar+ bP Y 2b (a? 1 BP ii 


Der Kegelschnitt ist eine Parabel fiir 4 = 0, woraus bei gegebenen Halbachsen der Ellipse sich 
fiir « der spezielle Winkel x, gemaB der Gleichung: 
bo a+ 38 

y= ays 37h ie (26) 
ergibt. Aus (25a) erkennt man ferner, dafs der Minuend ab- und der Subtrahend zunimmt, wenn 
a < a, ist und somit A < 0 ist und umgekehrt. Dann also ist (18a) oder (18b) eine Hyperbel, 
fiir « > x, eine Ellipse. Aus (25b) ersieht man ferner, daB zunachst I’ = 0 ist fur x = 0. Dann 
zerfallt also die Hyperbel gema®B (21) in zwei Gerade, fiir die man aus (18a) oder (18b) leicht: 
3 a? + b? (27) 


a? +. b? 


eS yy = —— 


als Gleichungen feststellt. Diese beiden Geraden stehen somit aufeinander senkrecht. Anderer- 
seits kénnte nach (25b) J’ auch dann verschwinden, wenn der Ausdruck in der eckigen Klammer 
verschwindet. Damit findet man aber fiir « die Gleichung: 
52) 3 1 il 7 ; h® —_ 
sin" & b? (a? + 3b)? oa a? (3 a? + b?)2 meric (3 a2 + b?)2 ~~ az b2 (a2 + b?)2 
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Da links nur positive Glieder stehen, mu auch die rechte Gleichungsseite positiv sein, welche 
Forderung bei gegebenen Halbachsen der Ellipse der Membran fiir h den GréBtwert 
a? + b? 
hnan = OS TR 
bedingt, somit wegen der Echtheit des Bruches einen Wert h,,,, < 6. Dies aber widerspricht bereits 
der Vollbenetzungsbedingung (16) und erst recht trifft dies fiir jeden Wert h<h,,,, zu, fiir den 
obige Gleichung reelie <( « ergeben kénnte. 


Der Zerfali des Kegelschnittes 2 


max 


= 0 ist somit nur fiir x = 0 méglich. 


2. Der Kegelschnitt a == (I). 


Der Vergleich von (19a) oder (19b) mit (20) ergibt hier: 


A-agerm) F=a@riy? Cert P=? 
a e8 
Man erhalt mit (28) aus (21): 
Aa on = Bb! ee 3 B22? Bete! 
2 in? 2 
ee Gate b) aG Tb Be an aoe cay @ + b?)?| ° > 


Der Kegelschnitt ist eine Parabel fiir 1 = 0, womit (29a) fiir « den speziellen Wert a, gemaf der 
Gleichung ergibt: 
b y3 a? + 3B? 
a 3@+8? 
Aus (29a) erkennt man ferner, daB der Minuend ab-, der Subtrahend aber zunimmt, wenn « > a, 
und somit 4 < 0 ist und umgekehrt. Dann also ist (19a) oder (19b) eine Hyperbel, fiir « < a, 
aber eine Ellipse. Aus (29b) ersieht man ferner, da J" = 0 ist fiir « =2/2. Dann zerfallt die 
Hyperbel gemaB (21) in zwei aufeinander senkrecht stehende Gerade mit den aus (19a) oder (19b) 
sich ergebenden Gleichungen: 


te, == ==/3 t2 Oy (30) 


a + 3b? 
x = h a? + be 3 y == Oi (31) 
Der mit /’ = 0 etwa verschwindende Klammerausdruck ergibt wie unter 1): 
ae 3 1 | 3 h2 ; 
sin? & |= = oder- sin?’ a: N= Zz 


eGe thE Ra@psey ~ a Gat oy! Fate: 


Hierin ist zwar jetzt fiir jeden Wert von h das Vorzeichen beiderseits des Gleichheitszeichen 
positiv. Es mu aber fiir reelle <a stets Z< N sein, was fiir h den GréBtwert: 
h > a2 + b2 
max — @ a2 +352 
ergibt. Da hierin aber der Bruch ein echter ist, so widerspricht bereits auch dieses Ergebnis und 
um so mehr jeder Wert h< h,,,, der Vollbenetzungsbedingung (16). 
Man kann somit die erhaltenen Ergebnisse iibersichtlich in dem folgenden Schema darstellen, 
in welchem auch die Gleichungen des betreffenden Kegelschnittes angegeben sind: 


Kegelschnitt o—=10 | 0<a4< x | x = 0 eee pl & = Oe ee ee aa 
| 4 z 
(18a), (18b): zerfallende nicht zerfallende 
ow = 0 ri i ew. - | : he ol “= _om 
og Hyperbel | Parabel | Ellipse (32) 
| 
(19a), (19b): | nicht zerfallende | zerfallende 
| | 
Cw 0 7 | 
oe | Ellipse Parabel Hyperbel 
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Will man schlieBlich auch die Richtungen und GréBen der Halbachsen dieser Kegelschnitte 
berechnen, so macht man am besten von der Kigenschaft der Kegelschnitte Gebrauch, da® die 
Abstande ihrer Punkte von der Leitlinie zu denen vom zugehérigen Brennpunkt needed Ko- 
ordinaten q, r das konstante Verhaltnis 1:¢ mit cals numerischer Exzentrizitiit besitzen. Bedeutet 
ferner p das Lot vom Ursprung auf die Leitlinie und y den Winkel desselben mit der positiven 
x-Achse und damit auch zugleich den der groBen Halbachse des Kegelschnittes mit der x-Achse, 


so wird diese zu benutzende Kegelschnittseigenschaft durch die Gleichung zum Ausdruck ge- 
bracht :1 


+ (x- cosy + y+ siny— p) =/(«—q)? SE (y—7). 
Quadriert man diese Gleichung und vergleicht ihre Koeffizienten mit den entsprechenden von 
(20), so erhalt man mit einem Proportionalitatsfaktor 2 zur Bestimmung der 6 Unbekannten p, 
P> 4,7, €,4 die folgenden 6 Gleichungen: 
=| + 2 cos*y =A A> ( 
é&*- cosy-siny =A B (II) 
—l| + esin?y =A C (II 
OMe g De rai (33) 
q—eé-p-cosy =AD (IV) 
Pe. pein =A (V) 
=f oe p= AF (V1) 


Hierin ergeben (I) bis (III) verhaltnismaBig leicht die Unbekannteny, ¢ und 4, wahrend dann 
die Gleichungen (IV) bis (VI) die restlichen Unbekannten p, q, r liefern, wobei sich die Koordinaten 
eines etwaigen Mittelpunktes des Kegelschnittes dann leicht aus je zwei zusammengehérigen 
Werten q, r bestimmen lassen. Die Gleichung (VI) fiir p ist namlich quadratisch und ihren beiden 
Wurzeln entsprechen nach (IV) und (V) je zwei Wertepaare g,r. Da sich somit die Gestalt der 
beiden Kegelschnitte (17a, b) mit allen ihren Bestimmungsstiicken leicht ermitteln 1aBt, so kann 
in ihrem innerhalb der Membran enthaltenen Schnittpunkte der Ort des Wolbscheitels m sehr 
genau ermittelt werden. Hierzu wird in Abschnitt 7 ein Beispiel berechnet. = 


Bestimmung der Koordinatenxy, yy des Druckmittelpunktes M. Es ist oftmals 
von Interesse, die Lage des Wolbscheitels m mit der des Druckmittelpunktes M zu vergleichen. 
Zur Bestimmung dieser Koordinaten, die sich (man vgl. Abb. 1) zunachst nicht auf das O-x-y- 
System parallel zu den Ellipsenachsen, sondern auf das O-x’-y’-System mit horizontaler x’- 
und vertikaler y’-Achse beziehen sollen, stehen die bekannten Formeln zur Verfiigung: 

/ Jay , Ldvye Vm E 
ieee) Me kh 


wom, 1 == nina (34a, b) 


Hierin bedeuten J,, das Flachentragheitsmoment der Ellipse bzgl. der «’-Achse und J,, ,, ihr Zen- 
trifugalmoment bzgl. der beiden Achsen x’ und y’. Mit den Tragheitsmomenten der Ellipse bzgl. 


des Achsensystems O-x-y, namlich mit: 


a4 


J,= Zab’; hag NTS Jey =9 (35) 
besteht der bekannte Zusammenhang :* 
Jy, = ety 4 EE. 0s (— 2.0) — Jey sin (— 209) 5 (36a) 
1 ee ts 
I=: a sin (— 2x) + J,, + cos (— 2a). (36b) 


Fiihrt man (35) in (36a, b) und das Ergebnis in (34a, b) ein, so erhalt man: 


; 2—_§2 , , a? + b? — (a? — b?)- cos 2 « 
tu =; sin2o; yu =— as - (37a, b) 


1 Man ce hierzu etwa L. Schrutka, Elemente der héheren Mathematik, 7. Aufl. 1948, § 36, Nr. 413, S. 397 
bis 404. is = 
2 Man vgl. etwa J. Szabé, Einfiihrung in die Technische Mechanik, 1954, § 13: Flachenmomente zweiten 
Grades, S. 101, Gleichungen (13,12) und (13,13). In obigen Gleichungen (36a, b) mubte der Winkel mit -—2 « 
bezeichnet werden, da die x/-Achse gemaB Abb. 1 in den Winkelraum (+x, —y) fallt. 
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Aus (37a, b) erhalt man schlieBlich die Koordinaten xy, yy, des Druckmittelpunktes M im O-x-y- 
System, mittels der Transformationsformeln: 


‘ ¢ , . 7 . ¢ a 
xy =X*m-cos2a+ym:sina; Yy=—x*m sma + yu cosa. 
Es folgt das einfache Ergebnis 


2 : b2 
on tik sind; Yu = 77,0084: (38a, b) 


4. Das Schubspannungsrelief (die Béschungsfliche des Wélbhiigels) bei statischer Druckver- 
teilung. Man gewinnt einen vertieften Einblick in den Strémungsvorgang durch Bestimmung 
der in der strémenden. Flissigkeit vorhandenen Schubspannungen und Ermittlung jener Ebenen, 
in denen sie wirksam sind. Ein besonderes Interesse kann wegen der Haftbedingung an den Wan- 
dungen des elliptischen Rohres der Verlauf der Wandschubspannung langs der elliptischen Kontur 
beanspruchen, zumal sich dort auch die absolut gré8ten Schubspannungsbetrage vorfinden werden. 

Grundsatzlich kann diese Fragen auch das Geschwindigkeitsrelief (der Wélbhiigel) beantworten, 
zumal ja die Gleichungen (7a, b) oder (2a, b) unter Benutzung der Lésungen (13) oder (13a) die 
Schubspannungen t, bzw. t, in v-parallelen Ebenen durch y- bzw. x-Parallele unmittelbar liefern.? 
Man erfahrt aber auf diesem Wege nichts tiber die einem Punkte P(x, y) zugeordnete maximale 
Schubspannung und iiber die Orientierung der zugeordneten Wirkungsebene. Will man sich aber 
einen raschen Uberblick iiber diese Verhaltnisse verschaffen, wie sie das Geschwindigkeitsrelief 
iiber die Verteilung der Geschwindigkeiten geboten hat, so mu man denselben Weg der Herleitung 
und Darstellung beschreiten und befindet sich im vorliegenden Falle elliptischen Querschnittes in 
der giinstigen Lage, sich auch in diesem komplizierteren Falle geschlossener Ausdriicke bedienen 
zu kénnen.” 

Die maximale Schubspannungt in einem Punkte P(x, y) des fliissigkeitsdurchstrémten Ge- 
bietes wird — wenn man wieder das anschauliche Bild des Wélbhiigels benutzt — offenbar in 
jener w-parallelen Ebene auftreten, deren senkrechte w-parallele Ebene aus dem Walbhiigel die 
Schnittlinie gréfiter Neigung ausschneidet, also die Fall-Linie der Beriihrungsebene im Punkte 
P(x, y) des Wolbhiigels (Geschwindigkeitsreliefs) enthalt. 

Sei y der Winkel, den jene Fallinie und damit die Beriihrungsebene in P an den Wélbhigel 
gegen die x-y-Ebene einschlieSt, so kann y auch durch den Winkel der Flachennormale in P gegen 
die w-Achse angegeben werden. In der erwahnten Wirkungsebene wird sich dann die maximale 
Schubspannung t in naheliegender Verallgemeinerung von (7a, b) durch die Gleichung 


r= tgyp-> oder Stgy=I-rt (39) 


bestimmen lassen. Legt man ein Dreibein mit den Einheitsvektoren i, j, f in die Richtung der x-, 
y-, w-Achsen, so ergibt sich fiir den Ortsvektor r = OP des Wolbhiigels 

r=xi+yj+wf. (40) 
Ist nun 11 ein Einheitsvektor in Richtung der Flachennormalen, so steht derselbe senkrecht auf 
den beiden, die Berithrungsebene enthaltenden Vektoren® 


aa Cw or : Cw 


L=z=t+s-h L1S= ps =itst: (41a, b) 


‘ Eine schéne Deutung des Druckmittelpunktes M als Antipol der Spiegelverschneidungsgeraden g 
bzgl. der Zentralellipse des elliptischen Querschnittes, die durch die Gleichungen (38 a, b) bestatigt wird, 
gibt K. Federhofer in seiner Arbeit: ,,Zur Ermittlung des Druckmittelpunktes in der Hydrostatik*. Ing. 
Arch, 8 (1937) S. 172/173. Die dort angegebene einfache Konstruktion yon M kann also zur Kontrolle 
ausgenutzt werden. 

* Die Berechnung des Geschwindigkeitsreliefs (des Wolbhiigels) im Falle statischer Druckverteilung und 
fiir rechteckige Rohrquerschnitte — auch bei allgemeiner Lage gegen den Fliissigkeitsspiegel — findet man 
in einer demnachst in der ZAMM erscheinenden Arbeit des Verf. Hierbei aber bot sich die Loésung in Form 
unendlicher konvergenter Reihen dar, so das die Ermittlung des Schubspannungsreliefs in diesem Falle wesent- 
lich mehr Rechenarbeit erfordern diirfte. 

5 Man vel. hierzu etwa: R. Rothe, Héhere Mathematik, Teil III, Vierte Auflage, 1949, I: Krumme Flachen 
ae Suro Koordinaten des Raumes, S. 9—32, insbes. Gleichung (9), S. 18 und Punkt 9: die beliebige ~ 

ache, 5. 22—23. 
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Bian 
a Cw \2 Ow Ow ow 2 
E=1+(2)s FZ +3: eae Ea (42) 


die Gaufschen FundamentalgréBen I. Ordnung, so ist bekanntlich!: 


t, X ty 


jec— Fr i) 
Fiihrt man (41a, b) in (43) ein, so erhalt man: 
ow, ww, 
pare f 
ye ee 
VEG — F? ) 
und aus (44) und (42) 
1 E: 
cosy =n - f = —______ — __ — 5 
(ay + (& 
Aus (45) erhalt man schlieBlich nach bekannter pythagordischer Relation 
ow\2 | (Cw\2 


Die Wirkungsebene der Schubspannung 7 sei durch ihre Schnittgerade (Spur) mit der zu den 
Achsen x, y parallelen Ebene durch P bestimmt; sie ist zugleich der Schnittgeraden der Beriihrungs- 
ebene durch P(x, y) mit der x-y-Ebene parallel und daher zu n und f normal. Ist daher $ ein Ein- 
heitsvektor in dieser Spurlinie, so gilt offenbar 


nx f=$-siny =$-tgy- cosy. 
Fihrt man hierin (44) bis (46) ein, so erhalt man: 


i fe (47) 


Aus (39) und (46) erhalt man die Kurven konstanter Schubspannungen t =T, zu: 


— yl al +( a) , (48) 


Diese Kurven sind also dadurch gekennzeichnet, daB der Radikand in (48) konstante Werte an- 
nimmt, so daf der Spurenvektor der zugeordneten Wirkungsebene nach (47) fiir alle Punkte kon- 


_ stanter Schubspannungen 7, nur vom Zahler abhangig ist. Fiihrt man (18a) und (19a) in (48) ein, 


so erhalt man fiir die Héhenlinien des Schubspannungsreliefs wegen (39): 


4 ieee camer je . ¥\ [x 2 sin? x cos? % 
feaetaereteqse) (=the) t(ate—}) (a? + 36?) ' (3 a+ 6b?) 


2 


y-coosa , x-sina\ (7 yy _ ae sna , ¥ cose Eris: 
+4(35 $8 +3878 G Sp se\ ~ 5 1) a a? + 3b? | 5 +B) +? at bt (49) 


Fiihrt man andrerseits (18a) und (19a) in (47) ein und beachtet (48), so erhalt man z. B. fiir den 
Spureneinheitsyektor $ langs einer Héhenlinie des Schubspannungsreliefs: 


. ye BP 2y/h yeosa , x-sina\ , (x , y* _4\, cos |, 
‘Soke SSey F Ale stat gepetede)t (3 ie 7) 3a? + | 


2x y+ COS% x: —s ge ies \. sina - | ‘ 
a ee de tPt+3e+P + Frat Saas Say Es 1] Fare (50) 


1 Siche FuBnote 3 von Seite 126. 
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Will man nur die Richtung der Spur der Wirkungsebene im 0-x-y-System festlegen, so wird dies 
durch die Zahler in (47) und (50) allein geleistet. Bezeichnet man den Winkel, den $ mit der posi- 
tiven x-Achse einschlieBt, mit v, so erhalt man aus (50): 


2xf ho, yoosa ! Xx + sin & i x 4 reTey eeonade ow ! 

a? \a?-+ 82 ' 3a24 6? ' a? + 36? a b? @+3b -cx (50a) 
MS a 2y¥/ h ycosa . xsing Ca Sis "a cos & Ow 

be Gear Egat | gaat nelly sere 3 a + B? éy 


Durch die Gleichungen (49) und (50) bzw. (50a) werden im allgemeinsten Falle die Schichtenlinien 
des Schubspannungsreliefs und die Richtungen der Spuren der Wirkungsebenen festgelegt. Wah- 
rend aber die Héhenlinien des Geschwindigkeitsreliefs (des Wélbhiigels) spezielle Kurven 3. Ord- 
nung waren, sind die des Schubspannungsreliefs nach (49) allgemeine Kurven 4. Ordnung, deren 
Eigenschaften in dieser Allgemeinheit noch nicht untersucht worden sein dirften. Fiir die Punkte 


des Kegelschnittes = 0 sind die Spuren der Wirkungsebenen der Schubspannungen nach (50a) 


parallel zur x-Achse, fiir jene des Kegelschnittes 2 = 0 jedoch parallel zur y-Achse gerichtet. 


Im Schnittpunkte m derselben ist die Richtung y nach (50a) unbestimmt in Ubereinstimmung mit 
der Tatsache, daB alle v-parallelen Ebenen durch diesen Punkt schubspannungsfrei sind. 

Die Gleichungen (49) und (50) baw. (50a) kénnen auch zur Beantwortung der Frage benutzt 
werden, wie sich die Schubspannungen t(x, y) und ihre Richtung tg zy andern, wenn man den 
Bezugspunkt P(x, y) langs einer beliebigen Kurve F(x, y) = 0 wandern laBt. (Die Schubspannung 
t(x, y) statt 7, ist dann das von (49) gelieferte Ergebnis). Von besonderem Interesse ist der Schub- 


spannungsverlauf — die Wandschubspannung 1,,(x, y) —, wie bereits bemerkt worden ist, fiir die | 


Randkontur (5a). Dann verschwindet im Zahler und Nenner von (50a) jeweils der zweite Term, 
und man erhalt durch Kiirzung des Klammerausdruckes im ersten Term das einfache und natiirlich 
erwartungsgemaBe Ergebnis: 
2 2 
ty eee ae (50b) 
Die Spuren der Wirkungsebenen der Wandschubspannung 1,,(x,y) fiir Punkte 
der Randellipse (des elliptischen Rohrprofils) sind die Berthrungstangenten der- 


selben. Nach Einfiihrung von (5a) in (49) entfallen die beiden letzten Summanden, und man 
erhalt nach einigen Kiirzungen fiir die Wandschubspannung ,,(x, y): 


yah h y:cosx , xsing ies 5 or ‘ a? bie as 
Ealeey) Fea ss eS E2 |! a+ 3B? - q eres mit a 1 Fe =1. (51) 


Die Endpunkte von 1,,(x, y) erfiillen somit eine Raumkurve mit der Kontur-Ellipse als Grundrif 
in der x-y-Ebene. 


5. Die Diskussion praktisch wichtiger Unterfalle. Die im 4. Abschnitt erhaltenen Ergebnisse 
sind wohl die allgemeinsten, keinesfalls aber die praktisch wichtigsten; praktisch viel wichtiger 
sind Unterfalle, die sich auf eine spezielle Orientierung der Ellipscnachsen gegen den Spiegel, auf 
ein spezielles Achsenverhaltnis oder auf die Tiefenlage des Rohrquerschnittes unter dem Spiegel 
beziehen. Dabei weisen die allgemeinen Ergebnisse z. T. groBe Vereinfachungen auf, aber gerade 
dieser Umstand gestattet die Herleitung interessanter Beziehungen, die fiir den betreffenden Unter- 
fall charakteristisch sind und einen anschaulichen Einblick in die jeweils vorliegenden Verhaltnisse 
vermitteln, 


Aus der grofen Zahl der méglichen Unterfalle sollen hier nur die folgenden herausgegriffen 
werden: 


1. Kreisquerschnitt in groBer Tiefe (Druck p’ = konstant). 
2. Elliptischer Querschnitt in groBer Tiefe (Druck p’ = konstant). 
3. Kreisquerschnitt in endlicher Tiefe (Druck statisch verteilt). 


4, Elliptischer Querschnitt in endlicher Tiefe und mit der groSen Halbachse a parallel zum: 
Spiegel a||g (Druck statisch verteilt). 
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1. Kreisquerschnitt in groBer Tiefe (Druck p’ =yh=konstant). 


a=b =r, und alleiniger Beachtung des Gliedes mit h, wobei vy h — p’ “ 
Druck bedeutet, z. B. aus (13a): ? p’ gemals 


my ar (oi sae eh a ae 
Ll dee rer ti af |=agi ys Peat tys (52a) 


Man erhalt mit 
(8) der konstante 


_Damit ist die bekannte Geschwindigkeitsverteilung der laminaren Kreisrohrstrémung dargestellt. 
Die Kreise gleicher Geschwindigkeit v, erfiillen somit die Oberfliche eines Rotationsparaboloids 


mit dem Querschnitt des kreisférmigen Rohres als Basis. Fiir die sekundliche Flissigkeitsmenge 
_erhalt man aus (14a): 


Oey creer ieee (52b) 


| somit das bekannte Hagen-Poiseuillesche Gesetz derselben Strémung. Bestimmt man mittels 
(6a, b) aus (52a, b) die Auslenkung w der Membran und das Volumen V des Wolbhiigels, so erhalt 
_man sofort die Gleichungen (6) und (22a) in I. Ferner erhalt man aus (52a) fiir r = 0 v,,,, und aus 
(52b) nach Teilung durch den Rohrquerschnitt r? 7 die mittlere Geschwindigkeit c zu: . 

yeh? yoher? 
Umax = eee ty ee e = nes Sf == : — 0,5 ‘ (52c) 


ar 2 ; 
x 12 - 7% 8 xl OEP 


| 
| Die durchweg bekannten Ergebnisse (52c) sind zwecks Vergleiches mit anderen Unterfallen ange- 
_ fiigt worden. 


| Beachtet man in (49) nur das Glied mit (y h)?, da es das Glied gréBter Machtigkeit darstellt, so 
erhalt man nach kurzer Rechnung: 
h Vx? + y? erect y- her 
Le ML eons, 


(53a, b) 


Die Orter konstanter Schubspannungen (die Héhenlinien des Schubspannungsreliefs sind konzen- 
_trische Kreise (r = konst.)) und die Schubspannungen lings dieser Kreise nehmen linear mit deren 
| Halbmesser zu. Die Kreise gleicher Schubspannungen 1, erfiillen somit die Oberflache eines Rota- 
| tionskegels mit der Spitze im Mittelpunkte des Querschnittes des kreisférmigen Rohres. Neben 
_diesen bekannten Ergebnissen folgt aus (53b) die Wandschubspannung 1,, fiir r = r, 


ee y . h . We 
to oF (530) 
ein Ergebnis, das natiirlich auch aus (51) bei alleiniger Beibehaltung des Gliedes mit h unda=b=r, 
folgt. Dabei gilt: 7,, =1,.! In der Rohrachse r = 0 ist gema® (53b) auch 1, = 0: die Scheitel des 
Geschwindigkeits- und Schubspannungsreliefs liegen in der Rohrachse, der Symmetrieachse der- 
selben. Dieser bekannte und leicht itiberschaubare Unterfall ist nur wegen des Zusammenhanges 


mit anderen Unterfallen angegeben worden. 


2. Elliptischer Querschnitt in groBer Tiefe (Druck p’=yh=konstant)*, Unter 
Beibehaltung nur des Gliedes mit h erhalt man aus (13a): 


ape 2 p2 5h 2 ; 2 2 : I 2 f2 
ao, V) = : a te ee eae | mit Kee aan ee (54a) 


2x1 a*%-+6? a b? zl 2 


Erteilt man v = v, einen konstanten Wert, so stellt (54a) die Mittelpunktsgleichung einer Schar 
konzentrischer ahnlicher und koaxialer Ellipsen dar. Man erhialt als Gleichung: 


= » oa ly eden: REESE SG 
fie CES 2u-l-v, a+b? ; a oe s 
4 ( aes ; ee he “ee ) 
yh a®b yeh (54b) 
: aq a 
mit aa 


1 In der Literatur sind die Ergebnisse (52) und (53) oftmals mittels des (geodatischen) Gefalles J = h/l 
dargestellt. Man vgl. hierzu auch die in FuBnote 3 Seite 121 vermerkte Arbeit, in der auch erstmals das 
Membran-Gleichnis angegeben ist. 

2 Hierzu Literaturnachweis Seite 153. 
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woraus man auch die Halbachsen der zu einem gewahlten v, gehérigen Ellipse, die also eine Hohen- 
linie des Geschwindigkeitsreliefs darstellt, ablesen kann. Der Scheitel des Reliefs liegt also auch 
hier im Mittelpunkt 0. Man erhalt aus (54a) mit « = y = 0 oder aus (54b) durch Nuilsetzen der 
beiden Nenner 


ap.aih a?- b2 Q yh a* b? c 
meal a . . — — ;. . == — 
Vmax 9x] a? + 6?” Keer har meee a? +b?” 7) ja 0,5, (54c) 
wobei Q aus (14a) entnommen ist. 
Erweitert man alle Ergebnisse (54) mit a , so erhalt man die Auswélbung w und das Volumen V 


des zugeordneten Membranproblems. Entsprechend ergeben sich nach (54b) die Halbachsen der 
Hohenlinien des Membran- Wolbhiigels zu: 


ig =o) de ee, b, =b-fr— 24 a+ (54d) 


Moly @ GE ole Aa ea a al 


Je gréBer somit die Werte von v, bzw. w, sind, um so kleiner sind, wie auch anschaulich einzusehen 

ist, nach (54b) baw. (54d) die Halbachsen a, b, bzw. a, 6,, der Héhenlinienellipsen. Erteilt man 

y baw. x in (54a) konstante Werte y, bzw. x,, so erhaJt man die Schnittlinien des Geschwindigkeits- 

reliefs v(x, y) mit den betreffenden v-parallelen Ebenen, die kurz Wélb-Linien heifen sollen. Mit 
der Veranderlichen 

Hee 

Sie 


(54e) 


die die Dimension einer Lange besitzt, erhalt man die Parabelscharen: 
a? + b2 


a2 


2 b2 2 2 
e421 salle), bzw. y?+21- zt —2); (54f, g) 


Ebenso erhalt man aus (49) bei Beriicksichtigung nur des Gliedes mit (y h)?: 

h nyt Td yh ath? y/x2 yy? 
ee ee a Cot 
Aus (55a, b) erkennt man, daf die Orter gleicher Schubspannungen t =, oder gleicher Neigungen 
y =y, des zugehérigen Membran-Wélbhiigels wieder Ellipsen mit den unten angegebenen Halb- 


achsen a,, 6, baw. a,, b, sind: 


Qs SO : tthe att tl a+6? a a? 
oabniiea eae wey io Sh at 
tom es OAC Y Ea, Stgy. a+b? dy __ a 
pata a sees Samat ee so Wr s = ao by ba Cas 


Die Héhenlinienellipsen des Schubspannungsreliefs sind also zu denen des Geschwindigkeitsreliefs 
wohl koaxial, die Halbachsen der Ellipsen nehmen aber mit zunehmender Schubspannung ft, bzw. 
mit zunehmendem Gefalle tg y, des Wélbhiigels proportional zu. Da das Achsenverhiltnis dieser 
Ellipsen nach (55c, d) gleich dem Quadrat des Achsenverhiltnisses der Querschnittsellipse ist, sind 
sie dieser jedoch nicht ahnlich. Schneidet man auch das Schubspannungsrelief r(x, y) in (55b) mit 
den Ebenenscharen y = y,, baw. x = x,, so erhalt man wieder dessen Wolblinien. Mit der Ver- 
anderlichen 


Iai und analog ¢, = — fir die Wandschubspannung ,,, (55e) 


die ebenfalls die Dimension einer Linge besitzt, erhalt man die Hyperbelscharen: 


oe 2\ 2 9 2 
a(" a oe Le a(" 7) yo 


AWE 


a? b2 att ? T hin ge = (55f, g) 


Von der Raumkurve der Wandschubspannung r,, interessieren ihre Projektionen auf die t,,-x-Ebene 
(AufriB) und auf die 7,,-~y-Ebene (Kreuzri8). Eliminiert man also aus (51) mit der Ellipsengleichung 
der Randkontur zunachst y, dann x, so erhalt man mit t,, als Veranderlicher gemaB (55e) 


ay pp b? . (a? + 6)? a —2 2 (a? + BP 


—=1 (Ellipse), bzw. —y? pi cs fe Sete 
(Hyperbel) . 


wae 
a’ a* b% 


=1; (56a, b) 
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Aus (56a, b) kénnen die Halbachsen dieser Kegelschni i i 
gelschnitte leicht abgelesen, d it lei - 
stimmt werden. Ein Beispiel ist im Abschnitt 7 berechnet. Gtk fos 
3. Kreisquerschnitt in endlicher Tiefe (Druck statisch verteilt). 


gezeigt wurde, erhalt man aus (13a) im x-y-System fiir v(x, y) Wie nach (13) 


(2%) 9) = gh (r8 — a? —y®) (2h +9). (57a) 


Erteilt man v = ¥, einen konstanten Wert, so stellt (57a) eine zirkulare Kurve 3. Ordnung dar, 
von der natiirlich nur das Oval innerhalb der Kreisfliche mit dem Halbmesser r, physikalische Be. 
deutung besitzt. Nach Wahl von y 1aBt sich aus (57a) x? leicht berechnen und man erhilt: 


Eee ci eeeaauee abe BY@ 5) 
y-(2h+y)° : ) 
Diese Berechnung wurde z. B. in I, Tabelle 1, S. 365, tatsidchlich durchgefiihrt, wahrend im 6. Ab- 
schnitt dieser Arbeit ein allgemeineres und anschaulicheres Verfahren angegeben ist, das generell 
fiir alle hier behandelten Falle anwendbar bleibt. Behalt man in (57a) nur die Glieder mit h bei, 
so erhalt man sofort wieder (52a), wie es diesem Fall grofer Tiefe entspricht. Ebenso andert sich 
nichts an den Ergebnissen (52h, c). 

Als Wolblinien des Geschwindigkeitsreliefs mittels der Ebenenschar y = y,, bzw. x = x, erhalt 
man mit z in (54e) die Scharen quadratischer bzw. kubischer Parabeln: 


lh 
x Sh eerie =ra— yi; baw. y?(2h+y)4+81-h-z=(r3—x2)(2h+y).  (57c, d) 
In (57c) sind aber im Gegensatz zur Parabelschar (54f, g) die Parameter p nicht mehr konstant, 
sondern fiir jedes Individuum der Schar verschieden. 

Um die Linien gleicher Schubspannungen t =r, zu finden, hat manin (49) a = b = r, zusetzen. 
Da man das 0-x-y-System mit horizontaler x-Achse annehmen wird, so ist auBerdem « = 0 anzu- 
nehmen. Man erhalt so aus (49) fiir die Héhenlinien bizirkulare Kurven 4. Ordnung, die zur y-Achse 
symmetrisch sind und von der wiederum nur die Ovale bzw. Teile innerhalb des Kreisquerschnittes 


in Frage kommen!: 


ae 


Bee yy Tt ery) + 4y (2h + y)—2r]—4y (2h + y) e+ 15 = 64 


re 
S2 
= 64 ie tg?y,. (58) 


In (58) ist im letzten Term auch die Auffassung beriicksichtigt, da diese Kurven als Linien 
gleicher Neigung des Wélbhiigels anzusehen sind. 

Fiir lim h —> 00 erhalt man aus (58) sofort wieder (53a), wie es dem nunmehr gewonnenen Fall 
konstanten Druckes p’ = y,h entspricht. Da (58) hinsichtlich x? eine quadratische Gleichung dar- 
stellt, so kann x? nach Wahl von y leicht berechnet und zur Bestimmung der Schichtenlinien des 
Schubspannungsreliefs ausgenutzt werden. Es folgt: 


a ——[4(2h+y)(h+y) +y¥?—ra] + \/4 (2h + y)? [4 (hk + y)?— ra] + AN. 


In der Deutung als Linien gleicher Neigungen tg y, des Membran-Wolbhiigels ware der letzte Term 
2 
in (58a) wieder durch = - 64. tg? y, zu ersetzen. 


Als Schnittlinien des Schubspannungsreliefs mit den Ebenen y = y, und x = x, erhalt man je- 
weils Kurven 4. Ordnung, von denen die Schar der ersteren zur y-Achse symmetrisch ist. Ihre 
leicht bestimmbaren Gleichungen brauchen hier nicht eigens angeschrieben zu werden. Im AufriB 
werden allerdings die x?-t-Kurven durch Kegelschnitte und zwar durch eine Hyperbelschar dar- 

estellt. 
; In dem im Abschnitt 7 durchgefiihrten analytisch-graphischen Verfahren werden die erwahnten 
Kurven 4. Ordnung im Auf- und KreuzriB graphisch dargestellt. Man vgl. Abb. 7. 


1 Hinsichtlich der Darstellung der wesentlichen Eigenschaften dieser Kurven vgl. man G. Loria, a. a. O. 
(FuBnote 2 Seite 121) Il. Abschnitt: Kurven 4. Ordnung, 3. Kapitel: Elliptische, insbesondere bizirkulare 
Kurven 4. Ordnung im allgemeinen, S. 114—124. 


Q* 
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Bemerkenswerter sind hier die Projektionen der Raumkurven der Wandschubspannung 1,, auf 
die erwihnten vertikalen Projektionsebenen. Aus (51) folgt mita = 0Ounda = 6 =r, = =e2+y? + 2 
und mit ¢,, in (55e) sofort: 


eas ies, : ere 
t= Zip (ht+y)s Lomax = 4° 7 (2h as trp tas aos EN (59a) 


In der KreuzrifBebene ergibt sich als Projektion der Raumkurve der Wandschubspannung somit 
eine Gerade. Driickt man y durch x aus, so erhalt man: 


h h \2 


ie tee BS| (59b) 


Die Projektion auf die AufriBebene ist somit eine Ellipse mit den Halbachsen r, in der x- und r/4h 
in der ¢,-Achsenrichtung, deren Mittelpunkt die Koordinaten x, = 0, (¢,); = % besitzt. Aus 


(59a) folgt mit y =r, cosy =1, cos S/r,: 
Lite i 
te =a ERA + ra 008 =). (59c) 
Die Wandschubspannung als Funktion des rektifizierten Kreisbogens s der Kreiskontur ist eine 
cos-Linie, die fiir py = 0, zw die in (59a) vermerkten Extremwerte annimmt. 


4. Elliptischer Querschnitt in endlicher Tiefe und mit der groBen Halb- 
achse a parallel zum Spiegel aj g. (Druck statisch verteilt.) Mit « =0 erhalt 
man aus (13a) fiir v(x, y): 


yaw x2 y? h y 
DN a (1 (are ! aR): (002) 


Erteilt man v = v, einen konstanten Wert, so stellt (60a) eine Kurve 3. Ordnung dar, von der wie- 
der nur die Ovale innerhalb des elliptischen Rohrquerschnittes physikalische Bedeutung besitzen. 
Sie gestattet nach Wahl von y die Abszisse x zu berechnen; man erhalt: 


Re iy ae Oe ae a) ee 
b2 y+ h (3 a2 + B2) + y (a2 + BY) * 


(60b) 


Setzt man in (60b) a = b = r,, so erhalt man die fiir diesen Fall kreisférmigen Rohres giiltige Formel 
(57b). Behalt man in (60a) nur das Glied mit h bei, so erhalt man sofort wieder Gleichung (54a), 
die fiir diesen Fall konstanten Druckes giiltig war. Mit y = y, bzw. mit x = x, erhalt man mit z 
in (54e): 

ho (a2 +B’) (3a? + b2) 


I 
2 
ASSO ET oh (aig? Seba) ae saa, 


= a(1—F) 5 (60c) 


somit wieder eine Parabelschar, die mit a= b =r, sofort wieder (57c) ergibt, baw. die Schar 
kubischer Parabeln 
a(h 3)G- 0 


Lae Be 3a? +B 
eye ty) + 2b bee ea (be Salle t 7) (604) 


deren Gleichungen (60d) mit a = b =r, sofort wieder die Gleichung (57d) ergeben. 

Um die Linien gleicher Schubspannungen t = 1, zu erhalten, hat man in (49) x = 0 zu setzen. 
Man erhalt dann die folgende Verallgemeinerung de bizirkularen Kurve 4. Ordnung in (58), von 
der nur die Teile innerhalb der Fliache der elliptischen Membran in Frage kommen: 


h y 2 x2 Vie h y ‘x2 2 
CN Seer gS J ial eee ir BE sr ON ME A ee fl We er 
le Tega oye x) (Fi a | a 4(e a) es x) (3 Boe 1 63 a? + B) 


ae y? 2 Ui eres S? te? wy, ; 
3 & +e—1) - garpey = 4 pan 4 ee (61) 


(3a -- b?)2 y? at bt We Che (ii 
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In (61) ist im letzten Term wieder die Auffassung als Lini i i 

g als Linien gleicher Neigung des Wélbhii 
zugeordneten Membran-Problems beriicksichtigt worden. Da auch (61) hinsichtlich see ie 
tische Gleichung darstellt, kann sie nach x2 gelést werden und ergibt: ‘ 


34+ \2 3a? +B 2 we 
Oe eae a 
Ne 2 (i a2 + 62 4 y) 2(h a + 2 +9) fs ae) ate 1) 
TAS oh 12 Sal ee. a eG cebtn Vat 5 wi A 
Cee ema eg eae i Osi a | 
+/ ( a + 8 +3] ( e+e ¥) . 2 (hy pT i yt oF a 1) 
41272 eae oie 
ie: (3 a? + b?)2. (61a) 
In (61a) ware der letzte Term des Radikanden wieder durch 
S? tg? y, 
4 fe (Bat + Oy 


zu ersetzen, falls man das Problem wieder als solches einer ecinseitig gedriickten Membran auffassen 
wollte. Setzt man in (61a) wieder a = b =1r,, so erhalt man nach einigen Umformungen sofort 
wieder das fiir Kreismembranen giiltige Ergebnis (58a). 

Als Schnittlinien des Schubspannungsreliefs (61) mit den Ebenen y = y, und x = x, erhalt man 
wieder leicht berechenbare Kurven 4. Ordnung, die im Auf- bzw. Kreuzri®B sich in wahrer GroBe 
darstellen. Die x?-t-Kurven der Schnittlinien mit den Ebenen y = y, ergeben im Aufrif allerdings 
wieder auch hier eine Hyperbelschar, wie man aus (61) leicht erkennt, wenn man sit = t setzt. 
In einem im 7. Abschnitt durchgefiihrten Beispiel dieses Falles werden die Sarahare Kurven 
4, Ordnung graphisch dargestellt werden. Man vgl. Abb. 9. 

Viel bemerkenswerter sind auch hier Betrachtungen iiber die Raumkurve der Wandschubspan- 
nung T,,. Zunichst erhalt man aus (51) fiir « = 0: 


ys a2 be h y os y? : Me y? 
eae, jae ae Is ee are oe ec ea, 
Tag(s y) i e +}? I 3 a2 -b | at ar bt ? mit a ae jae (ke (62) 


Driickt man hierin y durch x aus, so erhalt man als Projektion dieser Raumkurve auf die AufriB- 
ebene mit ¢,, in (55e): 


h 3a? +0 [8 \ yo 
bp a (3 a* Ie b?) aa (n a+ ‘b2 b / 1 "3 ya! (a Pe b?) x - (62 a) 
Eine doppelte Quadrierung zeigt, das dies eine Kurve 4. Ordnung hinsichtlich der Veranderlichen 
t, und x2 — symmetrisch zur y-Achse — ist. Dies soll hier nicht weiter durchgefiihrt werden. 


Man erkennt aber bereits aus (62a), da8 man mit a = b = r, sofort wieder Gleichung (59a) fiir den 
Kreisquerschnitt erhalt. Eliminiert man andererseits aus (62) x, so erhalt man analog mit ¢,, in (55e) 


h 
2 fe 
t _ (3a + b) (a 


+ y) fot + (@— B92 (62b) 


Side be 

Gm ae ls 
Mit a = b =r, erhalt man auch als (62b) sofort wieder Gleichung (59a). 

Es k6énnen in praktischen Fallen nun verschiedene Méglichkeiten tther das Verhalten von r,, 
und damit von t,, langs des Ellipsen-Umfanges eintreten. Am oberen Endpunkt (y = —b) der 
kleinen Halbachse hat die Schubspannung 1,, (wegen der Verschiebung des Scheitels m des Ge- 
schwindigkeitsreliefs im Sinne +) stets einen kleineren Wert als am unteren Ende (y = +b). 
t,, kann nun bei der Bewegung vom oberen zum unteren Ende der kleinen Halbachse langs der 
elliptischen Kontur entweder monoton zunchmen, wie es sich z. B. beim kreisformigen Rohrquer- 
schnitt ergab, oder zunachst abnehmen und nach Passieren eines Minimums wieder zunehmen. Es 
sei zunachst der letztere Fall vorausgesetzt. Es ist dabei gleichgiiltig, ob man ¢,, als Funktion von 
x oder y ansieht. Da der letztere Fall geringere Miihe erfordert, sei (62b) — etwa nach vorhergehen- 
der Quadrierung — differenziert und das Ergebnis gleich Null gesetzt. Man erhalt dann fiir y die 
quadratische Gleichung: 


Ww 


3 a + bP 


Sari adiee. 2 2 fie 
perp es =O 


2 (a2 — b’) y2 +h 


mit den beiden Wurzeln: 


h 3a?-+ 8 (sate oe (63) 
Je Ae tae 4 13 a + 5] 2 (a2— b?) © : 
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Ein Extremum existiert nur dann, wenn der Radikand in (63) positiv ist. Der ungiinstigste Fall 
tritt bei gegebenen Halbachsen a, b offenbar dann ein, wenn h den kleinsten, nach der Vollbe- 
netzungsbedingung (16) noch méglichen Wert annimmt, der fiir x = 0 h = bist. Der Minuend des 
Radikanden in (16) ist dann am kleinsten. Setzt man mit h = b den Radikanden gleich Null, so 
wird also fiir jedes h > b ein reelles Extremum fiir t, existieren. Fuhrt man die beiden dimensions- 
losen GréBen 


a 
= 


et (64a, b) 
ein, so ergibt die Nullsetzung des Radikanden in (63) die Gleichung: 
9 y? u® — (3 v? + 8) ut — (5? + 16) uv? — (v? + 8) = 0, (65a) 
die fiir den Kleinstwert »y = 1 von y in 
9 w§ — 11 pt — 21h? —9=0 (65b) 


iibergeht. Da in (65a, b) mit Ausnahme des ersten Gliedes mit der héchsten Potenz von y alle drei 
anderen Glieder negativ sind, so erkennt man, dai die Gleichungen (65a, b) mindestens eine positive 
reelle Wurzel fiir y? liefern. DaB diese 
reelle positive Wurzel die einzige ist, 
ersieht man aus der Cartesischen Zeichen- 20} 
regel (nur ein Zeichenwechsel fiir alle 


V4 


y =1). Zu jeder Tiefenlage » > 1 des unt pal 
Membran-Mittelpunktes 0 unter der Spie- 
gelverschneidungsgeraden g gibt es somit oP) 
einen bestimmten Wert  =a/b des Ver- |, 
haltnisses der Halbachsen der Quer- 
schnittsellipse, der nicht unterschritten E( pu=16 v=12) 
werden darf, wenn ein Extremum (Mini- : 
mum) der Wandschubspannung lings Pais 
der Randkontur existieren soll. Ist an- neues. 
dererseits das Halbachsenverhaltnis yu saa K(u=1,=1) i 
Tabelle 1. Die nach Gleichung (65d) 
zu den gewahlten Werten von ju? 
bzw. us berechneten Werte von v. 4 
we 7 »(u) 05+ 
4 2 | 0,628 
3 1,723 0,800 
230 1,581 0,951 
2,4 1,549 0,989 
2,3 1,517 1,035 
0 L ES | vel e 
as a ee = A125 BOF «1378 Asi | 4.587 Ce ee a 
20 LAl4 1213 u 42 13 (he 15 16 47 18 49 
> ? > Grenze 
1,9 1,378 1,294 H=154(Knickstell) 
1,8 1,342 1,386 Abb. 3. Das durch die beiden Ungleichungen (65c,d) aus der « — v-Ebene 
lea 1,304 1,498 ausgesonderte Feld mit seinen durch Svhraffur hervorgehobenen Grenzlinien. 
LG 1,265 1.635 Liegt oe eee ve”) sine ee ge o = 0 charakterisierten Stré- 
? ? mungsproblems innerha ieses as itzt die Wand bs n 
1,5 1,225 1,820 ae langs der aliiptiodien Kantor ik Mites a | 


des Rohrquerschnittes gegeben, so folgt aus (63) oder (65a) eine untere Schranke fiir y, die nicht 
unterschritten werden darf, wenn ein Minimum von 1, existieren soll. Mit (64a, b) und mit (16) 
fiir x = 0 folgt: 
(od ls pee’ 2 Porte Se —- 
(3 a? + 1) Yw—1 
Fir den Sonderfall des Zusammenfallens der Scheiteltangente im oberen Endpunkt der kleinen 


Ca ae mit der Spiegelverschneidungsgeraden g (vy = 1) findet man aus (65b) als einzige reelle 
urzel 


(65c, d) 


=> = 1,543. (65¢) 
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Diesen Wert erhalt man auch durch Interpolation aus Tabelle 1, in der die Funkti 
ist, oder durch Ablesung aus Abbildung 3. In dieser ist das durch (65c, d) ses an 
Schraffur hervorgehobene Feld ersichtlich gemacht, in dem der Bildpunkt (u,v) eines speziellen 
betrachteten Strémungsproblems liegen muB, damit — auBer den beiden tere cerhendena Ex- 
tremwerten in den Endpunkten der kleinen Halbachse, die dann Maxima sind — noch an anderer 
Stelle der elliptischen Kontur fiir x = 0° ein Kleinstwert der Wandschubspannung 1,, existiere 
Dieses héchst bemerkenswerte Ergebnis erfahrt im allgemeinen Falle (« =: 0) eine wesentliche 
Erweiterung, die jedoch hier nicht mehr betrachtet werden soll. 


6. Ein analytisch-graphisches Lésungsverfahren. Will man die Héhenlinien des Geschwindig- 
keits- und Schubspannungsreliefs in einem praktisch vorgegebenen Strémungsproblem wirklich 
ermitteln, so steht man vor der miihevollen und zeitraubenden Aufgabe, die mitgeteilten Glei- 
chungen (54a), (57a), (58) usw. sehr oftmals auszuwerten. Dazu kommt, da® die im 5. Abschnitt 
erwahnten Vereinfachungen im allgemeinsten Fall einer mit den Achsen gegen den Spiegel schiefen 
Ellipse vollkommen wegfallen, und es ist dann notig, ganze Scharen von Gleichungen 3. und 4. Gra- 
des oftmals numerisch auszuwerten. Nomogramme, die das leisten, lieBen sich unschwer entwerfen, 
sie hatten aber mit der direkten Berechnung obiger Gleichungen den Nachteil gemeinsam, daf ihre 
Zwischenergebnisse unanschaulich und hinsichtlich ihrer Richtigkeit schwer kontrollierbar waren. 
AuBerdem miifBten bei jeder neuen Fragestellung, die man bei einem schon durchgerechneten Stré- 
mungsproblem aufwerfen kénnte, die erwahnten Berechnungen immer wieder von neuem durch- 
gefihrt werden. Das hier zu beschreibende analytisch-graphische Verfahren vermeidet die er- 
wahnten Nachteile: 


1. Ks ist grundsatzlich fiir das Geschwindigkeits- und Schubspannungsrelief in gleicher Weise 
anwendbar. 


2. Es ist bereits in seinen Zwischenergebnissen, den Wélbungslinien, auBerordentlich anschau- 
lich und vermittelt schon durch diese Linien eine klare Vorstellung von der Gestalt des betreffenden 


Reliefs. 


3. Es gestattet, die Héhenlinien desselben mittels weniger Ordnerlinien zu konstruieren, wobei 
eine mehrfache Kontrolle aus der Zeichnung sich von selbst ergibt. 


| 4. Jede neue Frage kann nach Entwurf der Wélblinien ohne jede weitere Berechnung durch 
_ Zeichnung weniger Ordnerlinien beantwortet werden. 


Das Verfahren besteht darin, daB man die erwahnten Gleichungen z. B. (57a) fiir bestimmte, 
am besten ganzzahlige Gitterpunkte, die innerhalb des elliptischen (oder kreisférmigen) Rohrquer- 
schnitts liegen, ausrechnet, wodurch man bereits die erwahnten Wolblinien punktweise konstruieren 
kann, wenn man nur die auf einer y-Parallelen x = x; oder auf einer x-Parallelen y = y, liegenden 
Funktionswerte beachtet und durch Kurvenziige verbindet, die dann durch die Parameter x; bzw. 
y, gekennzeichnet sind. 

Als Funktionswerte in der Zeichnung kann man v oder t selbst, auch die in den Gleichungen 
(54e) und (55e) eingefiihrten Strecken z und t oder irgend eine andere v bzw. t proportionale GréBe ¢ 
bzw. 7, auftragen. Die Nullachsen der so zu zeichnenden Wolblinien sind in den Aufrissen mit den 
Walblinien y = y,, die x-Parallelen, die dann x’’-Achsen genannt werden, in den Kreuzrissen mit 
den Wéalblinien x = x, hingegen die y-Parallelen, die dann y’’’-Achsen heifen mégen. Zu den be- 
rechneten Gitterpunkten kommen im Falle des Geschwindigkeitsreliefs dann zu jeder Wolblinie 
x =x, bzw. y = y, noch je zwei Basispunkte, die man durch Projektion der Schnittpunkte der 
Querschnittsellipse mit den Geraden x = x; bzw. y = y, auf die zugehorige Basisgerade y”’’ baw. x” 
erhalt. Im Beispiel der Abb. 4 sind diese Basispunkte und ihre Konstruktion deutlich gemacht. 

Im Falle des Schubspannungsreliefs erhalt man fiir jede Wolblinie zwei weitere Punkte und 
damit auch Kontrollméglichkeiten dadurch, daB die Endpunkte dieser Wélblinien auf den Auf- 
oder. Kreuzrifprojektionen der Raumkurve der Wandschubspannungen f,, liegen miissen, die man 
vorher durch Berechnung der i. a. verhaltnismafig einfacheren bzgln. Gleichungen (51), (56a, b), 
(59a, b) oder (62) ermittelt hat. In Abb. 5 ist die Konstruktion auch dieser Randpunkte besonders 
angedeutet. « 

Will man nun die Héhenlinien eines Reliefs z. B. fiir eine Schar dquidistanter Ebenen, die 
parallel zur Basisebene der Querschnittsellipse verlaufen, zeichnen, so hat man nur ndtig, die 
Walblinienscharen im Aufri8 und Kreuzri$ mit einer Schar zu den Basisachsen x” baw. y’’’ paralle- 

1 In einer spateren Arbeit soll neben weiteren Untersuchungen dieses allgemeinen Falles auch diese Er- 
weiterung diskutiert werden. Natiirlich ergibt sich dann eine grofere Mannigfaltigkeit der Bedingungen. 
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ler, iquidistanter Geraden zum Schnitte zu bringen und die Schnittpunkte auf die Geraden y = y;,, 
bzw. x = x, also auf jene Geraden herabzuloten, die durch die gleichen Parameter gekennzeichnet 
sind, wie die Wélblinien, die die Schnittpunkte mit den Spuren der betreffenden Héhenebene liefern. 
Auf diese Art wird der Funktionswert jedes Gitterpunktes auf zweifache Art zur Konstruktion der 
Wolblinienpline ausgenutzt. In Abb. 4 ist diese einfache Konstruktion von Punkten einer Héhen- 
linie noch besonders ersichtlich gemacht. 

Will man z. B. Geschwindigkeit v, oder Schubspannung 1, im Strémungsgebiet vorgeben und 
jene Punkte suchen, in denen dieselben vorhanden sind, so braucht man die Wolblinienscharen nur 
mit Basisparallelen zu schneiden, die in den v, bzw.t, entsprechenden Héhen zu zeichnen sind und 
die Schnittpunkte, wie beschrieben, auf die Geraden x = x; baw. y = y, herabzuloten. Da die 
MaRstabe fiir die Groen v,7, z usw. willkiirlich wahlbar sind, so kann man leicht schleifende Schnitte 
vermeiden, indem man — etwa nur fiir einen Rif — den bzgl. Mafstab entsprechend andert. Im 
Falle des Beispiels 2 ist das in Abb. 7 im Aufri®8 durch Halbierung der Mafistabskonstanten durch- 
gefiihrt. Sollten trotzdem schleifende Schnitte nicht zu vermeiden sein, so wird man die auch 
anderweitig zu Kontrollzwecken heranzuziehende analytische Berechnung der betreffenden Punkt- 
koordinaten mit Vorteil ausnutzen kénnen. 

SchlieBlich ist noch zu bemerken, daB es in der Natur der Strémungsprobleme liegt, da die 
Wolblinien im Falle des Geschwindigkeitsreliefs gegen die Basisgeraden hin stets konkav, im Falle 
des Schubspannungsreliefs hingegen zum gréBten Teile konvex verlaufen'. 

Liegt nur eine einfache Symmetrie eines Reliefs vor, so empfiehlt es sich, die symmetrischen 
Walblinien nicht alle auf eine einzige RiBebene zu projizieren, da sie sich dann in schmalen Bezirken 
verdichten und so die Zeichnung uniibersichtlich wiirde. Z. B. wurden so in dem Falle einer Quer- 
schnittsellipse mit horizontaler groBer Achse in Abb. 8 die symmetrischen Wélblinien y = y, so 
verteilt, daB in dem Teil der Aufrifebene oberhalb der Querschnittsellipse die Wolblinien mit 
negativem Parameter —y, einschlieBlich yg, in dem Teil der AufriBebene unterhalb der Querschnitts- 
ellipse aber die Wélblinien +y, (ausschlieBlich y)) gezeichnet wurden. Dasselbe gilt bzgl. eines 
Kreises als Querschnitt (man vgl. die Abb. 6—9). Liegt ttberhaupt keine Symmetrie mehr vor, 
wie im Falle des Geschwindigkeitsreliefs der schiefen Ellipse (Abb. 11), so sind sinngema$, um 
lastige Uberdeckungen zu vermeiden, beide Scharen von Wolblinien auf je eine Halfte der Auf- 
und KreuzriBebene zu verteilen. 

Die Berechnung der Funktionswerte fiir die Gitterpunkte ist fiir die Zeichnung genau genug 
mit einem 25-em-Rechenschieber durchfiihrbar und daher verhaltnismaBig rasch zu erledigent. 

Um die Abbildungen nicht zu sehr zu iiberlasten, wurde die Bezeichnung cm dort weggelassen, 
wo Irrtiimer ausgeschlossen sind, z. B. wurden die Koordinaten x, y kurz durch die Zahl der Zenti- 
meter +1, +2,...,—l, —2,... bezeichnet, ebenso auch die Parameter der Waélblinien. 


7. 4 Zahlenbeispiele mit Konstruktionen der Schichtenplane. Hier wurden die praktisch wich- 
tigen Unterfalle des 5. Abschnittes weitgehend beriicksichtigt. Der Fall des Kreisquerschnittes 
unter konstantem Uberdruck ist sehr durchsichtig und in seinen Ergebnissen langst bekannt, so 
da sich seine nochmalige Durcharbeitung nach dem Verfahren des 6. Abschnittes eriibrigt. 

Beispiel 1. Stré6mung durch ein elliptisches Rohr mit konstantem Uberdruck 
Pp’ =yh. Es werde gewahlt a = 8cm; b =5cm;h=6 cm. ? 

Fiir jeden Druck p ist v(x, y) gema Gleichung (54a) der Funktion 


proportional. Es wurde, um einen konkreten Fall zu betrachten, angenommen, daB der Uberdruck 
durch eine hydrostatische Druckhéhe h = 6 cm zustande gekommen ist. h hat hier nur die Be- 
deutung einer Proportionalitatskonstante. Die Gestalt der Reliefe andert sich fiir andere Werte 


* Das hier geschilderte analytisch-graphische Losungsverfahren wurde bereits in der in FuBnote 2 Seite 126 
erwahnten Arbeit des Verf. zur Ermittlung des Geschwindigkeitsreliefs bei rechteckigen Rohrquerschnitten 
mit Erfolg herangezogen. Die Berechnung wurde zwecks Durchfiihrung einiger Kontrollen und Verschar 
fungen in der vorliegenden Arbeit mit einer kleinen Brunsviga-Rechenmaschine durchgefiihrt. 

* Die gewahlten Abmessungen sind vollkommen willkiirlich und fiir laminare Str6mungen verhaltnismafig 
groB. Bei maximalen Reynoldsschen Zahlen von etwa 1200 ergeben sich Strémungsgeschwindigkeiten fiir Wasser 
etwa von 1,5 ~ 2,5 cm/sec. Um sie zu verwirklichen, mii®te man sehr groBe Rohrlangen I voraussetzen. Setzt 
man wieder Wasser bei Zimmertemperatur als Strémungsfliissigkeit voraus, so folgt mit x/) = 10-5 cmsec. 
etwa eine Lange von einigen km fir J, Da sich laminare Str6mungen hauptsichlich in Rohren mit kleinen 


Siw vas abspiclen werden, so ist es zweckmaBig, die Zeichnung als A-fache VergréBerung derselben aufzu- 
assen, 
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von h natiirlich nicht. Fiir die Konstante k in (54a) ergibt sich dann der Zahlenwert k — 53,933 cm$ 
und die (54a) vorkommende Funktion g(x, y) zu: 


— wee x? ye - em$ x yy %+v[\cm3 
9%, y) =k ( = 7) = 53,933 ( ae: .) = aS . (66) 


In Tabelle 2 ist p(x, y) nach (66) fiir die am oberen Rande vermerkten Gitterpunktsahbszissen x 
und fiir die am linken Rande angegebenen Gitterpunktsordinaten y berechnet worden. Wegen der 
doppelten Symmetrie des Reliefs geniigte es, diese Berechnung nur fiir einen Ellipsenquadranten 


Tabelle 2. Die nach Gleichung (66) fiir die am oberen und linken Tabellenrand angegebenen Gitterpunktskoordi- 
naten berechneten Werte der Funktion a - v(x, y)" im Beispiel 1. (Man vgl. Abb. 4.) 


eo il ae 8) a es egal), Ae is She Np wee 
| 
0 | 53,933 | 53,090 | 50,562 | 46,348 | 40,449 | 32,865 | 23,596 | 12,640 | 0 
+1 | 51,775 | 50,933 | 48,404 | 44,191 | 38,292 | 30,708 | 21,438 | 10,483 | — 
+2 | 45,303 | 44,461 | 41,933 | 37,719 | 31,820 | 24,236 | 14,966 | 4,011 | — 
£3 | 34,517 33,674 31,146 | 26,933 21,0384 13,449 | 4,180 eas a 
+4 19,416 | 18,573 | 16,045 | 11,851. 15,033. |) = i — 
+5 | 0 eae es a ~ — ~ — 


durchzufiihren. Striche in der Tabelle 2 deuten an, daB sich die betreffenden Gitterpunkte bereits 
auBerhalb der Querschnittsellipse befinden und sich daher ihre Beriicksichtigung eriibrigt hat. Fiir 
x =y =0 folgt aus (66) 


Umax —= 93,933 y/x - 1 cm/sec. 


In Abb. 4 ist nun eine zu y(x, y) = ieee v(x, y) cm’ proportionale Strecke € cm im Auf- und Kreuz- 


Ly) 


‘ 
riB aufgetragen worden. Dies geschah mittels eines Mafstabes, der e cm® dieser GréBe durch 1 cm 


Zs 


y=0 


Abb. 4. Die nach Tabelle 2 gezeichneten Wéilblinien des Geschwindigkeitsreliefs und die Konstruktion 
a des dazu gehérigen Héhenlinienplanes im Beispiel 1. 
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der Zeichnung zur Darstellung bringt, und zwar deshalb, um die Ergebnisse von den Konstanten 

z/y der jeweiligen Stromungsflissigkeit und der Rohrlinge/ unabhangig zu machen, d.h. sie fiir 

verschiedene Wahl dieser Groen ausnutzen zu kénnen. Fast immer wurde die Konstante e zu 
ae 10 Ae 10>. ie ee es ; as a 


ieee a 


16" 2 hae (67) 


gewahlt. Nach (54b) ergebensich nun die Halbachsen a, und b, der elliptischen Hohenlinien mittels 
der Konstanten k in (54a) und e in (67) zu: 


a, = a/1—S2 = 8/1 — 0,1855¢ ; b, =o //1—S =5. T— 0,1855¢; ¢ in cm; 


Z. B. folgt fir € =4 cm: a, = 4,06 cm; 6, = 2,54cm, ohne erkennbaren Fehler gegeniiber der 
Zeichnung. 

Die Konstruktion der Punkte der Héhenlinie, die z. B. durch die Ebene € = 2 cm aus dem 
Geschwindigkeitsrelief ausgeschnitten wird, ist fiir die Ebene x = +5 cm mittels der Woélblinien- 
schnittpunkte «, und ihre Projektionen auf die Gerade x = +5 cm, die die gesuchten Punkte x,; 
liefern, ersichtlich gemacht. Ebenso erkennt man die Konstruktion der zur Wélblinie x = +6 cm 
gehérigen Basispunkte 6, aus den Schnittpunkten e, der Randellipse mit den Geraden x = +6 cm. 
Analog wurden die Punkte y, , derselben Héhenlinie aus dem Schnittpunkt y, der Spur € = 2 mit 
der Wolblinie y = +3 ermittelt. 

Ganz analog wurde in Abb. 5 das zugehérige Schubspannungsrelief konstruiert. 

Zuvor wurde gema} (55b) die Funktion 

x 


Lee 2 ae zie 
v9) Sera \5 ie kV Spire ees ue oo Via aay (68) 


in Tabelle 3 fiir die innerhalb der Querschnittsellipse liegenden Gitterpunkte, deren Koordinaten in 
Tabelle 3 oben und links angegeben sind, berechnet. Sodann berechnet man die Projektionen der 


Tabelle 3. Die nach Gleichung (68) ftir die am oberen und linken Tabellenrand angegebenen Gitterpunktskoordi- 
naten berechneten Werte der Funktion 722). om? im Beispiel 1. (Man vgl. Abb. 5.) 


25 0 4 42 +3 +4 +5 +6 ay +8 
0 | 0 1,685 seal 5,056 6,742 8,427 10,112 11,798 13,483 

+1 4,315 4,632 5,475 6,647 8,004 9,467 11,210 12,562 — 

+2 8,629 8,792 9,264 10,001 10,950 12,061 13,294 14,617 — 

+3 12,944 13,053 iS} BS 13,896 14,594 15,445 16,426 — = 

+4 e208 17,341 17,585 17,984 18,528 — — — — 

+5 21,573 | — = = — = = — — 


Raumkurve der Wandschubspannung f,, nach derselben Gleichung (68), jedoch fiir die Randpunkte 
der Querschnittsellipse, wobei in Tabelle 4 die ganzzahligen Werte x die betreffenden Randpunkte 
festlegen. 

In Abb. 5 sind nun diese nach den Tabellen 3 und 4 berechneten Funktionswerte mittels der 
ihnen proportionalen Strecken 7 cm aufgetragen worden, die mit Benutzung eines f-MaBstabes 


ermittelt worden sind, der f cm? der GréBen a em? bzw. ee em? durch 1 cm der Zeichnung 


zur Darstellung bringt. Es wurde gewahlt: 


10 cem?/em tT [\em? om cna aa ]\cm* on 
a eae ; al = 2,5 +9 3 aa =) (69) 


Man erkennt im Auf- wie im Kreuzrifs die nach (55f, g) angegebenen Geradenpaare der fiir y, = 0 
bzw. x, = 0 degenerierenden Hyperbeln, die auch zugleich Asymtoten aller anderen Ri®-Hyperbeln 
sind. Ebenso erkennt man in der Kontur 7,, im Aufri8 die Ellipse (56a), im Kreuzri® aber die 
Hyperbel (56b), die die Projektionen der Raumkurve der Wandschubspannung 1,, auf die be- 
treffenden Rifebenen darstellen. Im AufriB der Abb. 5 ist ferner fiir die Wélblinie y = +3 cm die 
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Konstruktion der beiden Randpunkte ¢, auf 7,, durch Projektion der Schnittpunkte s, der Rand- 
ellipse mit der Geraden y = +3 auf die 7,,-Ellipse noch besonders kenntlich gemacht. Die Kon- 
struktion des Héhenlinienplanes verlauft im iibrigen véllig analog zu der der Abb. 4. Hierbei wur- 
den, um die Figur nicht zu sehr zu iiberlasten, die Abstande 
_ der Schichtenebenen mit 7 =1,6cm, vonx,=0 beginnend, Tabelle 4. Die nach Gleichung (68) fiir 
angenommen. Mit f = 2,5 cm in (69) und den angenom- die Randpunkte der Querschnittsellipse mit 
menen Werten fiir a, b, h findet man z. B. fiir 7 = 4,8 cm den am linken Rand angegebenen Koordi- 
die Halbachsen a,, b, der zugehérigen Héhenlinienellipse i aa are maar et eto 


; EY CO as anton oe 
nach (55c) zu: cu im Beispiel 1. (Man vgl. Abb. 5.) 
em y -f a? + b? 4,8 C 255 89 m 
of iG ; b? ri. 6 ; 25 a 7,125" ; xem yom Ty | oma? 
Y 
em n -f a + 6? ad em 
ba eB 0 5 21,573 
+1 + 4,961 21,470 
Fast genau dieselben Werte (7,2 cm, 2,75 cm) liest man 42 £4,841 21,158 
+3 +4,635 20,628 
aus Abb.5 ab, - +4 + 4,330 19,862 
Charakteristisch fiir die Héhenlinien des Schubspan- +5 +3,903 | 18,831 
nungsreliefs ist, daB sie nicht nur als geschlossene Kurven ae) +3,307 | 17,489 
ganz im Innern der Querschnittsellipse verlaufen, sondern - | Sie | ee 
auch den Rand derselben schneiden kénnen, wobei natiirlich - : 


die Teile auBerhalb der Querschnittsellipse keine physika- 

lische Bedeutung besitzen. Diese Erscheinung wiederholt sich in anderen Fallen ebenso. Stets 
aber fallt der Senkenpunkt des Schubspannungsreliefs mit dem Scheitelpunkt 
des Geschwindigkeitsreliefs zusammen. 


Th 


} wer y6 ts e434)? 


Vic 


i i élblini liefs und Projektionen des Verlaufs 
Bow 23) hh den Tabellen 3 und 4 gezeichneten Wélblinien des Schubspannungsrel. Projektion 
ee tog Wguduekah epeatintg samt Ser Konstruktion des dazu gehérigen Héhenlinienplanes im Beispiel 1. 
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Die Spuren der Wirkungsebenen der Schubspannungen bestimmt man nach Gleichung (50a), 
die sich im vorliegenden Falle konstanten Uberdruckes (h sehr grof) zu 


WE we 25 


= x 
BL =~ yy 


(70) 


vereinfacht. Der Vergleich von (70) mit (50b) zeigt, daB die Spurenelemente aller Punkte eines 
Strahles durch 0 untereinander und daher auch zum Spurenelement des Schnittpunktes dieses 
Strahles mit der Querschnittsellipse parallel sind. In Abb. 5 ist dies fiir emen Strahl angedeutet. 


Alle Punkte der Ordinatenachse x = 0 haben somit (y = 0) Spurenelemente parallel zur x-Achse, 


TU 


alle Punkte der Abszissenachse y = 0 (x = 7) paralel zur y-Achse. 


Im positiven Quadranten der Héhenlinie 7 = 4,8 cm ergeben sich nach (70) fiir die Punkte mit » 
den der Zeichnung entnommenen Koordinaten (die also nur ungefahr die Ellipse (55c¢) erfiillen) 
beispielsweise folgende Winkel y: 


Nea are tg x 
Sl. 26 ,651en a= 2,6 
539 5,00  —-0,978 
12/5 3,00" 220.469: 


Die Richtungen dieser Spurenelemente sind fiir die in diesem Schema angegebenen Punkte dieser 
Hohenellipse samt den Spurenelementen der beiden Ellipsenscheitelpunkte in Abb. 5 eingezeichnet 
worden. Als GréBtwert der Schubspannung findet man aus den Tabellen 3 oder 4 fiir x = 0, 
y = £5, also an den Endpunkten der kleinen Halbachse r,,,,. = 21,573 y/I kp/em?. + 

Beispiel 2. Strémung durch ein kreisférmiges Rohr bei statischer Druckver- 
teilung. Es sei: h =r, = 5 cm, so daB die obere Kreistangente zugleich Spiegelverschneidungs- 
gerade g ist.” In Tabelle 5 ist analog (66) gemaB (57a) die Funktion 


(71) 


x-v-]\cem3 
: 


V(% y) = + (25 — x®— y?) (10 + y) =| as. 


Tabelle 5. Die nach Gleichung (71) fiir die am oberen und linken Tabellen- 
rand angegebenen Gitterpunktskoordinaten berechneten’ Werte der Funktion 


ae - v(x, yom’ im Beispiel 2. (Man vgl. Abb. 6.) 


wy 
‘ 


: | 0 | #1 © +3 +4 +5 
| | 
we ee baa ie S4 2 Ss 
=A ST ent 4,375 0 = = 
3 14 13125 WN 10.5 6,125 0 = 
=) 21 20 17 12 5 = 
=f) Weo7 25.875 || 22.5 16,875 9 es 
0 31,25 30 26,25 20 11,25 0 
1 33 31625 |) 27,5" 1 2201625. |i 
BENS Kase ee YT 25.55 18 7,5 = 
ee MEG (24,375 "|, 9,5aen) aliescs 0 _ 
4A) 4625 4) 213 8,125 0 = _ 
Bay 0 == — —s = aa 


* Man bemerkt die Analogie dieses Falles mit dem Torsionsproblem von Stiben elliptischen Querschnittes. 
Man vel. hierzu J. Szabé, Hohere Technische Mechanik, 1956, S. 250—252, insbes. Gleichung (14,25), aus 
der man erkennt, daB das Drehmoment M; dem Wolbhiigelvolumen V’ in (14) proportional ist. Ferner F. 
Télke, Baustatik, Winters Studienfiihrer, 1949, insbes. Nr. 86: Das Torsionsproblem bei elliptischem Quer- 
schnitt, S. 201—203, und M. M. Filonenko-Boroditsch, Festigkeitslehre Bd. II, 1952, S..285—288. Insbe= 
sondere aber vgl. man C. B. Biezenound R. Grammel, Technische Dynamik, 1939, S. 112—117 und S. 192—203 
und die Bemerkungen bei Funote 1 S. 119 dieser Arbeit. 

® Dieser Fall wurde in der in FuBnote 1 S. 120 genannten Arbeit hinsichtlich des Geschwindigkeitsreliefs bereits 
— allerdings rein analytisch — behandelt. Z. B. der Héhenlinie « = 2 der Abb. 2, S. 364 a. a. O., die durch 
den Membranmittelpunkt (also hier den Kreismittelpunkt) hindurchgeht, wiirde in der jetzigen Bezeichnungs- 
weise die Hohenlinie € = 3,125 entsprechen. Dort war o%mqz = 2,1126, daher wma; = 10 - 1,0563 - 3,125 = 
10 - 3,3009 = 33 in Ubereinstimmung mit Tabelle 5 fiir x = 0, y= +1. 
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fur die am oberen und linken Tabellenrand angegebenen Koordinaten «x, 


des Rohres 
analog (67): 


y der im Kreisquerschnitt 
liegenden Gitterpunkte berechnet worden. Dann ist mittels der Mafstabskonstanten 


e = 10 em®/em 


in Abb. 6 das Geschwindigkeitsrelief mit den dort angegebenen ganzzahligen ¢-Werten genau so 
konstruiert worden, wie dies in Abb. 4 erklart worden ist. Zieht man im Kreuzri® an die Wolblinie 
« = 0 die zur y-Achse parallele Tangente und lotet den Berithrungspunkt auf die Ordinatenachse 
x = 0, so erhalt man den Ort des Wélbscheitels m. Man kann diesen Ort, d. h. seine Ordinate ve 
auch nach (23) berechnen und erhalt fiir h = r, = 5 cm 


em 


Ym =~ (V7 —2) = 1,076 


in sehr guter Ubereinstimmung mit dem zeichnerischen Ergebnis. SchlieBlich erhalt man nach 
(38a, b) fiir die Koordinaten des Druckmittelpunktes M mit x =0,a=b=h=5em: 


Gye s Vip leo 6 


In Abb. 6 ist der Druckmittelpunkt M eingezeichnet. Er liegt tiefer als der Wélbscheitel m. Man 
erkennt im Aufri8 von Abb. 6 die in (57c) angegebene Parabelschar und im Kreuzrif die durch 


7 
Abb. 6. Die nach Tabelle 5 gezeichneten Wélblinien des Geschwindigkeitsreliefs und die Konstruktion 
nu des dazu gehérigen Héhenlinienplanes im Beispiel 2. 


(57d) dargestellte Schar kubischer Parabeln. Aus Abb. 6 entnimmt man v,,,, = 33 ae j cm/sec. 


i 6lblini i i ; ind, wurden, wie im Abschnitt 6 angegeben, 
Die Wélblinien des Aufrisses, die nach (57c) Parabeln sind, ; i 
Bos Erhéhung der Ubersichtlichkeit in zwei Gruppen getrennt gezeichnet. Zwecks Entwurfes 
des Schubspannungsreliefs wurde zunachst nach (58) die Funktion 
1159) (x, y) = + 2 Ey)? + (+99) [410 +9)? + Ay 0 +) —80] — 100 y (10 + y) +625 
eT) x, ; 
$ (72) 
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wie friiher fiir die innerhalb des Kreisquerschnitts liegenden Gitterpunkte in Tabelle 6 berechnet. 
Ebenso wurde in Tabelle 7 dieselbe Funktion y fiir die Randpunkte des Kreisquerschnittes, fiir 


Tabelle 6. Die nach Gleichung (72) fiir die am oberen und linken Tabelle 7. Die nach Gleichung (72a) fiir 


Tabellenrand angegebenen Gitterpunktskoordinaten berechneten die Randpunkte des Querschnittskreises mit 
1+ x(x, yom den am linken Tabellenrand angegebenen 
Werte der Funktion ern im Beispiel 2. Koordinaten berechneten Werte der Funktion 
cm? 
(Man vgl. Abb. 7.) Pry) im Beispiel 2, (Man vgl. Abb. 7.) 
We 
ee 0 Seyi 42 | 8) | eA nes 
= SS See 2 
| | yom xem Ty tom 
—5 6,25 | ? 
=A A L2H oT 1S9 I TS LONT Sun eo sh aS 
= 5 7,337 | 7,603| 8,067; 8,75 | — —» 0 | 6,25 
=o 6,625| 6,801| 7,315) 8,139} 9,241; — —4,899 sig | | 6,376 
=) 5,25 | 5,597| 6,543] 7,911] 9,569; — —4,583 | £2 | 05242 
0 3,125| 3,905) 5,647| 7,762] 10,063) 12,5 =4 +3 1,9 
+1 0,25 2,753 | 5,506) 8,296) 11,138) — —=3 see. 0 8,75 
280) 3.375| 4,610) 7,143) 10,062) 13,149). — == £4,583.) (tO 
+3 7,750| 8,519} 10,503| 13,184| 16,25 | — =! | 44,899 11,25 
+4 12,875 | 13,463| 15,212] 17,5 | — | — 0 +5 12,5 
dg 18,75 pes ens | +1 | +4,899 Seo 
+2 +4,583 15 
“3 # 16,25 
; 4 +3 17,5 
die aber x? + y? = 25 ist, berechnet. Damit geht sie ee 19 18.228 
uber in die viel einfachere Beziehung: +4,899 +] 18,624 
ence +5 0 18,75 
tw = (10+), (72a) 
é 


die man sogleich auch aus (59a) erhalten hatte. In Tabelle 7 sind alle ganzzahligen Werte von 
x,y beriicksichtigt, um die Randkurveny,, in Abb. 7 auch fiir Punkte dieser Ordinaten leicht 
zeichnen zu kénnen. Die AufriSprojektion ist nach (59b) eine Ellipse mit den Halbachsen a, = 
r, =5em; b, =r /4h =1,25 cm! und den Mittelpunktskoordinaten x = 0, y = r,/2 = 2,5 cm. 

Als Mafistabskonstante fiir die Zeichnung des Schubspannungsreliefs wurde f = 10 cm?/4 cm = 
2,5 cm?/cm gewahlt, so daB gemaB (69) 


lan = 25% ~ n™ 


wird. Die Schichtebenen wurden — von 0 beginnend — in 7-Abstanden von je 0,8 cm gewahlt. 
Die Spur der Ebene 7 = 3,2 cm schneidet die Wélblinien des Aufrisses y = 0, —l, —2, —3, —4 
in ziemlich dicht beieinanderliegenden Punkten in schleifenden Schnitten. In verdoppeltem 


Ordinatenmafistab (f = 1,25 cm) wurde daher die Schnittpunktreihe auf der Geraden 7 = 6,4 cm 
nochmals deutlich gemacht, wobei man noch den Vorteil erreicht, da die 7,,-Ellipse in einen 
Kreis vom Radius 5 cm mit der Mittelpunktshéhe von 10 cm iibergeht. (7,,-Kreis der Zeichnung.) 
Die Héhenlinie 7 = 3,2 cm wurde in Abb. 7 mittels dieser deutlicher gemachten Schnittpunkte 
gezeichnet. Trotzdem empfiehlt sich in diesem Falle eine rechnerische Kontrolle nach Gleichung 


E l cm em em? 
(58a). Es ist = =2,5 +3,2  =8  . Es mégen die Punkte mit den im nachstehenden Schema 


angegebenen y-Werten kontrolliert werden. 


yom «com | tg x 
| 

—3 +2,879 | +0,811 
95 + 2,784 +0,861 
=) +2,853 | +1,018 
rer +3,058 | +1,686 

0 +3102 | +4.030 

fhe CUNY 3 h 5 
1 Nach (55e) ist ay =t,:h=f-n, somit 7 =t,- rie he 55 = 2t,, d. bh. alle t,, Werte er- 


scheinen in der Zeichnung, in welcher 7, statt t,, aufgetragen ist, verdoppelt. Daher hat der Ellipsenmittel- 
punkt die 7,,-Ordinate 5 cm und die kleine Halbachse b, in der Zeichnung den Wert 2,5 cm. 


XXVIII. Band 1959 K, Karas: Stationdre Laminarstrémungen durch Kanile von elliptischem Querschnitt 143 


Die Abweichungen der Zeichnung liegen an der Grenze der Zeichengenauigkeit. Der Bild- 
punkt uw = 1, vy = 1 dieses Falles befindet sich in Abb. 3 tatsichlich im nicht schraffierten Gebiet 
(Punkt K), wie es der monoton vom oberen zum unteren Scheitelpunkt des Kreises — nach einem 


i a = Z" n=0cm 
IE / | zi) 08” 
L 46» 
Gen 
3 32” 
40» 
| | 48” 
| 56” 
{ 6 yn 
3 - 4a 


To 


i dlblini 5 liefs und Projektionen des Verlaufs 
i lien 6 und 7 gezeichneten Wélblinien des Schubspannungsrel. E tior 
ae = eS ganas Konstruktion des dazu gehérigen Héhenlinienplanes im Beispiel 2. 


cos-Gesetz ansteigenden — Wandschubspannung entspricht, die sonst auf dem Kreisumfang kein 
Extremum besitzt. Die Richtungen der Spurenelemente der Ebenen, in denen die Schubspan- 
nungen wirksam sind, findet man wieder nach Gleichung (50a), die in dem vorliegenden Falle die 


Form annimmt: 


2x%(2h+y) Lana 2%(10 + y) 2a (73) 
8% =— Fy G@h+y)—G—#_—y) 2 y 00 Fy) — 5 — #9) 


i i i Jerte von tg y eingetragen und in Abb. 7 
Schema sind auch die nach (73) berechneten Wer on 
Rea tiedic fretionden Punkte der Schichte 7 = 3,2 cm auch die Richtungen der Spurenelemente 


eingezeichnet worden. 
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Dort ist auch die Ellipse = = 0 eingezeichnet worden, deren Schnitt mit der Ordinatenachse 
gemaB Gleichung (23) den Punkt m (Senke) ergab. Ihre Gleichung folgt aus (19a) mit a = b = r,, 
oe =O 70 

e+3y4+4hy—ri=0 oder +3 y2+ 20y—25 =0 
somit als Ellipse mit den Mittelpunktskoordinaten x = 0; y = — 2/3 h = — 10/3 cm und den 
Halbachsen 


a, =|/r2 + 5h = 3/21 


Diese Ellipse verbindet somit alle Punkte des Querschnittes, fiir welche durch sie hindurchgehende 
Ebenen parallel zur x-Achse und zur Strémungsgeschwindigkeit v frei von Schubspannungen sind. 
Als GréBtwert der Schubspannung findet man aus den Tabellen 6 oder 7 fiir den unteren End- 
punkt des vertikalen Kreisdurchmessers (x = 0, y = + 5): Tag = 18,75 y/l kp/cm?. 


Beispiel 3. Strémung durch ein elliptisches Rohr mit horizontaler grofSer 
Halbachse und bei statischer Druckverteilung. Es seia =8 cm; 6 =5cm: h = 6cm; 
a = 0°. Dann ist nach (60a) 


bee y? 6 ¥ x%-v(x,y)-l 
(ey) = 800 -(1——55| fost 17) = me (74) 


\ 


em 


= 7,638" und b=>/32+4R =5/7 =4,410™. 


Fiir die am oberen und linken Rand der Tabelle 8 angegebenen Koordinaten wurde (74) berechnet 
und in Abb. 8 im Kreuz- und Aufri® wie friiher ausgewertet, wobei die Wélblinien des Aufrisses, 


Tabelle 8. Die nach Gleichung (74) fiir die am oberen und linken Tabellenrand angegebenen Gitterpunktskoordi- 
naten berechneten Werte der Funktion on v(x, y)™ im Beispiel 3. (Man vgl. Abb. 8.) 


fe 0 el +2 +3 +4 +5 | +6 | ef +8 
isn =] | | 
| 
aly 142107 | “13495 | c11058 |) 28.596) 4310 no 2 = — 
a 27,439 | 26,769 | 24,759 | 21,410 | 16,720 | 10,691 | 3,323 | — a 
—2 | 39,110 | 38,382 | 36,200 | 32,562 | 27,470 | 20.923 | 12,920 | 3,463 = 
—l | 48,236 47,451 45,096 | 41,170 35,675 28,609 19,973 9,767 — 
0 53,933 53,090 90,562 | 46,348 40,449 32,865 23,996 12,640 0 
+1 59,314 54,414 | 951,713 47,212 40,910 32,807 | 22,904 11,200 _- 
+2 51,497 90,939 | 47,665 | 42,876 36,170 27,549 | 17,012 4,560 — 
+3 41,595 40,580 | 373533) |) 325456 25,347 | 16,208 | 5,037 — = 
+4 | 24,724 23,601 | 20,432 | 15,060 7,099 — — ~~ ~~ 
a wht mia | get = ae oe see <2: it eae 


die nach (60c) Parabeln sind, in zwei Gruppen, wieim 6. Abschnitt angegeben, aufgetragen wurden, 
um die Ubersichtlichkeit der Zeichnung nicht zu beeintrachtigen. Die Wolblinien des Kreuzrisses 
sind die kubischen Parabeln (60d). Als MaBstab und als Distanz d der Schichtenebenen wurden 
in Abb. 8 gewahlt: 


em?/em %-v-[\cm' em? scm em 
ae & a) Sa as es 


Die Konstruktion der Schichtenlinien im GrundriB erfolgt genau so wie in Abb. 4. Zieht man 
im Kreuzri® wieder an die Wolblinie x = 0 die Tangente und lotet den Beriihrungspunkt auf die 
Ordinatenachse (strichlierter Ordner in Abb. 8), so erhalt man den Ort m des Wolbscheitels, also 
den Ort von v,,,,, der sich nach (22a) auch direkt zu 


Vm = 0,790 cm 


berechnen laBt. Die Ubereinstimmung mit dem Zeichenergebnis ist ausgezeichnet. Fiir v 
erhalt man aus dem Kreuzri8 der Abb. 8 in guter Naherung: 


selbst 


niax 


) 
oat ate 
UM = 59,6 cm/sec , 
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wozu die Tabelle 8 fiir x = 0, vis = +1 die sehr gute Naherung 55, ois on i liefert. Die nach 


(32) nicht zerfallende Ellipse @ ae 0 wurde in Abb. 8 nicht ones Hingegen ist dort der 


Druckmittelpunkt M angegeben, dessen Ordinate Ym nach (38b) mit « = 0 zu 
Yu = 1,041 cm 
berechnet wird. M liegt wie in Abb. 6 tiefer als der Wolbscheitel m. 


CfS PY tS 6 


+7 


y=1 


Abb. 8. Die nach Tabelle 8 gezeichneten Wolblinien des Geschwindigkeitsreliefs und die Konstruktion 
des dazu gehérigen Héhenlinienplanes im Beispiel 3. 


Um auch das Schubspannungsrelief zeichnen zu kénnen, wurde zunachst nach (61) die folgende 
Funktion in Tabelle 9 fiir die am oberen und linken Rande daselbst angegebenen Gitterpunkts- 
koordinaten berechnet: 


bers) ae Es 5 ee i ee 
A? = 200/465 “aH -(aaa6 + éas) + 4 (a5 + ata) (aa + 33 1 a5 OT 


Jie cee (75) 
a am + 25 —1) (217)? 
und dann daraus in Abb. 9 im Auf- und Grundrif$ mittels des Mafistabes 
em?/em < [ em? ood » 
fas Ce tee ey == 3,333 +7, 
3 5 


10 
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Tabelle 9. Die nach Gleichung (75) fiir die am oberen und linken Tabellenrand angegebenen Gitterpunktskoordi- 


naten berechneten Werte der F’ union F222) — im Beispiel 3. (Man vgl. Abb. 9 und 10.) 


ur 


+4 


+6 


13,845 
12,779 
10,937 
6,890 
5,967 
5,631 
9,237 
15,046 
22,126 


13,841 
12,894 
11,247 
7,903 
7,287 
7,473 
10,817 
16,325 
23,218 


12,782 
11,725 
11,829 
13,192 
16,455 


13,483 


SS 
7-80 Me GY 56 48 40 32 BY 46 Gécm 


Abb. 9. Die nach den Tabellen 9 und 10 gezeichneten Wélblinien des Schubspannungsreliefs und Projektionen des Verlaufs der Wandschub- 
spannung samt der Konstruktion des dazu gehérigen Héhenlinienplanes im Beispiel 3. Im Kreuzrisse wurden bei den Wolblinien x = ; 


ou, 
ipl 7 
= + eer == a 
708m - yess | 
16 » = aes Fr | 
oh — : 2 | 
30” iM 
40 »— 
3 
48» 
5632-——— 
6 —— — Y = —| 
WH Di aes ees — PS a 
80 bg -——- +4 uf 
Tw 


die doppelten Vorzeichen wegen Raummangel fortgelassen. 


7cm usw. 


ea ee ee ee 
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die Konstruktion der Wélblinien vorgenommen. Ebenso wurde gema&B Gleichung (62) in Ta- 
belle 10 die Funktion “nach der Formel: 


6 


a. x2 y? Pee mye y? 
ae iS | linge @™ at i isa) 


Teo! 


tes 


berechnet und in Abb. 9 im Auf- und KreuzriB8 mittels des gewahlten f-MaBstabes aufgetragen 
(y,.-Linie). Als Distanz der Héhenebenen wurde — von 0 beginnend — wieder 0,8 cm gewahlt. 


Tabelle 10. Die nach Gleichung (75a) fiir die Randpunkte der Quer- 

schnittsellipse mit den am linken Tabellenrand angegebenen Koordinaten 
7 em? 

berechneten Werte der Funktion ice im Beispiel 3. 


(Man vgl. Abb. 9 und 10.) 


xem yom Typ som" 
Be 
0 =5 14,200 
1 —4,961 14,190 
2 —4,841 14,156 
3) —4,635 14,092 
4 —4,330 13,983 
5 —3,903 13,807 
6 35307 13,535 
q 3 AD | 13,149 
| 
7,52 —1,341 12,916 = i) 
8 0 | 13,483 — 
4 +2,421 18,364 
6 + 3,307 21,443 
5 | +3,903 23,855 
4 | +4,330 25,741 
3 +4,635 27,164 
2 +4,841 28,160 
I +4,961 28,751 
0 +5 28,946 


Die Konstruktion des Schubspannungsreliefs und seiner Schichtenlinien erfolgt so wie in den 
friheren Beispielen. Man erkennt aus Tabelle 10, daB in der Nahe des Randpunktes x = 7, 


y =— 2,421 ein Minimum von existiert. Die genauere Berechnung nach (75a) ergibt dieses 
fir y = — 1,341 cm und (75a) ergibt hierzu 
Comin = 12,9162 Kepjem?, somit —MYpin = 12,916 7 = 3,875. 


Im GrundriB der Abb. 9 sind diese beiden Punkte mit 1,,,,,;, vermerkt. Tatsachlich liegt der Bild- 
punkt E des hier vorliegenden Strémungsproblems, der nach (64a, b) die Koordinaten 
8 6 


B=z— 106; y=zHle 


besitzt, in dem durch Schraffur hervorgehobenen Felde der Abb. 3. Als maximalen Wandschub- 
spannungswert und damit als Maximalwert aller Schubspannungen im durchstrémten Gebiet ent- 
nimmt man aus den Tabellen 9 oder 10 


Cmax = 28,946 - + kp/cm? , 
der erwartungsgema8 am unteren Endpunkt der Kleinen Halbachse der Querschnittsellipse auf- 


tritt. Im Aufri® waren schleifende Schnitte nicht ganz zu vermeiden Man kann zu gewabiten 
10* 
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y-Werten zur Kontrolle die zugehérigen x-Werte nach Gleichung (61a) genauer berechnen nach 
der Formel: 


1302 2 1302 64 y? 
= — [2 (a5 ») +2(55 y)a5 7 | 64(55—1} 


—— 


1302 1302 2 1302 64 2 AG et _ 
+ \/4Ces +2) [Fos +2) +2(pe +3): a5 °7 + O4(35—1| + igen (76) 


/ | ie 
Z. B. ergab sich ein schleifender Schnitt fiir 7 = 3,2 cm mit der Wélblinie y =—2 cm im Aufrif 
der Abb. 9. Hierfiir ist in (76) 

[-t 10°" , 

ye YR acc Shee pe = MUR o 
Mit diesem Wert ergibt (76) fiir y = — 2 cm x = 1,673 cm, wogegen man aus der Zeichnung den 
sehr ungenauen Wert x ~2cm abliest. Die Richtungen der Spuren der Wirkungsebenen der 
Schubspannungen bestimmt man wieder nach Gleichung (50a), die im vorliegenden Falle die ein- 
fache Gestalt: 


Safa ree anf ae 
@\e@+e ' 3a+e] 64 (89 ' 217 
tg NE 5 - 7) 5 == \ 2 2 
2y/ oh y x yy 1 2y/6 y Pen XS Lt 
i (z +R 3a 7H) +(3 i 1-3 Ce 25 (ip 317) C64 25) Pahurane 
(77) 
annimmt. Fir die nach (76) zu gewahiten y- Werten berechneten x- Werte der Hohenlinie 7 = 2,4 cm, 
also Hie = - 2,4em = 8°™ wurden nach (77) die Spurenrichtungen tg ¥ berechnet und die Er- 
gebnisse in folgendem Schema zusammengestellt: 
Yaad agem tg 50 
0 4,516 +3,030 
+1 4,110 —3,880 
+2 2,075 -—0,571 


Die Werte x stimmen ausgezeichnet mit den ZeichnungsgréBen iiberein. Die Richtungselemente 
der Spuren der Schubspannungswirkungsebenen wurden im Grundrif$ der Abb. 9 fiir die Schichten- 
linie 7 = 2,4 cm fiir die im Schema durch ihre Koordinaten angegebenen Punkte cingezeichnet. 


q 7 

7 
‘ Au 
(ay 4 3 VA if 0 -7 


Abb. 10. Darstellung des Schubspannungsreliefs der Abb. 9 im Beispiel 3 in 

isometrischer schiefer Axonometrie. Es wurden nur die Héhenlinien und die 

Wolblinien des Kreuzrisses der Abb. 9 ibernommen, um die Zeichnung nicht zu 
sehr zu iiberlasten. < (+x, +-y) = 120°. 


Kd 


oY 


i 


=o0 4) 


Um die Anschauung von der Gestalt des Schubspannungsreliefs noch weiiergehend zu unter- 


stiitzen, wurde dessen linke Halfte aus Abb. 9 in Abb. 10 in klinogonaler isometrischer Axonometrie - 


dargestellt, wobei nur die Wélblinien des Kreuzrisses und die horizontalen Héhenlinien tubernommen 
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wurden, um die Abbildung nicht zu sehr zu iiberlasten. 
Aber auch so diirfte sie einen plastischen Eindruck von 
der Gestalt des Schubspannungsreliefs vermitteln. 


Beispiel4. Strémung durch ein elliptisches 
Rohr mit geneigter groBer Halbachse und bei 
statischer Druckverteilung. Halbachsen und Tiefen- 
lage wie bei Beispiel 3. a =8cm, b =5cm, h—6 cm, 

= 30°; sin 30° = 0,5; cos 30° = 0,86603. 

Man stellt zunachst fest, daB diese Annahmen der 
Vollbenetzungsbedingung (16) geniigen. (Man vgl. Abb. 11.) 
Es ist namlich nach (16): 


36 > 64- 0,25 + 25-0,75 = 34,75. 


Dann ist nach (13a): 
me so 6 0,86603 0,5 
Pe) 800(1 aoe 35) (a9 + ~3i7_Y F139 *| 
_ #: u(x, y)-l 
ae ane (78) 


In Tabelle 11 ist (78) fiir die am oberen und linken Ta- 
bellenrand angegebenen Koordinaten der innerhalb des 
elliptischen Querschnittes befindlichen Gitterpunkte be- 
rechnet und in Abb. 11 wie friiher ausgewertet worden. 
Zur Auftragung der Wélblinien wurde dabei der MaBstab 


jocm’/em 
AGaap = 10 cm?; 
somit 
x-I-v\cm3 Se 
( nd — 10c~" Fi com 
gewahlt. Als Distanz der Schichtenebenen wurde — von 
Null beginnend — 1 cm angenommen. Die Konstruktion 


des Hohenlinienplanes im Grundrif erfolgte dann aus den 
Wolblinien der beiden Auf- und Kreuzrisse wie in den 
friiheren Fallen. Legt man an die am meisten abstehenden 
Wolblinien, also im Kreuzri® links an die W6olblinie 
x = +1 und im Aufri® unten an die Wolblinie y = +1 
Tangenten und durch die Beriithrungspunkte achsenparallele 
Ordner (in Abb. 11 strichliert gezeichnet), so ergeben die- 
selben in ihrem Schnitt recht genau die ungefahre Lage 
des Wélbscheitels m. Eine volkkommenere Kontrolle seiner 
Lage ergibt sich durch Bestimmung und Zeichnung der 
beiden Kegelschnitte (18) und (19) und ihres in das Innere 
des Rohrquerschnittes fallenden Schnittpunktes. Zunachst 
ergibt sich nach den Gleichungen (26) und (30) 


130s 5 
ett 4 yr 
Oy = 13°; 0’; 21”; tga, = 3 tga, = 0,693; 
Na = Byte 43’, DOG 


== (Ueweale 


der Winkel « = 30° liegt also zwischen a, und 3, beide 
Kegelschnitte sind somit nach Schema (32) Ellipsen. 


1. Die Ellipse = 0; 


Setzt man die gegebenen Gréfien in (24) ein und erweitert 
mit 128 - 139, so erhalt man die Ellipsengleichung: 


3 x2 + 2,2189 xy + 2,56 y? + 37,4831 x — 64 = 0. 


g 
oO 
os 
5 g 
= a 
ey 
— ——— 
~ 
; foe} 
a 


im Beispiel 4. (Man vgl. Abb. 11.) 
0 


BT eS eee te 


2,099 | 
8,403 


ee ee 
ae ae ae 

eae 

SRASE 


3,984 


7,473 


3,262 


6,071 


(E36) 


46,105 | 39,733 | 32,386 | 24,333 | 15,844 


| 
| 
| 
| 
| 


0 


4,840 51,230 
0 


5 


5,794 | 10,924 | 13,958 | 15,166 | 14,818 | 13,184 | 10,533 


8,604 | 16,527 | 21,557 | 23,962 | 24,013 | 21,980 | 18,132 | 12,739 


14,649 | 22,287 | 26,461 | 28,938 | 29,491 | 28,387 | 25,897 | 22,291 | 17,838 | 12,309 


082 | 44,198 | 48,649 | 50,704 | 50,635 | 48,710 | 45,200 | 40,374 | 34,501 | 27,853 | 20,698 | 13,306 
3633 | 49,083 | 53,767 | 55,957 | 55,923 | 53,933 | 50,257 | 45,166 | 38,929 | 31,816 | 24,097 | 16,042 
yt | 42,379 | 48,223 | 51,372 | 52,097 | 50,667 | 47,352 | 42,422 | 36,147 | 28,796 | 20,640 | 11,947 


832 | 34,844 | 39,291 | 41,443 | 41,569 | 39,940 | 36,824 | 32,493 | 27,215 | 21,261 | 14,901 
426 | 29,758 | 36,027 | 40,001 | 41,451 | 40,647 | 37,858 | 33,354 | 27,405 | 19,780 | 12,250 


5718 | 48,732 | 53,881 | 56,435 | 56,665 


149 : 


986 | 27 
032 | 37 
571 | 40 
530 | 33 
260 | 19 


4,776 
6, 


5,035 | 17, 
| 13,778 | 27, 
17,362 | 31, 
15,019 | 29, 
5,984 | 21, 


Tabelle 11. Die nach Gleichung (78) fiir die an den Tabellenrdndern angegebenen Gitterpunktskoordinaten berechneten Werte der Funktion —— 
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Subtrahiert man dann (III) in (33) von (I), so erhalt man mit (II): 


4,5243 
— ° 2 : , > 
2. cos2v =0,44A5 e? =  2,2021A = F eee eur 3 
278 = 2 
e?-sin2y =>, -/3 -A = 2,21892 ; A= — 556 59,0601 © 


Die obere der rechts stehenden Gleichungen erhalt man, wenn man die links stehenden Gleichungen 
quadriert und addiert, die untere durch Addition von (I) und (III). Thre Einfitthrung in die obere 
rechte Gleichung zeigt, da® nur das untere Vorzeichen in Frage kommt. Man findet nach langerer 
Rechnung schlieBlich: 


A =—0,2557; 62 = 0,5784; cosy = — 0,6346; siny = + 0,7728.! 


Fiihrt man diese Zahlenwerte in die Gleichungen (IV) und (V) von (33) und die letzteren in (VI) 
ein, so erhalt man nach einigen Erweiterungen fiir p die quadratische Gleichung: 


p? — 14,4263 p = 161,2713. 


Ihre beiden Wurzeln liefern schlieBlich mit (IV) und (V) auch je zwei Werte fiir q und r: 


py = 21,8180; q, =— 12,8008; r, = +9,7526; (F,),3 u, =" 2" = — 71,4396; 
P,2 =—1,3911; q =—2,0787; r= —3,3041; (F,),3 uy = 25 = 3,043; 


In Abb. 11 sind die beiden Brennpunkte (F,)x und (F,)x, sowie der Mittelpunkt M, angegeben 
und die Ellipse gezeichnet worden, die auch durch die Endpunkte der kleinen Halbachse der 
Querschnittsellipse hindurchgeht. Natiirlich ist eine weitere Kontrolle durch direkte Berechnung 
z. B. der x-Werte aus angenommenen y-Werten mdéglich. Es ist 


yom may 0 ey +2 
o™ 1,540 1,522 1,400 1,182 


in sehr guter Ubereinstimmung mit der Zeichnung. Fiir die Halbachsen a, b und die lineare Ex- 
zentrizitat e fand sich ferner: 


C—O ecm beget acm =e — asda seme 
ow 
oy 
Verfahrt man wie im Falle 1., so erhalt man der Reihe nach: 

x* + 4,6148 x y + 7,68 y? + 86,4889 y — 64 = 0; 
A=—0,1191; «2 =0,9666; cosy =—0,9547; sin y = 0,2977; 
p? + 91,8049 p = 1057,3496 


0. 


2. Die Ellipse 


Pp: = 10,3504; gy = —9,5512; r, =—2,1700; (F,)y; v, = 1% = 42,3580; 


(My) 
P2 =— 02,1553; gq, = 94,2673;  r, = — 34,5443; (F,)y; 0, = 2+ — — 18,3572; 


Hiervon konnte in Abb. 11 nur der Brennpunkt (F,), und die Richtung y der groBen Halbachse 
eingezeichnet werden. Durch direkte Berechnung fand sich: 


yen =| ea) 
xm 14,478 19,699 
x™ 9,864  —10,469 


* Es sei bemerkt, daf das bei L. Schrutka, a. a. O. (FuBnote 1 S. 125) durchgerechnete Beispiel S. 404 nicht 


hei eee x 3 3 
richtig ist. Dort muBte es cos »y = — yin (* 4. Si heiBen, da sich 2 y im 4., somit vy im 2. Quadranten 


befindet, daher sind auch die ebendort fiir p, q,r errechneten Ergebnisse falsch. 
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in sehr guter Ubereinstimmung mit der Zeichnung. Schlieflich ergab sich: 


a = 55,306cm; b=10,106cm; e = 54,375 cm. 


Die Ellipse geht ferner durch die Endpunkte der grofen Halbachse hindurch. Man kénnte mittels 
der beiden Ellipsengleichungen die Koordinaten von m leicht noch genauer bestimmen, was aber 


Tabelle 12. Die nach Gleichung (79) fiir die 
Randpunkte der Querschnittsellipse mit den am 


linken Tabellenrand angegebenen Koordinaten be- 
em? 


T, , . 
ve im Bei- 


iz 
rechneten Werte der Funktion =< 
spiel 4. (Man vgl, Abb. 11 oben.) 


-cm cm. Typ tom" 

x 3 y | 

0 +5 28,946 A 
41 +4,961 30,218 
4.9 +-4,841 31,053 
133 4,635 | ~31,394 
+4 +-4,330 Shl72 
+5 3,903 30,292 
+6 +-3,307 28,616 | 
7 KES AST ) tee 25,003 | 
ag 0 | 20,856 | B 
ny = 2401) 1 20,689 
+6 =-3,307) i) 203708 
5 —3,903 20,243 
+4 —4,330 19,414 
+3 =4,635" 1) 18.322 
42 =A, 8410 ert 7049 
+1 —4,961 | 15,657 

0 =5 / 14,200 ers 
sah —4,961 12,722 | 
a9 =A BAe 1 oi 204 | 
3 —4,635 | 9,862 | 
= —4,330 | 8,552 
5 —3,903 7,371 | 
26 a a07 6,362 
= ==9' 491" \—-=25.610 
= 0 6,110 oD 
=] Beg 4o1 10,824. 
—6 +3,307.- | 14,270 
a5 +3903. | 17,419 
=A, +4,330  t~ 20,310 | 
=3 J) 4,635 22,934. 
20 oh eA BAT 25,267 
eee re lh eee 

Ov | es 28,946 | A 


hier unterbleiben konnte. Aus der Zeichnung oder auch aus Tabelle 11 fiir x = y = + 1 liest 
man ab: 
ama 


== 06,61 += 


Vv a 
max x-l sec . 


Aus (38a, b) erhalt man ferner fiir die Koordinaten des auch in Abb. 11 eingezeichneten Druck- 
mittelpunktes M: 
Ky =1,333 em; yy = 0,902 cm. 


SchlieBlich ergaben sich nach den in FuBnote 4 Seite 121 angegebenen Formeln: 

x, =— 18,742 cm; y, =— 16,892 cm; xg = — 30,755 cm; Ye = + 10,828 cm. 
Hiermit konnten die Punkte X,, Y, und G in Abb. 11 gezeichnet werden, die die Wendeasymptote 
auf den Geraden y = 0, x =0 und der Oberflichenverschneidungsgeraden g ausschneidet, und 


schlieBlich diese selbst konstruiert werden. Das Schubspannungsrelief ist fiir dieses Beispiel nicht 
gezeichnet worden, wohl aber der Verlauf der Wandschubspannung 1,, des rektifizierten Umfanges 


Se 


XXVIII. Band 1959 K. Karas: Stationére Laminarstrémungen durch Kanile von elliptischem Querschnitt 153 


der Querschnittsellipse. Hierzu wurde gema8 Gleichung (51) zunachst in Tabelle 12 fiir die dort 
angegebenen Koordinaten der Querschnittskontur die Funktion 


aie 6 | 0,86603 0,5 2 ¥ 
e100 (s+ mr +ip*)* Vee + oe i) 
berechnet und dann in Abb. 11 oben mittels des MaBstabes 


10°” - | \cm? 


fa—— e— oeniss Some ee = 5m, nm 
gees 


auf dem rektifizierten Ellipsen-Umfang, beginnend vom unteren Endpunkt A der kleinen Halb- 
achse tiber B,C, D (Grundrif in Abb. 11) bis A zuriick aufgetragen. 


Durch Ziehen horizontaler Tangenten entnimmt man diesem 7,,-Diagramm: 


c= +3™;, y=+4,635™; 7, = 31,4 + kp/om? zwischen 4A und B 
Se OS SS 209 Se nin + kp/em? zwischen C und D. 


Der Ort von 7,,,,;, wurde durch graphische Interpolation genadhert vermittelt. Im Grundri® der 
Abb. 11 sind die Orte dieser Extremwerte der Wandschubspannung auf dem Umfange der Quer- 
schnittsellipse angegeben. Man bemerkt, daB die Héhenlinien in der Nahe des Punktes min ,, 
den gréBten Abstand voneinander aufweisen, wahrend sie sich in der Nahe des Punktes max 1,, 
am dichtesten zusammendrangen. 

In experimenteJler Hinsicht werden sich die beiden hier durch dasselbe Verfahren gelésten 
physikalischen Probleme, wie hier noch bemerkt werden mige, erginzen: die i. a. versuchsweise 
schwerer zu bestimmenden Strémungsgeschwindigkeiten v wird man mittels der leichter meBbaren 
Membran-Auswélbungen w und umgekehrt die umstindlicher durch Messungen zu bestimmende 
Kubatur des Wélbhiigels mittels der leichter meBbaren sekundlichen Fliissigkeitsmenge zu bestim- 
men trachten.1 


(Eingegangen am 17. November 1958.) 
Anschrift des Verfassers: Prof. Dr.-Ing. Karl Karas, Techn. Hochschule Darmstadt. 


Nachtrag vom 23. 4. 59: 


Dieser Fall ist —- insbesondere hinsichtlich der Abhangigkeit der DurchfluBmenge Q von der Gestalt des 
elliptischen Querschnitts — sehr ausfiihrlich diskutiert in der Arbeit von O. Emersleben: ,,Wie hangt bei 
Parallelstrémung zaher Fliissigkeiten die Durchflu8menge von der Gestalt des Querschnitts ab ?“*. Abteilung 
Angewandte Mathematik der Universitat Greifswald: Anwendungen der Mathematik Nr. 3, insbesondere S.5—8. 


1 Fs sei in diesem Zusammenhang auf die Arbeit von K. E. Meier-Dérnberg, Ing. Arch. 26 (1958) S. 93—95, 
verwiesen. 
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Uber nichtlineare Schwingungen mit unstetiger Erregung 
Von H. Kauderer 


1. Einleitung. Die periodischen Bewegungen, die fiir ungedampfte Zwangsschwingungen mit nicht- 
linearer Kennlinie charakteristisch sind, werden gewohnlich am Musterbeispiel eines schwingungs- 
fahigen Systems untersucht, das die nach G. Duffing benannte Differentialgleichung 


act +eq(l +B a) = Peosyt (1) 


befolgt. Hierbei bedeutet q die generalisierte Koordinate des Systems von einem Freiheitsgrad, 
t die Zeit, a eine konstante positive TragheitsgréBe, P die Amplitude und y die Kreisfrequenz 
der Zwangskraft. Die positive Konstante c und die Konstante f legen die fiir f > 0 tberlineare 
und fiir 6 < 0 unterlineare Kennlinie des Schwingers fest, die hier die Form einer zum Nullpunkt 
symmetrischen kubischen Parabel hat. 

Die Duffingsche Differentialgleichung ist die einfachste Erweiterung der Differentialgleichung 
fiir die Zwangsschwingungen eines Schwingers mit gerader Kennlinie, in die sie fiir 6 = 0 tiber- 
geht. Trotz ihrer einfachen Gestalt laBt sie sich jedoch nur durch Naherungsverfahren behandeln. 
Diese liefern, da man sie praktisch schon nach wenigen Schritten abbrechen muB, nur fiir geringe 
Abweichungen von der Linearitéat brauchbare Lésungen, und dasselbe gilt dann natiirlich ent- 
sprechend fiir die aus diesen Naherungslésungen hergeleiteten Resonanzdiagramme. 

Es liegt daher die Frage nahe, ob sich vielleicht die Duffingsche Differentialgleichung unter 
Wahrung ihres Charakters als Bewegungsgleichung eines Schwingers mit nichtlinearer Kennlinie 
und periodischer Zwangskraft so andern 1a48t, daB man sie exakt lésen kann. Der Zweck dieser 
Abhandlung ist, nachzuweisen, da dies tatsdchlich méglich ist, und zwar dadurch, daB man 
die harmonische Zwangskraft Pcos yt durch andere einfache Formen einer periodischen Er; 
regung ersetzt. Ein solches Vorgehen scheint aus folgendem Grund durchaus gerechtfertigt zu 
sein: Wahrend im linearen Fall infolge der Méglichkeit der Superposition von Einzellésungen die 
zu einer harmonischen Zwangskraft gehérige Lésung der Schwingungsgleichung dadurch ausge- 
zeichnet ist, da sie die Bausteine liefert fiir den Aufbau der Lésung bei einer beliebigen, durch 
eine Fouriersche Reihe darstellharen periodischen Zwangskraft, nimmt die Lésung der Duffing- 
schen Differentialgleichung keinerlei bevorzugte Stellung mehr ein gegeniiber den Lésungen fiir 
andere periodische Zwangskrafte, da man ja bei nichtlinearen Differentialgleichungen die L6- 
sungen nicht mehr superponieren darf. 

Wir wollen nun in Ziff. 2 eine erste und in Ziff. 3 eine zweite Form periodischer Erregungen 
kennenlernen, die eine exakte Bestimmung der Zwangsschwingungen und des Resonanzdiagramms 
von Schwingern mit nichtlinearer Kennlinie erméglicht. Zur Klarung des Verhaltens dieser 
Schwinger zeigen wir jeweils zuerst das (an sich bekannte) Verhalten des linearen Schwingers 
unter diesen Formen der Erregung auf, wobei wir die Bewegungsvorgange mit Hilfe der Phasen- 
ebene darstellen. In Ziff. 4 sollen dann noch Hinweise dafiir gegeben werden, wie sich die hier 
am einfachen Beispiel der Duffingschen Differentialgleichung entwickelten Gedankengiange ver- 
allgemeinern und auf schwierigere Probleme nichtlinearer erzwungener oder parametererregter 
Schwingungen anwenden lassen, so da} man auch in diesen Fallen zu exakten Lésungen gelangen 
kann. 


2. Erregung durch schrittweise konstante periodische Kriafte. Bekanntlich laBt sich der Zu- 
sammenhang zwischen der generalisierten Koordinate q und der zugehérigen Geschwindigkeit 
v = dq/dt fiir eine konservative Bewegung, welche die Differentialgleichung 


dq 
az + (q) =9 (2) 
mit einer beliebigen Funktion w(q) befolgt, nach Ausfiihrung einer einfachen Quadratur in der 
(q, v)-Ebene darstellen. Die Phasenkurvenschar, die diesen Zusammenhang liefert, ist zugleich 
die Schar der Kurven konstanten Gesamtpotentials h, die sich aus der Energiegleichung 


ye+ Ug) =h (3) 
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mit dem Potential 
q 
U(q) = J (q) 4q (qo = const) (4) 
qo 
ergeben. Aus der Auflésung der Gleichung (3) nach v folgt durch eine zweite Quadratur die zum 


Durchlaufen einer Strecke von q = q, bis q benétigte Zeit t zu 


: a 
(Oo ee 
y2 {hk — U@)] e 
nh 
Stiinde nun auf der rechten Seite der Gleichung (1) anstelle der Funktion P cos y t eine Konstante 
K, so kénnten wir Gleichung (1) als Differentialgleichung einer konservativen Bewegung deuten, 
fiir welche die in Gleichung (2) eingefiihrte Funktion w(q) den Wert 
c ° K 
wg) = [ [9 +8) —2 (6) 
hat. Die Phasenkurvenschar lat sich in diesem Fall ohne weiteres zeichnen, und die Berechnung 
von t(q) nach (5) fiihrt, wie man leicht durch Berechnung von U(q) nach (4) mit w(q) nach (6) 
feststellt, auf elliptische Integrale. 

Lassen wir nun die Kraft K gema8 der Darstellung in Abb. 1 ihr Vorzeichen wechseln, indem 
sie periodisch die Werte +P) und —P, annimmt (P), sei eine positive Konstante), so kénnen wir 
fir K = + P, und fir K =— P, zwei Scharen von 
Phasenkurven zeichnen, die beide die ganze Phasen- 
ebene iiberdecken. Der Bewegungsvorgang unter 


einer solchen periodisch verinderlichen Kraft laBt 
sich dann, wenn wir uns noch, etwa fiir t = 0, einen 
Anfangspunkt A,(q9, v9) vorschreiben, durch einen 
Zug aus Kurvenstiicken wiedergeben, die abwechselnd | 
aus den beiden Scharen von Phasenkurven fiir yy 
kKe— a. EH und Kk = — es stammen und sich stetig Abb. 1. Abschnittsweise konstante periodische Kraft. 
aneinander schlieBen. Insbesondere werden sich 
die unter den médglichen Bewegungsformen auftretenden periodischen Schwingungsvorgange 
durch geschlossene, in standiger Wiederholung zu durchlaufende Kurvenziige darstellen lassen. 
Die Duffingsche Differentialgleichung (1) wird demnach durch Quadraturen lésbar, wenn wir auf 
ihrer rechten Seite die harmonische Zwangskraft Pcosytdurch die in Abb. 1 dargestellte ab- 
schnittsweise konstante Zwangskraft mit derselben Frequenz ersetzen. 

Fiir die weiteren Untersuchungen empfiehlt es sich, die Gleichung (1) in dimensionslose Form 
zu bringen. Wir fiihren hierzu die dimensionslosen Veranderlichen 


c. c 
T= pee p= a5 2 


So er 


die dimensionslose Zwangsfrequenz 


und den dimensionslosen Parameter 


P? 
E> ai B 
ein. Die Differentialgleichung (1) erhalt dann mit 
P(t) = cos nt (7) 
und ¢ als einzigem Parameter die normierte Gestalt 
d? 
aa tx (1 +es*) =p), (8) 


die fiir ¢ —0 in die Differentialgleichung der linearen Schwingung iibergeht. Der Ersatz von 
P cos y t in (1) durch die unstetige Funktion von Abb. 1 bedeutet dann, daf in (8) fiir p(r) anstelle 
des Ausdrucks (7) die unstetige Funktion 


4p, fie iota bi Ee Agree 
P(t) = fi (4n+1)a 2 (4n + 3) (== 0; 1, = 2;.. 2) (9) 
=D ur ar" ; . 
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mit py = P,/P einzusetzen ist, die sich in bekannter Weise durch die F ourtersche Reihe 


mS y—l 


p(t)=+p, >) (1)? scosent (10) 


y=1,3,5,... 
wiedergeben la®t. Fiihren wir noch die dimensionslos gemachte Geschwindigkeit 


_& _ ac 
dt jv 
ein, so folgt aus (8) wegen d?x/dr? = y dy/dx durch Integration uber x sofort, da mit einem sich 
als Integrationskonstante ergebendem Parameter r2 die beiden Phasenkurvenscharen in der nor- 


mierten Phasenebene die Gleichungen . 
1 
(«= pi +pet pyar (11) 


haben miissen. Fiir 7 als Funktion von x erhalt man dann, entsprechend Gleichung (5), jetzt mit 
dem Anfangswert x, die Gleichung 


dx 
Ag = (12) 
i t—@ Fm yew 


Der Wert von p, ist an sich noch frei wahlbar. Zu seiner Festlegung kénnen wir z. B. fordern’ 

da die wihrend der Halbperiode von t = —q/2y bis t = + a/2y durch die Zwangskraft ver- 

ursachte Impulsdnderung bei der harmonischen Erregung 

y A; und bei der unstetigen Erregung (gemaf Abb. 1) den 

ES gleichen Wert erhalt. Es mu dann das zeitliche Integral 
der harmonischen Zwangskraft 


+ 2/2 
Sy # 
Peosytdt =— PF, 
é 
— x2 y 


werden, was auf 


P,==sP 


M4 


oder, in dimensionsloser Form, auf p, = 2/z fiihrt. 

Zum besseren Verstandnis des nichtlinearen Falles 
betrachten wir nun zuerst den linearen Fall mit ¢ = 0. 
Die Gleichung (11) fiir die Phasenkurven liefert dann die 


Scharen der konzentrischen Kreise 


Ep) y=" 
Ay um die Punkte M’ und M” der x-Achse mit den Koordi- 
Abb. 2. Eine Phasenkurve aus Kreisbégen naten + Po und — Po (Abb. 2). Diese Kreise sind, wie man 
soo Tesear en: Sale, aus (12) herleiten kann, samtliche in der (dimensionslosen) 
Zeit 27 mit konstanter Winkelgeschwindigkeit zu durch- 
laufen. Der im Bogenmafs gemessene Zentriwinkel eines Kreisbogenstiicks ist also direkt gleich 
der zu dessen Durchlaufung nétigen (dimensionslosen) Zeit. 


Schreiben wir uns nun etwa vor, dai die Phasenkurve der Zwangsschwingung fiir r = 0 durch 
den Punkt A) (x9, yo) hindurchgehen soll, so bewegen wir uns zuerst auf dem Kreis um M’ durch 
Ay bis zum Punkt Aj, fiir den XA, M’ Aj = 21/2 » ist, sodann auf dem Kreis um M” durch A‘ 
bis zum Punkt 47, fiir den <4; M” A{ = a/n ist, hierauf auf dem Kreis um M’ durch 4! 
bis zum Punkt 4, fiir den <A] M’ 4; =a/y ist usf. Ein Beispiel fiir 7 = 2,5 ist in Abb. 2 
eingetragen. Die uns besonders interessierenden geschlossenen Kurvenziige, die den periodischen 
Bewegungen entsprechen, miissen sich auf jeden Fall aus einer geraden Anzahl (2 n) von Kreis- 
bégen zusammensetzen. Istn = 1, so bezeichnen wir die Bewegung als harmonisch zur Zwangs- 


kraft, istn > 1 als subharmonisch von der Ordnung 1/n. Sie hat dann die Periode 2 z n/n 
und die Kreisfrequenz »/n. 
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Infolge der Symmetrie der beiden Kreisscharen zur y-Achse ergeben sich die Bilder der zur 
Zwangskraft harmonischen Bewegungen als geschlossene Kurven aus zwei Kreisbégen, die sich 
auf der y-Achse schneiden. Fiir 7 > 1 miissen die Zentriwinkel der Kreisbégen kleiner als 7 wer- 
den. Wir erhalten dann Kreishogenzweiecke BCDE (Abb. 3). Die Schwingung erfolgt in Gegen- 
phase zur Zwangskraft p(t), da die Ausschlage x stets das umgekehrte Vorzeichen von p(t) haben. 
Mit 7 -> 1 gehen die Zentriwinkel CM’E und EM’”C gegen a, was nur dann mdglich wird, wenn 


Abb. 3. Zur Erklarung der periodischen Zwangsschwingungen Abb. 4. Zur Erklirung der periodischen Zwangs- 
im linearen Fall. schwingungen. Grenzlage. 


die Punkte C und FE immer weiter von O wegriicken und somit auch die Radien der Kreisbégen 
und die Amplituden, die ja durch die Abszisse von D bestimmt sind, unbeschrankt wachsen. Dies 
fiihrt auf die Resonanzstelle bei 7 = 1. Nimmt 7 von | an weiter ab, so miissen die Zentriwinkel 
groBer als 7 werden. Es werden also zunachst die Bogenstiicke EFC und CGE zu durchlaufen 
sein, bis der in Abb. 4 dargestellte Grenzfall der sich in O berithrenden Kreise mit Zentriwinkeln 
von 2 a bei7, = 1/2 erreicht ist. Hier ist die Schwingung in Phase mit der Zwangskraft; die Ampli- 
tude ist durch die Abszisse von G bestimmt. Liegt 7 zwischen 1/2 und 1/3, so braucht man Zentri- 
winkel zwischen 27 und 3a. Diese erhalt man durch den in Abb. 3 zu verfolgenden Linienzug 
EBCGEBCDEFCDE. Es wird hierbei, etwa von E 
aus, der Kreis um M’ einmal ganz durchlaufen 
und dann nochmals bis C, und hieran anschlieBend 
wird der Kreis um M” einmal ganz durchlaufen 
und dann nochmals bis E. Mit 4 — 1/3 wachsen 
die Kreise wieder unbeschrankt. Wir erhalten so 
die aus der Entwicklung (10) fiir p(r) zu erwartende 
Resonanz fiir 7 =1/3. Fir 1/3<7< 1/4 sowie 
fur 1/4 << 1/5 gilt wieder dasselbe wie fir 
l<y< 1/2 und fur 1/2<9< 1/3, nur mit dem 
Unterschied, daB beide Kreise zusatzlich noch einmal | : y 


V4 


voll zu durchlaufen sind. Bei7 = 1/5 erscheint die Tit 4 7 as 
ee . 5 . FE 3 a 
nachste Resonanz. Das weitere Verhalten im Sinne ee 
Abb. 5. Resonanzdiagramm fiir harmonische Zwangs- 


abnehmender 7-Werte ist jetzt vollends leicht zu abtingonees. | Licearer Ball. 
iibersehen. Fiir 7 = 1/2, 1/4, 1/6,... erhalt man 
stets die aus der hierfiir zustandigen Abb. 4 zu entnehmende Abszisse 2 py von G als Amplitude. Das 
Resonanzdiagramm, das die Amplitude X als Funktion von 7 wiedergibt, ist in Abb. 5 fiir 7 > 1/5 
gezeichnet. 

Aus der allgemeinen Lésung der Differentialgleichung (8) mit ¢ = 0 und p(r) nach (10), die 
wir hier mit den Integrationskonstanten a und 6 in der Form 

v—l 


yi he 


[o.e) 


x(t) =acost + bsint ea Dee 1) 


y= 1,3,5,... 


1 
1 — 1? 7? 


1 
a COsSV NT (13) 
schreiben kénnen, ergibt sich sofort: Ist 77 = n/m eine rationale Zahl (n, m ganz; m = yn), so gibt 
es durch jeden Anfangspunkt in der Phasenebene eine subharmonische Zwangsschwingung von 
der Ordnung 1/n. Man kann demnach eine solche Zwangsschwingung mit beliebiger Amplitude X,, 
erzeugen. Das Resonanzdiagramm fiir subharmonische Zwangsschwingungen von der Ordnung 1/n 
besteht somit aus den Parallelen zur Ordinatenachse mit den Abszissen 7 = n/m (m = 1, 2, 3,...5 
Abb. 6). 

In der Tat erhailt man, wie etwa das Beispiel der Abb. 7 fiir 7 = 4/3 zeigen mag, zu jedem 
Ausgangspunkt 4, einen geschlossenen Zug von 27 — 8 Kreisbégen mit den Zentriwinkeln 
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mm/n = 37/4. Zur x-Achse symmetrische Kurvenziige kommen insbesondere dann zustande, 

wenn man den Ausgangspunkt fiir t = 0 auf der x-Achse wahlt. Zwei Beispiele fiir n = 2 
zeigt Abb. 8. 

Wenden wir uns nun wieder dem nichtlinearen Fall zu. An die Stelle dex beiden Kreis- 

scharen treten jetzt die beiden Scharen geschlossener Kurven gemaf Gleichung (11). Die Perioden 

der konservativen Schwingungen, welche diese ge- 

Xn, schlossenen Kurven wiedergeben, gehen fiir ¢ > 0 bei 

unbegrenzt wachsender Amplitude gegen Null. Durch 

Vergleich der Abb. 9 mit Abb. 3 erkennt man sofort, 

daf jetzt an die Stelle der Kreisbogenzweiecke BCDEB 

fiir periodische Gegenphasenschwingungen die ent- 

sprechenden Kurvenzweiecke treten. Ohne Rechnung 

kénnen wir daber schon folgendes feststellen: Wandern 

7 die Eckpunkte C und E auf der y-Achse vom Ur- ; 

Tt sprung O an auswarts, so nimmt die Amplitude X, die 

Abie Eesouttndiagedun: Far eubhasascivahe hier gleich der Abszisse von D ist, unbegrenzt zu. 

Zwangsschwingungen. Linearer Fall. Hierbei wird zunachst die Zeit zum Durchlaufen 

der beiden Bégen von Null an wachsen, da die 

Lange der Bégen auch von Null an wachst; sodann wird sie aber wieder gegen Null gehen miissen, 

weil die Periode der konservativen Schwingungen mit wachsender Amplitude gegen Null geht. 

Es mu8 also sicher fiir einen bestimmten Amplitudenwert X, ein Maximum der Durchlaufzeit 


eek 
5 


sla 
ole 


3 


Abb. 7. Phasendiagramm fiir subharmonische Zwangsschwingungen yon der Ordnung 1/4. 
Linearer, allgemeiner Fall. 


erreicht werden, dem ein Minimum 7 der Zwangsfrequenz 7 entspricht. Im Resonanzdiagramm, 
das die Abb. 10 schematisch wiedergibt, wird demnach der zugehérige Kurvenast, im Sinne 
wachsender Amplituden vom Unendlichen auf der Abszissenachse herkommend, zuerst nach 
links laufen, bis er im Punkt U(o, Xo) mit vertikaler Tangente seine Richtung umkehrt und sich 
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hierauf im Sinn wachsender 7 und wachsender X fortsetzt. Auch an die Stelle der frither fiir 
1/2 Sp 1 maBgebenden Kreishogenzweiecke FCGEF treten jetzt die entsprechenden Kurven- 
zweiecke der Abb. 9. Fallen C und E mit dem Ursprung O zusammen, so haben wir (dem fritheren 
Fall von Abb. 4 entsprechend) die beiden durch den Ursprung gehenden geschlossenen Phasen- 
kurven der beiden Scharen vollstaéndig zu durchlaufen. Ihnen entspricht eine bestimmte Ampli- 
tude X,, und die zugehérige Zwangsfrequenz , wird gleich der halben Eigenfrequenz der zu einer 


hy 
¥ (i 


we 
— 
ies do] Ie 
Ao 
Sy 
Abb. 8. Phasendiagramm fiir subharmonische Zwangsschwingungen Abb. 9. Zur Erklarung der periodischen Zwangsschwingungen im 
von der Ordnung 1/2. Linearer, symmetrischer Fall. nichtlinearen Fall. 


dieser beiden Kurven gehérenden freien Schwingung (Punkt V, in Abb. 10). Wandern nun die 
Punkte C und E vom Ursprung O an auswarts, so werden mit wachsender Amplitude X nur noch 
Teile der geschlossenen Kurven durchlaufen. Die Laufzeiten werden also sicher dauernd kleiner 
und demgema} die 7-Werte gréBer. Da 
mit wachsendem X der Beitrag der 
Konstanten py in der Gleichung (11) fiir 
die Kurvenscharen immer mehr an Be- 
deutung verliert, so werden sich die 
Kurven mit gleichem Wert von r? in 
den beiden Scharen fiir + p, und fir 
— Pp, mit wachsendem X immer mehr 
einander und auch derjenigen Phasen-* 
kurve annahern, die zur freien Schwin- 
gung mit p = 0 gehért. Somit wird 
auch mit wachsendem 7 der Unterschied 
der zu gleichem 7 gehorigen Amplitu- 
den X der friiher betrachteten Gegen- 
phasenschwingung und der jetzt be- 
trachteten Schwingung immer geringer. 
Der von V, nach rechts ausgehende 
Zweig der Resonanzkurve nahert sich | 
also asymptotisch dem von U ausgehenden Zweig und zugleich auch der (in Abb. 10 ge- 
strichelten) Kurve, welche die Amplitude der freien Schwingungen mit p = 0 als Funktion 
ihrer Kreisfrequenz wiedergibt. Fiir 7 > 4, hat demnach das Resonanzdiagramm durchaus den- 
selben Charakter wie ihn die Naherungsverfahren an der urspriinglichen Duffingschen Differential- 
gleichung (1) aufzeigen. Analoge Betrachtungen wie bei den linearen Zwangsschwingungen, wobei 
jetzt stets an die Stelle der Kreise die geschlossenen Phasenkurven treten, zeigen weiter, daB sich 
die Resonanzkurven links von V, in einer Folge solcher nach rechts abgebogener Aste fortsetzen, 


WS 


Abb. 10. Resonanzdiagramm im nichtlinearen Fall. 
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die sich gegen die X-Achse haufen und jeweils bei den Abszissen 7, = 1,/k (k = 1, 2, 3,.. a ei 
den Punkten V, bis zur Ordinate X, herabreichen. Man erhalt so zu jedem Wert von 7 stets un- 
endlich viele Schwingungsformen, von denen zu vermuten ist, da sie abwechselnd stabil und 
labil sind. 

Ahnliche Uberlegungen, wie wir sie soeben fiir ¢ > 0 angestellt haben, laBt auch der Fall der 
unterlinearen Kennlinie mit ¢ << 0 zu. Wir wollen jedoch hierauf nicht mehr naher eingehen und 
uns auf die Feststellung beschranken, daS8 auch dort der Charakter der beiden im Sinne abneh- 
mender 77-Werte ersten Zweige des Resonanzdiagramms derselbe ist wie bei harmonischer Zwangs- 
kraft. 

Die Resonanzkurven lassen sich exakt berechnen. Hierzu ist lediglich die Auswertung des 
elliptischen Integrals (12) nétig, die sich — wenn auch etwas miihsam — mit Hilfe einer Tafel 
elliptischer Normalintegrale stets durchfiihren laBt. 

Fiir den durch U laufenden Zweig der Resonanzkurve ist die Amplitude X die Abszisse des 
Schnittpunkts D derjenigen geschlossenen Phasenkurve mit der x-Achse, welche die Gleichung 


(x +p) +pettyar (14) 

mit 
= (X +p)? ++ X (15) 
befolgt. Die zu X gehérige Zwangsfrequenz 7 ergibt sich aus der Tatsache, das die zum Durch- 


laufen des Kurvenstiicks von C bis D (Abb. 9) nétige Zeit r’’(X) gleich dem vierten Teil der Periode 
der Zwangsschwingung sein muB. Diese Zeit ist aber nach (12) 


0 — (16) 
ee (x + Po)? 5) ext 


wobe1 r? navh (15) einzusetzen ist. Die nach 7 aufgeléste Gleichung fiir den Zweig der Resonanz- 
kurve durch U lautet somit 


14 


i X) = T7"(X) - (17) 


Fur den rechten Teil der durch V, laufenden Resonanzkurve gilt wortlich dasselbe, wenn wir 
iiberall + py durch — py und den Punkt D durch G ersetzen. Mit der entsprechend (16) berech- 


neten Zeit 
. i 2 
—= mit f=(X—p)?+>eX! (18) 
ae (x ae 5 éxt 


lautet die Gleichung fiir den rechten Teil des Resonanzkurvenzweigs durch Vj: 


M14 


(X) oo. (19) 


Ks sei hier noch darauf hingewiesen, da die Frequenz der freien Schwingung mit der gleichen 
Kennlinie als Funktion der Amplitude X durch eine ganz entsprechende Formel, nimlich 


W(X) = 


Ls 


Da): 


geliefert wird, wobei t(X) mit py = 0 aus 


»,¢ 
dx ; i 4 l 
(X.) = — [Cm r2 = X? + —¢ X! 
tx dew = 
0 


zu berechnen ist 
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Zur Ermittlung der weiteren Zweige des Resonanzdiagramms haben wir zunichst die Schwin- 
gungsdauer to fiir eine Halbschwingung, etwa lings des Bogens FCD von Abb. 9, zu bestimmen. 
Ist X die Abszisse von D und X” die Abszisse von F, so wird 


x 
Ul d. 
To (X) a ——— Cea = ie = (20) 
ica cane 
y Z 


wobei r? nach Gleichung (15) einzusetzen ist. Die Periode der Zwangsschwingung in der linken 
Halfte des Zweigs der Resonanzkurve durch V, wird dann gleich 4 [c"(X) + 76(X)], und die Glei- 
chung dieses Zweigs Jautet somit 


cs 1 
— 2 (XX) + (X) - (21) 


(X) 


Fiir den rechten Zweig der Resonanzkurve durch V, berechnen wir nun ebenso die Schwingungs- 
dauer mit Hilfe der Dauerr) der Halbschwingung lings des Bogens BCG von Abb. 9. Ist jetzt 
X die Abszisse von G und X’ die Abszisse von B, so wird 


a 
Hoe ds 
Tae — re ; (22) 
ieee 
xe 


wobei r? nach Gleichung (18) einzusetzen ist. (Fir gleiche Schwingweiten X — X”’ baw. X — X’ 
wird natiirlich tj = 7.) Die Gleichung fiir diesen Resonanzkurvenzweig lautet somit 


(X) 


I 1 
~ F(X) $F GX) 
Entsprechende, anhand der Abb. 9 Jeicht durchfiihrbare Uberlegungen zeigen, da® der links vom 
Punkt V, (k = 2,3,4,...) verlaufende Resonanzkurvenzweig durch 
7 EL 1 
(X) 


= 2 ACO FERX) 


(24) 
und der rechts vom Punkt V4, verlaufende Zweig durch 


1% 1 
MX) =F aX) + kX) oe 


beschrieben wird. 

Uber das Auftreten subharmonischer Zwangsschwingungen kann man sich jetzt folgendes iiber- 
legen: Der Fall der Abbildung 7 mit einem beliebigen Ausgangspunkt A, wird sich, wenn an die 
Stelle der Kreisbégen Stiicke von Phasenkurven treten, nicht mehr verwirklichen lassen. Schreiben 
wir uns die Ordnung 1/n der Zwangsschwingung und die Zwangsfrequenz vor, so kénnen wir, aus- 
gehend von irgend einem Eckpunkt des Kurvenzugs in der Phasenebene, die weiteren Eckpunkte 
der Reihe nach bestimmen. Wenn eine subharmonische Zwangsschwingung moglich ware, miiBten 
wir so am Ende des 2 n-ten Kurvenstiicks wieder im Ausgangspunkt angelangt sein, was natiirlich, 
von Sonderfallen abgesehen, nicht mehr zutreffen wird. Man kénnte nun den Wert von 7 offen 
lassen und, stets vom gleichen Anfangspunkt ausgehend, den geometrischen Ort der Endpunkte 
der 2 n-ten Kurvenstiicke fiir alle n bestimmen. Dieser wird irgend eine Kurve sein, von der wir 
i. a. nicht erwarten kénnen, daB sie durch den Anfangspunkt hindurchgeht. Diese Moglichkeit 
bleibt vielmehr nur noch dann bestehen, wenn wir den Spezialfall der zur x-Achse symmetrischen 
Kurvenstiicke von Abb. 8 ins Auge fassen. 

Gehen wir von irgend einem Punkt A, auf der x-Achse aus (Abb. 11), der zur = 0 gehéren 
mége, so kénnen wir die Kurve bestimmen, die den geometrischen Ort der Endpunkte EF aller Kur- 
venziige durch A, darstellt, die fiir alle méglichen 7-Werte zur Zeit n/n erreicht werden. Schneidet 
diese Kurve die x-Achse, was durchaus eintreffen kann, in einem Punkt FE), so stellt der von A, 
nach FE, laufende Kurvenzug, zusammen mit seinem Spiegelbild beziiglich der x-Achse, eine sub- 
harmonische Zwangsschwingung von der Ordnung 1/n dar, die sich bei einer ganz bestimmten 
Zwangsfrequenz 7, mit einer bestimmten Amplitude einstellen wird. Zu verschiedenen Anfangs- 
punkten A, werden i. a. auch verschiedene Werte von 7) gehoren, so dai wir jetzt, im Unterschied 
zum linearen Fall, subharmonische Zwangsschwingungen einer bestimmten Ordnung nicht nur fiir 
einzelne Werte von 7, sondern jeweils fiir ganze Bereiche zu erwarten haben. 

ll 
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Die Berechnung der Resonanzkurven hat so zu erfolgen, da man fiir jeden Punkt Ap zu ver- 
schiedenen 7-Werten eine hinreichende Anzahl von Endpunkten E auf beiden Seiten der x-Achse 
bestimmt und hieraus die Lage von E, samt dem zugehérigen 7 durch Interpolation ermittelt. 

Obgleich das Rechenverfahren mit Hilfe 

¥ der elliptischen Funktionen vollstandig 

durchfiihrbar ist, wird es doch ziemlich 

umstandlich, weshalb wir hier auf eine 

eingehendere Darstellung verzichten 
wollen. 


3. Erregung durch periodische StéBe. 
Unsere seitherigen Uberlegungen verein- 
fachen sich noch, wenn wir uns die 
Schwingungen durch momentane Stoe 

Abb. 11. Zur Bestimmung der subharmonischen Zwangsschwingungen von gleichem Betrag erregt denken, die, 

ine Bachtlinearen: tall: mit wechselnder Orientierung bei t = 0 
bzw. t = 0 beginnend, in zeitlichen Ab- 
standen von z/y bzw. 2/7 aufeinanderfolgen. Da die TragheitsgréBe a in Gleichung (1) als kon- 
stant angenommen wurde, so bewirken diese StéRe eine momentane Anderung der Geschwindig- 
keit v = dq/dt um den Wert +Av bzw. der GroBe y = dx/drt um den Wert 
Jae 


+6=4°55 Av. (26) 


Zwischen den StéBen verlauft die Bewegung als freie Schwingung. 
Um die Bewegung zu beschreiben, hat man also, und zwar wieder am besten in der (x, y)-Ebene, 
fiir die freien Schwingungen die Schar der Phasenkurven zu zeichnen, deren Gleichung aus (11) 
mit py = 0 zu 


x? + xe A ¥* = 7 (27) 


folgt, wobei sich t(x) aus (12) mit py = 0 zu 


r dx 
T(x) = ee ; — (28) 
\x fe oi ex 


ergibt. Die Phasenkurven der durch die Stéf8e er- 
zwungenen Bewegung verlaufen jetzt  unstetig. 
Sie setzen sich aus lauter einzelnen Teilen von 
Phasenkurven der Form (8) zusammen, deren 
dimensionslose Durchlaufzeit jeweils 2/y betragt, 
und deren Ordinaten an ihren Anfangs- und End- 
Abb. 12. Phasenkurve bei periodischer StoBerregung. punkten sich abwechselnd um ot. 6 und um —o6 
voneinander unterscheiden. Abb. 12 zeigt ein 
Beispiel fiir den Phasenkurvenzug einer erzwungenen Bewegung, das aus einer willkirlich ge- 
wahlten Schar von Phasenkurven der konservativen Bewegung hervorgeht. 
Man kann hier fragen, wie man den Geschwindigkeitssprung Av bzw. 6 zu wahlen hat, um eine 
moglichst enge Analogie mit den harmonisch erregten Zwangsschwingungen der Duffingschen Diffe- 
rentialgleichung (1) herzustellen. Es liegt wieder nahe, zu verlangen, dafi der Impuls 2 P/y, den 


die Kraft P cos yi iiber der Halbperiode vont = —a/2y bis + 2/2 y hervorbringt, mit dem Im- 
puls a Av der StoBerregung iibereinstimmen soll. Dies fiihrt auf die Gleichung 
a a 
Av = EO: (29) 


oder, dimensionslos, auf 
§ = 2n. (30) 


Betrachten wir zuerst wieder den linearen Fall mit ¢ = 0. Die Kurven (27) sind dann die Kreise 
um den Ursprung, die alle mit konstanter Winkelgeschwindigkeit in der Zeit r = 2 zu durch- © 
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laufen sind. Die Phasenkurven der stoBerregten Zwangsschwingung bestehen somit aus lauter 
konzentrischen Kreisbégen mit gleichem Zentriwinkel. Suchen wir speziell wieder die periodischen 
Zwangsschwingungen auf, so miissen deren Phasenbilder geschlossene Kurven werden, wenn wir 
noch die Endpunkte der einzelnen Kurvenstiicke durch Parallelen zur y-Achse von der Lange 6 
verbinden. Wie in Ziff. 2 kénnen wir dann wieder je nach der Zahl 2 n der Kurvenstiicke die zur 
Zwangskraft harmonischen und die subharmonischen Zwangsschwingungen von der Ordnung 1/n 
definieren. 

Die Abbildung 13 zeigt, analog zu Abb. 3, die méglichen Formen der Phasenkurven fiir harmo- 
nische Zwangsschwingungen. Der Linienzug ABCDEFA stellt eine Phasenkurve fiir 7 > 1 dar, 


wobei AB = BC = DE = EF = 6/2 ist. Fir 7 1 miissen die Zentriwinkel der Kreisbégen 
gegen den Wert z streben, und dies ist, da 6 einen endlichen 
Wert behalten mu, nur méglich, wenn der Kreis unbeschrankt 
wachst, was wieder auf die Resonanzstelle bei7, = 1 fiihrt. Die 
Schwingung verlauft in Gegenphase in dem Sinn, da im Bereich 
dernegativen x- Werte ein positiver Sprung der y- Werte eintritt und 
umgekehrt. Die Amplitude X ist hier gleich der Abszisse von B. 
Fur 1/2 < 4 < 1 liegen die Zentriwinkel der beiden Kreisbégen 
zwischen z und 27. Die Phasenkurve lauft jetzt etwa von D aus 
auf dem Bogen iiber HFAG nach C, dann kommt der Sprung 
guriick tiber B nach A, anschlieBend das Bogenstiick AGCDHF 
und hierauf wieder ein Sprung uber EF zuriick nach D. Die 
Schwingung ist in Phase mit der Erregung, und die Amplitude X 
ist nun, wie auch weiterhin, gleich der Abszisse von G. Fiir 7 —> 1/2 re me ee 
rucken die Sprungstrecken FED und CBA gegen die y-Achse und Uvedegeechunlagimpettica Viecacen Palle 
fallen fiir 7 = 1/2 mit ihr zusammen, so daf} hier X = 6/2 und, 

falls (30) gilt, X = 2 werden mu. Liegt 7 zwischen 1/3 und 1/2, so ist eine geschlossene Phasen- 
kurve durch die Punktfolge bestimmt: Bogen CDHFAGCD, Sprung DEF, Bogen FAGCDHF A, 
Sprung ABC. Fiir 7 — 1/3 miissen die Zentriwinkel der Bogen gegen 37 gehen, was nur méglich 
ist, wenn der Kreis unbeschrankt wachst. Wir erhalten also wieder eine Resonanzstelle fiir 7 = 1/3, 


Abb. 14. Phasendiagramm fiir subharmonische Zwangsschwingungen Abb. 15. Phasendiagramm fiir subharmonische 
von der Ordnung 1/4. Linearer, allgemeiner Fall. Zwangsschwingungen yon der Ordnung 1/2. 

Linearer, symmetrischer Fall. 
Die weitere Untersuchung fiir 7 < 1/3 ist leicht durchfiihrbar und liefert, genau wie in Titi, Pe 
Resonanzen fiir alle 7 = 1/k mit ungeradem k. Man erhalt so ein dhnliches Resonanzdiagramm 
wie in Abb. 5, jedoch, falls man 0 = 2/n setat, mit dem Unterschied, da die Tiefpunkte der Kur- 
venzweige fiir 7 = 1/2 m (m = 1, 2,3,.. .) nicht mehr in gleicher Héhe liegen, sondern die Ordi- 

naten X = 2 m erhalten. ; it 

Auch die Aussagen von Ziff. 2 iiber die subharmonischen Schwingungen andern sich qualitativ 
nicht. Man erhalt wieder von jedem Anfangspunkt A, aus subharmonische Schwingungen von der 
Ordnung 1/n, wenn 7 = n/m rational ist. Ein der Abbildung 7 entsprechendes Beispuel fit: 7 = 4/3 

ii 
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zeigt Abb. 14, und ein Gegenstiick zu dem symmetrischen Fall der Abbildung 8 fiir n = 2 gibt 
Abb. 15 wieder. 

Im nichtlinearen Fall mit ¢ +: 0 treten nun an die Stelle der konzentrischen Kreise um O die zu 
beiden Achsen symmetrischen geschlossenen Phasenkurven (27), an denen sich hinsichtlich der zur 
Erregung harmonischen Schwingungen ganz entsprechende Uber- 
legungen wie an Hand des Kreises von Abb. 13 durchfiihren lassen, 
jedoch natiirlich wieder mit dem Unterschied, daB jetzt fiir end- 
liche 7-Werte keine unendlich groBen Ausschlage mehr zustande- 
kommen kénnen und somit fiir ¢ > 0 wieder, abgebogene“ Reso- 
nanzkurven von der Art derin Abb. 10 wiedergegebenen erscheinen 
miissen, Diese Resonanzkurven lassen sich ebenfalls exakt be- 
rechnen, und zwar mit wesentlich weniger Rechenaufwand als bei 
der Erregung nach Ziff. 2. Wir gehen hierbei am besten so vor, 


0 LyX da wir uns zuerst einen festen Wert von 6 fiir alle 7 vorschreiben 
Abbvl6. Zuf Berechuung der Rarmonischen Ud. die Durchlaufzeit fiir die im ersten Quadranten liegenden Kur- 
Zwangsschwingungen im nichtlinearen Fall.  Venstiicke der Phasenkurven der freien Schwingung berechnen, 


die inirgend einem Punkt Q mit der Ordinate Y auf der y-Achse 
beginnen und auf der Parallelen zur x-Achse im Abstand 6/2 im Punkt A endigen (Abb. 16). Die 
iiber A hinaus fortgesetzte Phasenkurve mége die x-Achse im Punkt G schneiden. 


Nach (27) ist der Wert von r, der die durch Q gehende Kurve bestimmt, gleich Y. Ist x9 die 
Abszisse von G, so mu demnach 


1 
a +>ext = Y? (31) 


oder 


=i [f1 +20 2-1] (32) 


werden. Die Abszisse x, von A berechnet sich dann, ebenfalls nach (27), aus 


\/ ia, (ies 6) — 1 : (33) 


pate 
1 € 


Hiermit liefert aber (fiir ¢ > 0) die Gleichung (28) die fiir das Durchlaufen der Strecke QA auf der 
Phasenkurve bendtigte Zeit t,(x,) zu 


T(x) —— ¥ cos C) b F(O, Q) ’ (34) 
wobei F(Q, ¢) das elliptische Integral 1. Gattung! mit 
eg x2 ma 1 xy > cr 
tgO= lV. y > No cos @ [x8 — x? 35) 


ist. Fir den 4uBeren Zweig der Resonanzkurve (der in Abb. 10 durch U hindurchgeht) ist rt, der 
vierte Teil der Periode 2 2/7 der Erregung, und x, wird gleich der Amplitude X, so da dort 


coe 


(X) => a(x) (37) 


wird. Um die weiteren Zweige der Resonanzkurve zu bestimmen, brauchen wir noch die Durch- 
laufszeit fiir die Strecke von Q bis G, die sich mit x, = x) und somit [wegen (36)] gy = 1/2 zu 


1y(%) = 37 eos © - K(Q) (38) 


ergibt, wobei @ wieder nach (35) zu berechnen ist und K(Q) das vollstindige elliptische Integral 
1. Gattung bedeutet. Fiir die rechte Halfte des zweiten Zweigs der Resonanzkurve wird aber die 
Lange der Periode 


Le) 


27 <4 [By (%) —r(u)] 


1 Dargestellt in der Schreibweise von A. M. Legendres Tafeln der Elliptischen N lint ] 
und zweiter Gattung, hrsg. yon Fritz Emde. Stuttgart 1931. Z Se ee 
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Da jetzt die Amplitude X der Schwingung gleich x, ist, so wird 


5h epi ae eae 
tea eae) ee 
Fir die weiteren Zweige erhalten wir allgemein die Gleichungen 

I 1 

n(X) 2 2 n74(X) + 74(x) (n => al ae Oe os A) (40) 
_ (entsprechend dem Stiick links von V, in Abb. 10) und 

I 1 

n(X) Sn nG) (Bia 152.3506 5) (41) 


(entsprechend dem Stiick rechts von V,, in Abb. 10). 


In Abb. 17 sind fiir e = 1/8 die ersten Zweige des Resonanzdiagramms fiir 6? = 1,6 und 62 = 16 
gezeichnet. Schreibt man sich 6 = 2/n gem&B Gleichung (30) vor, so kann man die hierzu gehérige 
Resonanzkurve punktweise dadurch bestimmen, da man sich die Schar der Resonanzkurven fiir 


0 05 7 LV46° Z 3 


Abb. 17. Resonanzdiagramme fiir harmonische Zwangsschwingungen bei StoBerregung 
im nichtlinearen Fall. 


verschiedene feste 6-Werte zeichnet und sodann diejenigen Punkte auf jeder Kurve der Schar 
markiert, deren Abszisse 7 jeweils gleich 2/d ist. Die Kurve, die diese Punkte verbindet, stellt dann 
die Resonanzkurve fiir 6 = 2/n dar. Sie ist ebenfalls in Abb. 17 eingetragen. AuBerdem enthalt 
Abb. 17 auch noch die (mit m = 1, 3,5 bezeichneten) Kurven, die den Zusammenhang zwischen 
den ungeraden Bruchteilen der Frequenz 7 der freien Schwingung und der Amplitude X gemaf 
der Gleichung 
hage  l 
N(X) = ee) (n= 13,ee<s) (42) 


herstellen. Diese Kurven werden von sémtlichen Resonanzkurven asymptotisch angenahert. 
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Fiir die subharmonischen Schwingungen von der Ordnung 1/n gilt das unter Ziff. 2 Gesagte 
sinngema. Es kommen auch hier nur diejenigen Schwingungsformen in Frage, deren Phasenbild 
zar x-Achse symmetrisch ist. Sie kénnen wieder 


2 ahnlich wie in Ziff. 2 bestimmt werden: Man geht 
yon einem Punkt A, der x-Achse aus und schreibt 
sich einen Wert von 7 und dazu einen Wert von 6 
(etwa 6 = 2/y) vor. Yon A, aus wandert man zuerst 
um die Strecke 6/2 aufwarts nach B,, berechnet so- 
dann den Endpunkt C, des Phasenkurvenstiicks 
durch B, mit der Durchlaufzeit 7/7, springt von C, 
aus um dabwarts bis B,,setzt hier das nachste Phasen- 
kurvenstiick an bis C,, springt sodann von C, aus 
Abb. 18. Zur Bestimmung der subharmonischen um 6 aufwarts bis B, usw. Von dem zur Zeit n/n 
Zwangsschwingungen im nichtlinearen Fall. erreichten Kurvenpunkt C, aus geht man schlieflich, 
je nachdem n gerade oder ungerade ist, um die 
Strecke 6/2 aufwarts oder abwarts und gelangt so zum Endpunkt des Streckenzugs, der, wenn 7 
richtig gewahlt worden ware, wieder auf der x-Achse liegen miiBte (Abb. 18). Der richtige End- 
punkt E, ist samt dem zugehérigen Wert 7 wieder durch Interpolation zu bestimmen. 


1G 


4, Weitere Probleme mit exakten Lésungen. Der Grundgedanke dieser Untersuchungen, der 
darin besteht, da$ man einen heteronomen Bewegungsvorgang, der sich nur noch naherungsweise 
berechnen 14Bt, durch geeignete Abwandlung der zeitabhangigen Glieder seiner Differentialgleichung 
in eine Folge autonomer, exakt berechenbarer Bewegungsvorgange auflést, laBt zahlreiche weitere 
Anwendungsmoéglichkeiten auf dem Gebiet der nichtlinearen Schwingungen zu. So kann man z. B., 
wenn man den Rechenaufwand nicht scheut, der Lésung der eigentlichen Duffingschen Gleichung 
noch naherkommen, wenn man die Zahl der Sprungstellen bei stiickweise konstanter Erregerkraft 
bzw. die Zahl der StéBe bei StoBerregung je Periode vergréBert. 


Statt der kubischen Parabel kann man fiir den Schwinger auch jede beliebige andere Kennlinie 
vorschreiben. Man hat dann allerdings i. a. den Mi®stand in Kauf zu nehmen, da die Integral- 
ausdriicke fiir die Zeit als Funktion des Ausschlags nur noch durch numerische Quadratur zu be- 
rechnen sind. Es sei in diesem Zusammenhang darauf hingewiesen, da es eine ganze Klasse von 
Kennlinien gibt, die, ebenso wie die kubische Parabel, jede zum Ursprung symmetrische Kennlinie 
bis zur vierten Ordnung anzunahern gestatten, zur Berechnung des Bewegungsablaufs jedoch 
lediglich die Kenntnis der elementaren transzendenten Funktionen erfordern. Die Kennlinien 
haben mit den freien Konstanten x? und 6 die Gleichungen! 


1 tg Peet 
wy(q) = 2? F ett (iiberlinear) (43) 
oder 
w(q) = 2 be (unterlinear) (44) 
; B Goji? Ba pte 


Verwendet man an Stelle der kubischen Parabel diese Kennlinien, so kann man bei periodischer 
StoBerregung auch die Resonanzdiagramme allein mit Hilfe der elementaren transzendenten 
Funktionen exakt berechnen. 


Auch die durch ein kubisches Glied erweiterte Mathieusche Differentialgleichung 


Ge +A + 10088) (q+ Oy’) =0, (45) 


die sich bisher nur durch Naherungsverfahren fiir kleine Werte von ? behandeln lieB, laBt sich exakt 
lésen, wenn man die Kosinusfunktion durch eine stiickweise konstante periodische Funktion ersetzt, 
und diese Liésung ist sogar mit Hilfe elementarer Funktionen allein bestimmbar, wenn man statt 
der zweiten Klammer in (45) einen der Ausdriicke (43) oder (44) beniitzt?. 


' Naheres hieriiber etwa bei H. Kauderer, Nichtlineare Mechanik, S. 224. Berlin/Gottingen/Heidelberg 1958, 
* H. Kauderer, a, a. O., S. 585. ; 
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Auch erzwungene Schwingungen mit Dampfung lassen sich noch exakt behandeln. Man hat 
hierbei allerdings darauf zu achten, da man die Dampfungsfunktion so wahlt, da die zugehérigen 
freien Schwingungen noch exakt (oder wenigstens durch numerisch ausfiihrbare Quadraturen) zu 
berechnen sind. Dies trifft fiir nichtlineare Kennlinien zwar nicht bei geschwindigkeitsproportio- 
naler Dampfung zu, wohl aber immer dann, wenn Dampfungskrafte von der Form 


D(q, 2) =— jy R(q) — a() &- |0| 
vorliegen, wobei v = dq/dt ist und R sowie a Konstanten oder auch beliebige Funktionen von q sind. 
Da sich bei geeigneter Wahl der Funktionen R(q) und a(q) auch selbsterregte Schwingungen exakt 
berechnen lassen, so wird es schlieSlich auch méglich sein, fiir das besonders in der Elektrotechnik 
wichtige und ziemlich komplizierte Problem der periodischen Zwangsschwingungen mit Selbst- 
erregung, das ebenfalls bisher nur naherungsweise losbar war, exakte Lésungen anzugeben. 


(Eingegangen am 15. November 1958.) 


Anschrift des Verfassers: Professor Dr. H. Kauderer, Hannover, Technische Hochschule. 
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An infinite row of collinear cracks in an infinite elastic sheet 
By W. T. Koiter 


1. Introduction. Research into the vibration characteristics of railway coaches, initiated at the 
Delft Laboratory of Applied Mechanics some years ago, has indicated the predominant effect of 
shear deformations in box beams whose shear webs are weakened by rectangular cutouts. In 
the higher modes of vibration bending deflections are always negligible compared to shear deflec- 
tions, and the latter may even exceed the bending deflections in the fundamental mode. The 
accuracy of frequencies and vibration modes, obtained by calculations, therefore depends essentially 
on the accuracy by which the shear flexibility is determined. Unfortunately no satisfactory rational 
method is available to estimate the shear flexibility of webs with a row of rectangular cutouts, 
and an appeal to ,,sound engineering judgement“ has to be made in order to obtain a reasonable 
approximation. It is therefore hardly surprising, and experience has confirmed this expectation, 
that considerable differences may occur between estimates made by different engineers. This 
unsatisfactory state of affairs led to the initiation of a research program on the effect of an 
infinite row of rectangular holes in an infinite elastic sheet. A satisfactory solution 
of this problem would provide a firmer basis for the estimation of shear flexibilities for webs with 
such cutouts. 

There is of course little hope that the problem of a plane with a row of rectangular cutouts 
would be capable of a rigorous solution. On the other hand, an approximate solution is entirely 
adequate if its error is not too large, say less than 5 percent, and it is hoped that such accuracy 
may be achieved without excessive effort. The investigation has not yet been completed, but 
some preliminary results have been obtained for the limiting cases of extremely low holes (collinear 
horizontal cracks) and extremely narrow holes (a horizontal row of vertical cracks). Although the 
primary purpose of these limiting cases is to serve as checks on the methods under development 
for rectangular holes of arbitrary dimensions, they may be of some interest on their own account. 
The present paper is confined to the problem of an infinite row of collinear cracks. The 
surprisingly simple solution in closed form is based on Muskhelishvilis general theory for the plane 
with a finite number of straight cuts along one and the same straight line +. 


2. Muskhelishvilis theory for the plane with straight cuts'’. If the region S, occupied by the 
sheet, is the entire plane, cut along n segments L, of the x-axis (a, < x < b,, k =1,2,...,n), 
the single-valued displacements u,v may be expressed in two analytic functions ¢(z), «(z) of the 
complex variable z = x +iy 


2G (u + iv) =x 9 (2) — (2) —(s—2z) 9), (1) 


where in the case of generalized plane stress 
3—Y» 


Ce yas (2) 


G is the shear modulus, v is Poissons ratio, a dash denotes differentiation with respect to the complex 
variable z, and a bar indicates the conjugate value of the quantity unter the bar. The stresses 
are expressed in the derived functions 


. D(z) = g'(2), Q(z) = w'(z) (3) 

by means of the formulae 
0x +0, =2[D(z) + O@)], (4) 
oy —ityy = O) + OB + @—] HG). (5) 


The derived functions (3) are holomorphic in S, i.e. both analytic and single-valued; likewise, 
the functions g(z) and (z) are also single-valued and hence holomorphic if the resulting force 
of the surface tractions along any cut vanishes. 


1 N. I. Muskhelishvili, The fundamental boundary problems of the theory of elasticity for the plane with 
straight cuts (in Russian), Soobshcheniya A. N. Gruz. S.S. R., 3 (1942) p. 413. 

® N. I. Muskhelishvili, Some basic problems of the mathematical theory of elasticity, Translated from 
the 3rd Russian edition by J. R. M. Radok, Noordhoff, Groningen (1953) par. 120. 


/ 


fi | 
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Tt should be emphasized that the representation of the stresses and displacements by means 
of the functions gz) and q(z) and their derivatives holds only for the plane cut along segments 
of the real axis. The advantage of this rather special representation is that the last terms in (1) 
and (5) vanish along the cuts. 


Let o,, o. and t denote the stresses at infinity, and let the rotation vanish at infinity. Intro- 
ducing the function 


X(@) =H @ a)? @ 1)", (6) 


_ where for all square roots the positive branch on x > 6, is taken, the solution for vanishing surface 
tractions along the cuts, i.e. the solution for the sheet weakened by cracks from a, 
to b, (k = 1,2, ..., 7m) has the form 


PAG il 1 
D(z) = a +7 (—4,) + >it, (7) 
P,(z) 1 i, 
Q(z) = X(z) ae | (0, 5») a) UT, (8) 
where P_(z) is a polynomial of degree n 
il - 2 
PG Cant) 2” Geet Cee? poe Gy (9) 
and the coefficients C,,...C, are determined by the conditions for single-valued displacement 
by, 
Pr(t) =f 
[ xo =o. Pens Oh astinn (10) 
aK 


It is immaterial here whether X(t) is taken to be the value of X(z) on the upper or lower side of 
the real axis. 

In the case of a single crack from —c to + the solution takes the particularly simple 
form 


1 ee 

D(z) = = (62 — #7) as ag Os %2) Fitts (11) 
I 4 ll ‘hse 

28) = 5 (it) 4 0) — git (12) 


Omitting the immaterial constants of integration 


ple) => (6, — ix) 2 — 2 + [4 (, 0.) + 5 it|z, (13) 
w(t) =} (6.— ix) (2 —&—[1 (6, a.) + 4 in|z. (14) 


As should have been expected a uni-axial state of stress parallel to the crack (o, =t = 0) is not 
affected by the presence of the crack. 


In order to calculate the increase in strain energy due to the presence of the crack it is convenient 
to calculate the discontinuity in the displacements across the crack. This discontinuity is obtained 
from (1), (13) and (14) 


2G [ut —u- +i (ot—v>] = +1) io, +7) ye—x2, (15) 


where —c< x< _c and the positive square root has to be taken. Hence 


i 4 ce? ee . (16) 
vio = 42 ee — 2, (17) 


where E = 2 (1+ ¥)G is Youngs modulus. The increase in strain energy per unit thickness, due 
to the presence of the crack, is now given by 


AA = [bru —w) anor] de =e ae (18) 
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3. An infinite row of collinear cracks. In order to obtain the solution for an infinite row of equal 
cracks of length 2c along the x-axis and spaced at constant intervals 2 b along this axis (b > ¢), 
Muskhelishvili’s function (6) is rewritten for (2 n + 1) equal cracks at constant intervals 2b by 
writing! 

a, =2kb—c, b, =2khkb+c, SS 1 rt el Oe sett ae (19) 
The result is 


X(z) = (— I" (2.5)? (n!2 le ks e) IT L te (re i) Wes ) f Stell (20) 


=] 


In the solution (7), (8) the polynomial P,(z) is now a polynomial of degree 2n + 1. 
If n tends to infinity the expression between colons in (20) may be evaluated by means of 
the formula? 


[o9) One 
z il (1— 255] = sins 
ka 


kk 


Hence in the limit the expression between colons is 


A622 (1c). wiz —¢) 2 MC mz\  40?/. .uz  . we 
See ge a (eos ; cos = ==, (Sint Ga oe (21) 
An obvious ,,guess“ for the solution of the problem for an infinite row of equal cracks is now 
5 ye S Cale 1 Lae 
D(z) == PG) sin® 55 sin? 5 | er (o, —o,) + tT (22) 
: z 5) 1 Ne 
OG) = P(e) sin a5 sin® 5 7 a (o, — 09) zit, (23) 


where the positive branch of the square root in z = b is taken, and P(z) is the ,,analogue“ of the 
polynomial P,(z) in (7) and (8) for n—> o, i.e. an integral function. The tentative solution 
(22), (23) satisfies the condition that the boundary tractions along the cracks vanish [cf. (5)], and 
it is therefore correct if an integral function P(z) can be found satisfying the following requirements : 


(a) D(z) and Q(z) are periodic with period 26; 
(b) D(z) > | (0, + 0) and Q(z) > — | oy + “0, —it for |y| = |Im2|—> oo [ef. (4) and (5)]; 


c 


(c) p(z) and w(z) are single-valued in S, i.e. | P(t) | 


Examination of the function 


(24) 


reveals that it is multiplied by —1 if z is increased by 2b. In order that ®(z) and (Q(z) are periodic 
with period 2 6 [condition (a)], the integral function P(z) must therefore have the form 


PG) = ESE) (25) 
where f(z) is an integral periodic function with period 2b. In order that @(z) and Q(z) are bounded 
for |Im z|—> co [condition (6)] the function (25) must necessarily have the form 
US 


P(z) = Asin 5 ; 


i 
+ B cos at (26) 
where A and B are arbitrary complex constants. Condition (c) is now easily seen to be satisfied 
if and only if B = 0, and conditions (b) are both satisfied by taking A = 4 (o,—it). Hence 
the solution to the problem of an infinite row of equal cracks is 


1 : BgG oi moe eC sie 1 Uh 
P(z) = 3 (o, —iT) sin oF sin? 55 sin” 5 i x (o, — 0) 4 zt, (27) 
1 : SL UES hog. vd Oe Ly 
OG) = 3 (02 —#T) sin 5, |sin® 55 sin’ a5 0] Cua On) ae zit. (28) 


1 A related problem (a periodic array of frictionless stamps on a half-plane) was solved by I. Ya. Shtaer- 
man, The contact problems of the theory of elasticity (in Russian). Moscow-Leningrad (1949), chapter II, par. 5, 
in a somewhat similar but more complicated manner. 


* EF. T. Whittaker and G. N. Watson, Modern analysis, 4th ed., Cambridge (1927), par. 7.5. 


. 
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The functions y(z) and «(z) are obtained by integrating (27) and (28). Omitting the immaterial 
constants of integration the result is 


Ny Me UD. I ® eB zc) 1/2 1 ier 
p(2) = (02 — iT) — log cos 5 + feos! - cos* 5 | [4 7 (o, —o,) + zitlz, (29) 
5 AUD % Z ae 1/2 1 i he Fea) 
w(z) = (6g — iT) = log leo 35 + feos 5 cost | 7 (o, —o,) + 5 icles, (30) 


where the positive branch of the square root on the upper side of the cut —c << x <c should be 
taken. It is easily verified explicitly that the logarithm is indeed single-valued in the region of 


the sheet. The result again confirms that uni-axial tension parallel to the cracks is unaffected by 
the cracks. 


The discontinuity in the displacements across the crack —c< x < ¢ is now easily calculated 


from (1), (29) and (30) 


cos = 4 eos e ae cp 
a ap + [os 5 855 
wt —w ery blog ae ee = (31) 
cos 2b 
ro ea ! eos ue cos? al 
Se. Oe 2% 5 26 2b 
vt—o- = — blog —"° Se (32) 
cos om 


where the positive value of the square root should be taken. The increase in strain energy per 
crack and per unit thickness of the sheet is now given by 


c 


ela 4 Taos 
AA == | [r (wt —u-) + 0, (vt —0-)] de = = (CF +H, ee 
—e 
where J is the integral 
; 9a e|'2 
cos 5 + was?gn, ©°8 9 5 

Jt log — eee ee dx. (34) 

cos rb 

ie . 
Integrating by parts this integral may be reduced to 
c 
ee fige 0 92%. gael —t? mee g%% a mel—l2 

Fiaaa | sin 35 foo a5 cost no a5 | Sim 5G 1008" 55 — 898" a5 205. (30) 


where L is a contour in S around the crack — c< x < c, which does not enclose or cut any other 
crack. In order to evaluate this integral it is observed that 


Jt & Jt € 
cost cos? 


aly.) re 
oe 5 —i for |y|=|Imz|>o. (36) 


Since { zdz = 0, (35) may be rewritten as 
le 


ov i I Ne rae 7 a Peis Wie Re es 37 
T=—F, | ping eos; cos" 5 ae ee (37) 
is 
Deforming L into the rectangle 2, 2,2,2,, where z,;=b—in, »=b+in, %=— b-+in, 
z, = —b—in,, the contributions of the sides z, z, and z,z, tend to zero for 7 —> 00. Because the 
cofactor of z in (37) is periodic with period 2 6, the integral may be replaced by 
b+in 
a b4 ee 9h % ive [a ee FB 
i) Ea ae | fon 55 [008 cot | 1 
b—in 


eo 
a SEM || oR Be’ 
9) [ feosh 35 |sinn ap 1 C8 

ice) 


acs 7 dy. (38) 
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By means of the substitution sinh 57 = 1, the integral (38) may be evaluated by standard for- 
mulae. The result is - 
J =—2 blog cos =, (39) 


and the final formula for the increase in strain energy per crack is 


Bb Gs me 40 
AA = ——" (a +g) 08 008 55 (40) 
It is of some interest to compare this result to the result for a single crack, given by (18). It 
is easily seen that for c/b—> 0 the result (40) is indeed equivalent to (18). The ratio of (40) and 
(18) is given by 
AAc/b) BB 


A ba 4l 
AAO) een 28 aes Ce) 


This ratio is plotted in Fig. 1, and it appears that an appreciable interference between the cracks 
does not occur unless the crack width 2 ¢ exceeds approximately half the period 2 b. 
4445) 


(aH) }4 a@) 


30 


10 


ee | 


0 G2 OF 06 08 40 


Fig. 1. The ratio of the increase in strain energy per crack of width 2 c, 
in the case of periodic cracks with period 2b, to the increase in strain 
energy due to a single crack of width 2c. 


Another interesting feature of the solution is that the (absolute) increase in strain energy is 
the same for shear and transverse tension if the corresponding stresses at infinity are numerically 
equal. The relative increase in strain energy is for transverse tension a factor E/G = 2 (1 + 7) 
higher than for shear. 


(Eingegangen am 20. Oktober 1958.) 


Anschrift des Verfassers: Prof. W. T. Koiter, Laboratorium voor Toegepaste Mechanica der Techn. Hogeschool 
Delft (Holland) Prof. Mekelweg 2. 
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Die Durchbiegung stark belasteter, einseitig eingespannter Biegungsfedern 
Von Helmut Leinf’ 


1. Ubersicht. Formeln fiir die elastische Durchbiegung verschiedenartig eingespannter und 
unterstiitzter Trager oder Biegungsfedern findet man in jedem technischen Handbuch. Man weiB, 
_daB8 sie nur fiir geringe Durchbiegungen giiltig sind, aber man kennt gewohnlich nicht die Giltig- 
keitsgrenze. Sie ist im Gebiet des Hochbaus belanglos, wo die Durchbiegungen nur winzigen 
Bruchteilen der Tragerlangen gleichkommen; aber in der Feinwerktechnik gibt es da und dort — 
an sehr diinnen Federbandern — Durchbiegungen, die noch elastisch 
sind, aber erhebliche Bruchteile der Langen darstellen (z. B. 1/;---1/, 
der Lange). Man hat z. B. ein diinnes Federblatt an einem Ende 
eingespannt und hangt ans andere Ende verschiedene Gewichte, um 
die Federkennlinie und daraus den Elastizitaétsmodul des Werk- 
stoffes zu bestimmen. Man wird dann finden, daB mit wachsen- 
der Last die Kennlinie (d. h. Last abhangig von der Durchbiegung 
aufgetragen) sich von ihrer anfanglichen Richtung aufkriimmt 
(Abb. 1); die Durchbiegung nimmt langsamer als anfangs mit der 
Last zu. 
» Das sind eben Ablesungsfehler“ ist man zu sagen geneigt und SS 
zieht eine vermittelnde Gerade durch die aufgezeichneten Versuchs- AP». !- Aufgebogene Federkenntinic, 
werte, ohne sich dariiber klar zu sein, daf die Abweichung ge- 
setzmaBig ist und man mit der ,,mittleren“ Geraden eine unnétige Ungenauigkeit begeht. Man 
wertet gute MeBergebnisse vergrébert aus, was im Hinblick auf den Versuchsaufwand schade ist. 
Der zunehmende Anstieg der Kennlinie ist bei gréBeren, aber noch rein elastischen Durch- 
biegungen eine Folge von zwei merkbar werdenden Einfliissen, die an der Grundgleichung der 
elastischen Durchbiegung 


1/o = M/E J (1) 


darzulegen sind: Einmal nimmt der Hebelarm der Last (senkrecht auf deren Wirkungslinie) wegen 
des starken Durchhangs merklich ab (Abb. 2) — so wird M kleiner und mit ihm die Krimmung 0, 
also auch Durchbiegung —; zum anderen sind alle Formeln der Handbiicher mit der fiir kleine 
Durchbiegungen y statthaften Naherung 


ligwy” (statt =y'/(1 + y'?)*”) 
gewonnen. Im vorliegenden Fall aber ist die Neigung des Tragers ansehnlich, so dab gegentiber der 
wblichen Rechnung hier auf der linken Seite der Grundgleichung ein merkbarer Wert > 1 im 
Nenner steht. Bringt man diesen Wert auf die rechte Seite, so ist das Moment gleichsam um einen 
Faktor vergréBert und damit die Durchbiegung erhoht. Die beiden Einfliisse heben sich also teil- 
weise auf, was giinstig ist. 2 


Abb. 2. Verkiirzung des Hebelarms an der durchgebogenen Feder. Abb. 3. Ausgangsfigur fiir die Berechnung. 


2. Der Ort des Federendes bei starkem Durchhang. Die Verhaltnisse seien am einfachsten F all, 
der einseitig eingespannten Feder, studiert: Wie auch die Feder durchhangen mag, immer bleibt 
ihre Lange /, gemessen in der neutralen Faser, praktisch unverdndert. Sie ist bekanntlich (Abb. 3) 


DG 
p= fyi pytae. (2) 
0 
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X ist die Abszisse des Tragerendes, | — X ist die Verkiirzung des Lasthebelarms. Mangels genauer 
Daten nehmen wir als vorlaufige elastische Linie des Tragers die fiir kleine Durchbiegungen an 


(,,Handbuchformel") : 
Pils a 
= eae 3 

2 aoa ¢ 3 ) 2 (3) 


die wir bei unserer Unterscheidung zwischen | und X exakter schreiben (J riihrt von der Einsetzung 
eines Momentes P1, das exakt P X ist): 


1G aa / 
¥ =se7 14/8 X). (3’) 
Die Ableitung 
IP OK ae vr 
pee a ee 3 
i = 3) (* 2 x} oe 


in Gleichung (2) einsetzend, in eine Reihe entwickelnd und integrierend erhalt man, nachdem 
zuletzt noch mittels der Bezichung am Tragerende f = P X°/3 E J die Konstante P/E J durch 
3 f/X* ersetzt und verhaltnismaBige Durchhange f/X eingesetzt wurden, 


ee 3 Vines 9 4 243 Ce ee 4. 
I= X(1 +3 (1X) 3g SIX)" + t997 SP) — ++) (4) 
Fur die 3 verhaltnismafigen Durchhange 
f[X — 0,1 0,2 0,3 
findet man X/l = 0,994 0,977 0,951. 


Diese Werte decken sich bis auf wenige v. T. mit denen eines Kreisbogens, einer Parabel 2. Ord- 
nung und den z. B. in Hutte I 28. Aufl. S. 142 angegebenen Naherungswerten fiir einen beliebigen 
flachen Bogen. 


3. Die Verkiirzung des Hebelarms der Last P bei Durchhang. Wir fiihren statt des Hebelarms X, 
der aus Gleichung (4) nicht explizit angeschrieben werden kann, seine Verkiirzung 


Al =I—xX 


ein, die als kleiner Wert ihre Glieder héheren Grades ohne Schaden streichen lassen wird. So mag 
die Formel am Ende einfach werden. Ersetzt man also X durch | — Al, geht auf Verhaltniswerte 
Aljl und f/l tiber und streicht aile Glieder Al/l héher als 2. Grades und alle Glieder f/l héher als 
4, Grades als unwichtige Briiche, dann kommt zuletzt aus einer quadratischen Gleichung die 
verhaltnismaBige Verkiirzung des Hebelarms der Last 


_ Al 3 /f\ 6 /f\? 
aa t= (i) (t+as(t})- 
wo man nach Belieben das letzte Glied auch noch streichen kann, da es selbst bei f/l = 0,3 nur 
1,5% zum Wert beitragt: 


(5) 


fl=01 0,2 0,3 
2 = 0,006 (1 + 0,0017) 0,024 (1 + 0,0069) 0,054 (1 + 0,0154) 
= 0,006 0,024 0,055. 


Die Verkiirzung betragt immerhin reichlich 5% bei einem verhaltnismaBigen Durchhang f/l = 0,3. 
Diesen, dem eine gréBte Biegespannung o, = 0,45 E h/l entspricht’, ertragt z. B. ein hartgewalztes 
Stahlfederband von 0,2 mm Dicke statisch véllig elastisch, wenn die freie Lange | mindestens 
11 mm betragt (o, = 160 kg/mm?). Bei langeren Federn darf der verhaltnismaBige Durchhang 
noch gréBer als 0,3 sein. 

Ich erinnere daran, dafs Gleichung (5) auf der vorlaufigen Annahme (3) der elastischen Linie 
nach der Handbuchformel aufgebaut ist. Die nach Gleichung (4) feststellbare geringe Abweichung 
der Bogenlange der vorlaufigen elastischen Linie, der Parabel 2. Ordnung, des Kreisbogens und 
der allgemeinen Naherungslinie voneinander legt nahe, da® Gleichung (5) fiir alle weiteren Ver- 
feinerungen schon ausreichend genau ist. Vom Nachweis sei hier abgesehen. 


* op = M/W = P1|/W und die Handbuchformel f= P[°/3 E J zusammengenommen ergeben fiir recht- 
eckigen Federquerschnitt op = 3 Eh f/2 2 und fir f/l = 0,3 diese Formel. 
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3 i Der Durchhang des freien Triigerendes. Wir schreiben jetzt Gleichung (1) fiir den vorliegenden 
a 


vt 


ony See ae 
( ale yl? 
oder mit a = E J/P1 und Naherungswert fiir die Nennerwurzel 


= P(l— Al—x), 


aA 


Af 6o 
a- 5 ih came oa oe (6) 


y=\eu(e| ) () 


Wir vergleichen diesen neuen Wert y’ mit dem anfinglichen y’ nach Gleichung (3’’) und finden 


Integriert ergibt das 


C=) 


OEY PS ieee mts 
neues y = \ = tel anfangliches y’ }- 


Der Unterschied der beiden y’ ist fiir Werte y’ bis 0,5 offenbar so gering, da er fiir das Folgende 
auSer Betracht bleiben kann. Wird nun in Gleichung (7) der tg in eine Reihe entwickelt und 
diese nach dem 3. Gliede abgebrochen und von x = 0 bis x =1 (1 —A) integriert, so findet man 
fiir x = X =1(1 —A) den Durchhang 


pa eS APS 4 a ear 
a Sees a 1155 at 


(8) 


Ist (1 —A) l/a = 1, so tragt das letzte Glied weniger als 1° zum Ergebnis bei, so daB es ohne Scha- 
den fortbleibt. Mittels der Beziehung o,,,, = M,/W, und W, = J/(h/2) kann man weiterhin 


(hea Adie see (9) 


setzen. 

Dieser Ausdruck bleibt < 1, wenn das Verhaltnis Tragerhéhe zu doppelter Tragerlange h/2 1 
> Omax/E ist. Ongx/H aber ist im Fall héchster Beanspruchung (bis an die Streckgrenze heran) 
bei harten Federbandern aus Stah] und Tombak héchstens 9-10-38, Deshalb ist das letzte Glied 
zu streichen, sobald (ungefahr) 


US D0s 
was wir von jetzt ab voraussetzen wollen, und der Durchhang ist dann 
(hemes i) Cay ip ea) 1\2 EJ 
f= = (5 + 35 (1 —A)! (=) mit a=. (8’) 


Das erste Glied 1/3 in der Klammer steht schon in der Handbuchformel; das zweite Glied zusammen 
mit (1 —A)° vorn gibt die Korrektur bei starkem Durchhang. 

Das Gegeneinanderwirken zweier Einfliisse, am Schlu8 der Ubersicht besprochen, driickt sich 
in Gleichung (8’) deutlich aus: der eine den Durchhang mildernde wirkt in (1—4A)*, der andere 
ihn mehrende wirkt als 2. Glied der Klammer. Bei einem Durchhang f/] = 0,3 ist der erste EinfluB 
etwa —16%, bei 1 = 55h der 2. etwa +9%%; bei ihrem Gegeneinanderwirken bleibt noch eine 
Abweichung um —8% vom Handbuchformelwert: eben jene scheinbare Versteifung der Feder 
bei gréBerer Durchbiegung. 

Die nachste Frage ist, wann man von der Handbuchformel (Gleichung (3) fiir « —/) auf die 
verfeinerte Formel (8’) iibergehen soll. Als Verhaltnis der Durchbiegungen, verfeinert und einfach, 
wird berechnet: 


Fify = (1A (1 + 33 (1A) (fll) (10) 


Daraus folgt, daB die einfache Handbuchformel (3) fiir x = / 
bis f/l = 0,1 mit einem Fehler unter 1% 
bis f/l = 0,15 mit einem Fehler unter 2,5% 


die Durchbiegung f gibt, also in diesen Bereichen unbedenklich ist bzw. noch gebraucht werden 


kann. 
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5. Elimination der Zwischengréfe A. Gleichung (8’) ist noch nicht direkt anwendbar, weil sie 
die Zwischengrée J enthalt. Wir entfernen A, indem wir das mit (5) aufgestellte 1 —A in (8’) ein- 
setzen. Dabei lassen wir alle Glieder ab (f/1)® weg, weil sie ja schon in (5) und (8’) fehlen, und erhalten 


ja8[3 (Of Se 


Um zur geschlossen lésbaren quadratischen Gleichung fiir f zu kommen, missen wir auf die Glieder 
mit (f/l)4 verzichten (sie tragen héchstens wenige v. H. zum Ergebnis bei) und finden 


5 14 Vit Sea[1 4+ 2 aiae+ 2 aay 
f= = ie ee 


wobei das praktisch unerhebliche 3. Glied in der Klammer wegbleiben kann. 


BI 


mit i PI 


(3) 


6. Eine Naherungsformel. Versuchsergebnisse. Folgender Weg fiihrt auf eine einfachere, ge- 
naherte Formel fiir f: Das Zusatzglied 1/35 ... in Gieichung (8’) ist klein gegen 1/3; deshalb kénnen 
wir ohne es aus (8’) den Wert l/a geniigend genau berechnen, um ihn hernach in das Zusatzglied 
einzusetzen. 

Man erhalt so 

3 ffl 
(l— A) 


Wa = 


und das Zusatzglied 


pee ia 
1/35 7S gee ae 


Mit diesem Wert in Gleichung (8’) errechnen wir nochmals I/a und erhalten damit, indem wir 
gemaB Gleichung (5) (f/l)? durch 5/3 - A ersetzen, nach einiger Zwischenrechnung 
1 AE oN [ee ’ 
ee oe (11’) 
A vw 3/5 + (f/l)? gemaB Gleichung (5) ist noch einzusetzen, und es ergibt sich 
Ie dey ee 
fr (s—sU") le 
oder, wenn wir im Zusatzglied statt 35 genahert 36 schreiben, 
ik 
fe(—Y)e. 1”) 


Schreiben wir dies als quadratische Gleichung, so kommt daraus 


. 3 Ti ae Ee G _ es rt 


Nun interessiert, wie sich Theorie und Wirklichkeit zueinander verhalten. Dazu wurde eine 
Blattfeder aus Stahl vom Querschnitt 0,584 x 12,90 mm (Durchschnitte aus Messungen an ver- 
schiedenen Stellen), also J = 0,214 mm‘, und mit der freien Lange 7 = 150 mm eingespannt und 
am freien Ende in Stufen von 5, dann 10, nachher 20, zuletzt 50 g belastet bis zu P = 400 g und 
einer Durchbiegung f = 76,3 mm. (Da war f/l tiber 0,5 bei einer geringen bleibenden Durchbiegung 
von 0,2 mm!). Aus der Anfangstangente der mit 23 MeBpunkten belegten Kennlinie ergab sich 
E = 20200 kg/mm’. Damit waren alle Bestandteile der Gré8e a vorhanden und ich erhielt folgende 
Vergleichswerte: 


P = | 0,070 0,140 0,210 0,280 0,350 0,420 kg 
— 


a=EJ/Pl =| 412,7 206,3 |. 187.6 103,2 | 82,5 | 68,8 mm 
| 


f aus (8’’’) = 17,89 34,24 47,75 58,02 65,26 70,05 mm 
f aus (11’’’) = 17,92 34,44. 48,75 60,77 70,69 78,88 mm 
JS gemessen = 18,0 34,7 49,0 60,6 70,4 78,5 mm 

| | | 


hierbei ffl © | 0,12" | 0,235 | 0,33 0,40 | 0,47 | 0,52 
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Bis f/l ~ 0,25 unterscheiden sich gemessener und (sowohl nach Gleichung (8’’’) wie (11’’)) gerechne- 
ter Durchhang praktisch nicht; bei f/] = 0,33 gehen sie, wenn mit der streng hergeleiteten Glei- 
chung (8’’’) gerechnet wird, um 2,5°/ und weiterhin zunehmend auseinander. Dagegen folgt die 
Naherungsformel (11’’’) den wirklichen Durchhangen hier bis zuletzt erstaunlich gut. Das kann 
ein Zufall bei der einen untersuchten Blattfeder sein. Deshalb méchte ich mit der Mitteilung der 
Formel (11’’’) auch anregen, da® gelegentlich bei Durchbiegungsmessungen gepruft werde, ob sie 
immer genauer als (8’’’) den tiefsten Durchhangen folgt. 

Diese Untersuchung galt der Erprobung der Rechenformeln; die folgenden beiden Beispiele 
bringen eine praktische Fragestellung: Ein Bimetallstreifen von 0,2 5,5 mm Querschnitt, mit 
dem Tragheitsmoment J = 3,9- 10-3 mm! und der freien Lange 1 = 50mm wies bei P = 5 
Belastung am Ende eine Durchbiegung f = 5,0 mm, bei P = 15 g Belastung f = 14,3 mm auf. 
Ein anderer Bimetallstreifen mit J = 3,7 - 10-? mm‘ und / = 50 mm ergab fiir P = 5 gf =4,7mm, 
fir P=15 g f = 13,3 mm. Wie gro ist der Elastizitatsmodul der beiden Streifen ? 

Um verlaBlich zu treffen, wiirde man fiir die Handbuchformel f = P [3/3 E J nur die Durch- 
biegungen bei 5 g Belastung verwenden (f/l ~ 0,1), miiBte jedoch bei der MeBgenauigkeit -+-0,] mm 
eine Toleranz von -+0,1/5,0 = +2% fiir f von vorn herein in Kauf nehmen (bei f= 14mm nur 
noch +0,7°%). Es ergabe sich dann 


E = PB/3 J f = 10700 kg/mm? fiir den einen, 
= 12000 kg/mm? fiir den anderen Streifen. 
(Bei den Durchbiegungen zu P — 15 g ergaben sich E = 11200 baw. 12700 kg/mm?). 
Rechnet man in der hier entwickelten Weise, so wird man aus der bei f/l ~ 0,28 mit (8’’’) noch 


fast gleichwertigen, einfacheren Formel (11’’’) zunachst a und daraus E herausstellen in der Aus- 
wertungsgleichung 


Pl ?—f? 
Hiermit ergibt sich fir 
P= 5 lig Mittel Abweichung 
1. Streifen E = 10580 10290 10435 kg/mm? +1,4% 
2. Streifen EH = 11875 11800 11840 kg/mm? +0,3% 


Obwohl bei diesen Bimetallstreifen alle Mae kleiner sind als bei der Erprobungsfeder und daher 
MeBfehler sich starker auswirken, ist die Genauigkeit der ermittelten Elastizitatsmodule offenbar 
recht gut. 

Hier wurde nur der einfachste Fall einer Biegungsfeder, die einseitig eingespannte Feder unter- 
sucht. Bei anderen Biegungsfedern miiBten sich ahnliche Korrekturen bei tiefer Durchbiegung 
ergeben; freilich sind sie durch ihre mehrfache Einspannung weniger beweglich und kénnen sich 
deshalb in ihrer Durchbiegung giinstigerweise noch weniger von der ,, Handbuchformel* entfernen. 


(Mitteilung aus der Stoffentwicklung der Robert Bosch GmbH., Stuttgart). 


(Eingegangen am 11. Dezember 1958.) 


Anschrift des Verfassers: Dipl.-Ing. Helmut LeinfZ, Stuttgart-Vaihingen, Kirschbliittenweg 25a. 
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Zur Thermo-Gasdynamik der Strémung im zylindrischen Rohr 
Von O. Lutz 


1. Einleitung. Strémungen in Rohren sind bislang entweder nur gasdynamisch behandelt worden 
— Strémungsvorgange in Diisen, Verdichtern, Turbinen— oder aber nur thermisch beziiglich des 
Warmetausches mit der Wand. Viele neuere Probleme -— bei Gasturbinen, in Flugzeugtriebwerken, 
in Windkandlen, in der Reaktortechnik — diirfen aber weder die eine noch die andere Erschei- 
nung vernachlassigen. 


Nun besteht zwischen dem Warmeaustausch und dem Turbulenzvorgang in ausgebildeten Stré- 
mungen eine Analogie, auf die wohl zuerst Reynolds, spater unabhangig davon Prandtl hingewiesen 
hat. Nach ihr ist das Verhaltnis der in einer Rohrstrecke ausgetauschten Warmemenge zum 
beférdernden Temperaturgefalle zwischen Gas und Wand proportional dem Verhaltnis des Druck- 
verlustes auf dieser Strecke zum dynamischen Druck, und zwar gilt 


VA 4 f 
aera eae at (1) 


wobei AT und Ap der Temperatur- und Druckverlust in der Rohrstrecke (im Grenzfall dem Strek- 


. . O 
die Gastemperatur an der Wand, T,, die Wandtemperatur und > w? der 


“ 


kenelement dx), T 


dynamische Druck in der Strémung sind. Gleichung (1) ist im Unterschallgebiet bereits gut be- 
statigt; im Uberschallgebiet zeigen erste Messungen ebenfalls ihre grundsatzliche Richtigkeit'. 


Nachstehend wird nun die Strémung im zylindrischen Rohr — isoplane Strémung — unter der 
Annahme behandelt, daB Gleichung (1) sowohl im Unterschall- als auch im Uberschallgebiet zu- 
trifft. Es zeigt sich, daB das Problem so normiert werden kann, daB nur zwei Veranderliche — eine 
Temperaturfunktion und eine Geschwindigkeitsfunktion — auftreten, fiir welche die resultierende 
Differentialgleichung schrittweise gelést werden kann. 


Eine besondere Diagrammform, die diesen Funktionen angepaBt ist, bringt eine gute Ubersicht 
uber das gesamte Feld der Erscheinungen und erlaubt eine allgemeine Diskussion. 


2. Ableitung und Normierung. Fiir die Rohrstr6mung mit dem Druckverlust Ap gilt 


o wdw + Ap = —dp, (2) 
also mit (1) 


aE 
owdw—ow? T. as "Te wae dp. (2a) 


Fir die isoplane Str6mung — konstanter Querschnitt — muB die Stromdichte 9 w konstant bleiben: 
OME AO Gs (3) 
Die Gastemperatur an der Wand T,,, ist nicht gleich der statischen Temperatur T’ des Gases, 


sondern um 83 bis 90° des gasdynamischen Anteils i — hoher. 


28 Cp 
x : od : < 
In Naherung wird der ganze Anteil Dna zugeschlagen, es wird also mit der Gesamttemperatur 
8 ¢p 

(ie ee 

ar ak Ge c (4) 
2 8 Cp 

gerechnet — der mégliche Fehler verschwindet bei gréeren Temperaturunterschieden und ist 


auch bei geringen Unterschieden ertriglich wegen der Unsicherheit des Faktors 2 in Gleichung (1). 
Damit geht (2a) tiber in 
GT ae, dp 
dw —w Tt, Sane (2b) 
1 Vel. A. H. Shapiro, Compressible Fluid Flow, New York 1953, Bd. 1, S. 243 ff. und die dort angegebene 
Literatur. 
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Beriicksichtigt man noch die Gasgleichung fiir die Isoplane: 
IRAE 
=goRT od Lore Sel i 
p=s¢ or a eet (5) 


so kann man aus (2b), (4) und (5) eine Beziehung zwischen w und T, herstellen. Folgende Normie- 
rung empfiehlt sich dabei, wenn die Wandtemperatur T,, als konstant betrachtet werden dart: 


Qo Mo Ve RT 
Zunachst folgt aus (2b) 


ag — 2.98 = — 2/%- dB, (2c) 
und aus (5) mit Hilfe von (4), (7) und (8): 
A m) =) pea 
B= — = . (9) 


Eliminiert man schlieBlich $8 aus (2c) und (9), so kommt 


dd 2% 
AS 2% (8 —6,+ 1) 


- (10) 


Die Differentialgleichung ist vom Abelschen Typ zweiter Art’; eine geschlossene Lésung scheint 
nicht méglich. Die Gleichung ist deshalb numerisch gelést worden?. 


3. Darstellung der Ergebnisse. Die anschaulichste und dabei einfachste Form der Darstellung 
ergibt das 6p, Y-Diagramm, dessen grundsatzlichen Aufbau die Abbildung zeigt. Nach (4) und 


der vorgenommenen Normierung gilt fiir die statischen Temperaturen — normiert durch 
fi 
bine 1 
b= (11) 
die lineare Beziehung 
x—ly, 
0 = 0) — OTe A; (4a) 
1 


. : . 4 : . ° (spe 
die Isothermen 6 = const sind also Geraden im do, Y-Diagramm mit der Neigung i 


Die Isobaren S$ = const sind nach 
= J— 
6 = P/BV+ {= B (9a) 


Parabeln, die sich auf den Isothermen aufbauen. Die Gerade 6) = =. YW begrenzt das Diagramm 
nach unten (‘$ = 0). 
Die nach (10) zu findenden Isoplanen miissen sowohl fiir 
ian (12) 


als auch fiir 
i =" B (12a) 
horizontale Tangenten aufweisen. Der erste Fall ist trivial: fiir 6) = 1 ist die Gesamttemperatur T) 
gleich der Wandtemperatur, nach unserer Voraussetzung findet also kein Warmeaustausch statt. 
Die Linie 6, =1 trennt also das ,,Abkiihlgebiet“ (oben, Ty > T,,) von dem ,,Aufheizgebiet“ 
(unten, T, < T,,). Fiir kleine Abweichungen Ad von dieser Grenze, also 
69 = 1+ Ad (13) 
1 Vgl. etwa E. Kamke, Differentialgleichungen, Bd. 1, Gewohnliche Differentialgleichungen, 3. Aufl. 


S. 26. 
2 Eine graphische Tafel wird z. Zt. im Institut fiir Strahltriebwerke der Deutschen Forschungsanstalt 


fiir Luftfahrt, Braunschweig, erstellt. Herrn Dipl.-Ing. Alvermann und Frau Miiller bin ich fiir die Auswertung 
zu Dank verpflichtet. 
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wird aus (10) zunachst 


dA8 «AS [ux + 1a ms 
7 awl ee (10s) 
mit der Lésung 
Mano 5 
AB? = CW e. (14) 


Bei kleinen Temperaturunterschieden zwischen Gas und Wand liegen die Isoplanen demnach 
symmetrisch zur ,,neutralen“ Linie 6, = 1. Sie besitzen bei 


ie ; 
ee 15 
ee (15) 
ein Minimum (Abkiihlgebiet) bzw. ein Maximum (Aufheizgebiet), denn hier ist Le 0. Fir 
beliebige Temperaturunterschiede tritt das Gleiche langs der Geraden [vel (10) mit 79g = 0) 
ye Md 
Se W, = 90,4 (15a) 


auf. Geht man von den normierten Werten auf die urspriinglichen zuriick, so findet man hierfiir 
wy, =H oT; (15b) 


d.h. langs dieser Geraden tritt Schallgeschwindigkeit im Gas auf, bei der Rohrstrémung also 
gleichzeitig die kritische Geschwindigkeit. Da bei Abkiihlung 6) nur abnehmen kann, trennt diese 


- 


% 


Autheizung—+=—Abkiihlung 


0 


6), W + Diagramm (fiir x = 1,4). 


Gerade den Durchlaufungs-Sinn der Isoplanen: links oberhalb steigen die Geschwindigkeiten bis 
zu dem durch (15a) gegebenen Betrag an, und zwar sowohl bei Abkiihlung als auch bei Auf heizung, 
rechts unterhalb fallen die Geschwindigkeiten — ebenfalls im Aufheiz- und Abkihlgebiet — auf 
diesen Betrag ab. An diesen Stellen tritt ,,Verblocken® oder »Choking® auf. 


Besonders interessant ist dieses ,,thermische Verblocken“ oder ,,thermal choking‘ im Unter- 
schallgebiet bei Abkithlung: ist eine bestimmte Geschwindigkeit erreicht — etwa im Gebiet der 
starken Kriimmung der Isoplanen — so nimmt die Geschwindigkeit schon bei geringer Abkithlung 
sehr stark zu bis zur Schallgeschwindigkeit. Insbesondere bei heiBen Verbrennungsgasen, die 
immer in Rohren mit geringerer Temperatur strémen, kénnen bisher unbeachtete Verblockungs- 
effekte auftreten. 
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Im Abkiihlgebiet gibt es eine weitere Grenzlinie: nach (10) weisen die Isoplanen fiir 

we, 0, 1 (16) 
eine senkrechte Tangente auf. Hier werden die jeweils kleinsten Geschwindigkeiten beim Ab- 
kiihlen erreicht; bei weiterer Abkiihlung nehmen die Geschwindigkeiten re: zu. Geht man 
wieder auf die urspriinglichen Werte eae so kommt 
Wmin = § R(T, — T,,) (16a) 
und auch : 
2x 
Pay UNG ea a (16b) 
Ks gibt also fiir jede Temperaturdifferenz Gas—Wand eine bestimmte Geschwindigkeit w,,,, nach 
(16a) oder (16b), welche bei weiterer Warmeabfuhr nicht verringert — obwohl es sich um eine 
Unterschallgeschwindigkeit handelt — sondern vergréfert wird. Es ist interessant, diese Ge- 


schwindigkeit mit der Geschwindigkeit wy zu vergleichen, die adiabatisch diesem Temperatur- 
gefalle entsprache: zunachst ist 


2 = 
Wmin = 


2 ao) 
; W280. (7 1.) 
es wird also 
2 
Winin x—1 
aie i 
we “z+ 1? (17) 


d.h. w,,;, verhalt sich zu der adiabatischen Geschwindigkeit wy wie die kritischen Geschwindig- 

keit in einer Rohrstrémung zu der maximalen Geschwindigkeit beim Ausstrémen ins Vakuum. 
Das Gleiche gilt fiir die Geschwindigkeiten langs der Schallgeschwindigkeitsgeraden einerseits, 

jenen langs der Geraden S$ = 0 andererseits, wenn man diese fiir gleiche 6,-Werte vergleicht. 
Fir kleine Geschwindigkeiten wird aus (10) 


do 0) 
ae a 
oder, integriert 
big BT (18a) 
Geht man wieder auf die urspriinglichen Werte zuriick, so findet man 
Wie Ce. (18b) 


also Proportionalitat zwischen Geschwindigkeit und Gesamttemperatur. 

Die bei Abkithlung bzw. Aufheizung zu erreichenden tiefsten bzw. héchsten statischen Gas- 
temperaturen erhalt man, wenn man auf den Isoplanen die Stellen mit den Neigungen der statischen 
Isothermen aufsucht; dort mu’ aber nach (4a) 

dj, ao 


mnie a) 
sein, und mit (10) erhalt man fiir den Ort dieser Punkte 
eo 8, = 0 (19) 


Eine kurze Diskussion 148t erkennen, daB es sich um eine sehr schlanke Hyperbel handelt, deren 
Scheitel so weit voneinander entfernt liegen, daB im praktisch interessierenden Bereich des 6), U- 
Diagramms die Hyperbel nicht existent ist. Nur in einem kleinen Bereich der Aufheizzone dicht 
an der Ordinate 148t sich beim Aufheizen eine maximale statische Gastemperatur nicht tber- 
schreiten. Der Scheitel des zweiten Hyperbelastes liegt bei 6)-Werten von etwa 8 (d. h. die Gesamt- 
temperatur des Gases betragt das Achtfache der Wandtemperatur) und bei Y ~ 13, was bei 
einer Wandtemperatur von etwa 300° K einer Strémungsgeschwindigkeit von rd. 1100 m/s ent- 
spricht. In dem auBerhalb der Hyperbelaste liegenden Bereich sind bei konstanter Wandtemperatur 
keine Grenzen fiir die statische Gastemperatur gegeben. 


Fiihrt man noch die Machzahl Ma = ——"_ ein, so ergibt sich in der dimensionslosen Dar- 
stellung \gxRT 
W% =n-6-Mae=—*"" __ 4,, (20) 
ic a Ma? 


d.h. eine vom Ursprung ausgehende Geradenschar. Die Gerade fir Ma = | fallt mit der oben 
bereits erwahnten Linie der horizontalen Tangenten zusammen, wahrend Ma = co mit der Linie 
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56 = 0 identisch ist. Die gewahlte 6), W-Darstellung ist also auch fir Uberlegungen in Mach- 
zahlen! — die aber fiir Rohrstrémungen nicht so anschaulich sind wie etwa fiir die Umstrémungs- 
Aerodynamik — von bildhaftem Vorteil. 


Aus dem Verlauf der Isoplanen im Abkiihlgebiet kann man bereits erkennen, daf bei jeder 
Isoplanen im Unterschallgebiet ein Zustand kleinster Machzahlen vorhanden sein muf, der beim 
Abkihlen erreicht wird; bei starkerem Abkiihlen steigt die Machzahl wieder an — wobei aller- 
dings die wirkliche Geschwindigkeit zunachst noch abnimmt, bis der Zustand 0) = YW erreicht ist. 

Auch diese Zustande kleinster Machzahlen liegen auf einer Hyperbel; alle Zentral-Geraden — 


also die Machlinien — gehorchen der Differentialgleichung 

do ) 

ae B? ee 
zusammen mit (10) ergibt sich als Ort fiir die Zustande kleinster Machzahlen — Tangenten der 


Machlinien an die Isoplanen — 
a Ro Mee 
2 6) (W — by + 1) = (5 —1) (a 8-4) 
oder 


a 


2H 


j, 18 =a bp oe ee. (21a) 


5 2% 
Der im Zustandsfeld liegende Hyperbelast ist in die Abbildung aufgenommen. Je héher die 0,- 
Werte, also die Gastemperaturen im Verhaltnis zur Wandtemperatur sind, desto mehr sinken die 
Gasgeschwindigkeiten nach Erreichen der kleinsten Machzahl noch weiter ab. 

Auch fiir die Driicke gibt es einen besonderen Wert, namlich jenen, bei dem die Y,,;,-Gerade 
tangiert wird. Aus der Beziehung (16) fiir die Y,,,,-Gerade, der Isobarengleichung (9a) und der 
Tangentenbedingung leitet man fiir diesen besonderen Wert ab 


3 y (x a (22) 


oder mit den absoluten Groen 


lowe ae, 7 
P= Qo |/*“ 4 Ig RT,. (22a) 


Fir Driicke, die kleiner sind als (22) bzw. (22a) wachst im Unterschallbereich die Geschwindig- 
keit bei Abkiihlung an. Bei Driicken, die gréBer sind, wachst die Geschwindigkeit in den beiden 


Bereichen (ergeben sich als Schnittpunkte der Isobaren mit der Y,,,,,-Geraden) 
ae x 3 / ~ st a) é 
aye) eee (23) 
und 
Fx x Pee Ge >) 9° 
jB > AF (1 ala a (23a) 
ebenfalls an, wenn Abkiihlung erfolgt; in dem Zwischenbereich 
HBS eT ae) fe ee {, 2+) ; 
sae eosior ISS ed orca ee 
nimmt die Geschwindigkeit bei Abkiihlung jedoch zunachst ab, um anschlieBend — nach Durch- 
schreiten der Y,,;,-Geraden — wieder zuzunehmen. 


Im Uberschallbereich nimmt die Geschwindigkeit immer ab, wenn Warme entzogen wird. 
Die Trennungs-Isobare (22) beriihrt die Y,,;,-Gerade bei einer ausgezeichneten Geschwindigkeit : 
aus (23) entnimmt man, da®B dort 


/B, == eel Bt 
oder mit (22): 
is 2% : 
W, SI aay (24) 


‘ Vgl. hierzu A. H. Shapiro FuBnote $.178, wo die entsprechende Differential-Gleichung entwickelt ist, 
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wird. Geht man auf die absoluten Werte zuriick, so kommt 


w, =e RT. (24a) 


Dies ist aber die kritische Geschwindigkeit einer Diisenstrémung, deren Gesamttemperatur T,, 
ist. Vergleicht man dieses Ergebnis mit (16b), wo w,,,, lings der Y,,;,-Geraden abgeleitet ist, so 
erkennt man unmittelbar, daB an der betrachteten Stelle T = 2 T,, oder 6 = 2 sein muB. 


4, Zusammenfassung. Bei héheren Gasgeschwindigkeiten in zylindrischen Rohren diirfen die 
Warme-Austauschvorginge — auch wenn sie technisch unbeabsichtigt sind — nicht mehr ver- 
nachlassigt werden. Bei Abkiihlvorgangen kann ,,thermisches Verblocken“ oder ,,thermal choking“ 
auftreten; die Geschwindigkeiten nehmen im Unterschallbereich teils zu, teils ab, wobei die ge- 
wahlte Darstellung eine einfache Ubersicht erlaubt. 


(Eingegangen am 19. August 1958.) 
Anschrift des Verfassers: Professor Dr.-Ing. O. Lutz, VDI, Technische Hochschule Braunschweig. 
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Der schwere symmetrische Kreisel in kardanischer Lagerung 


Von K. Magnus 


1. Aufgabenstellung. Lagrange hat in seiner ,,Mécanique analytique“ (1788) die Loésung des 
Kreiselproblems fiir einen Kérper mit symmetrischem Tragheitsellipsoid angegeben, dessen Schwer- 
punkt auf der Symmetrieachse liegt. Die Lagrangesche Lésung ist in der Folgezeit von vielen 
Autoren dahingehend untersucht worden, welche Anderungen fiir das Bewegungsverhalten des 
Kreisels zu erwarten sind, wenn die bei der Durchfiihrung von Versuchen stets vorhandenen 
stérenden Einfliisse beriicksichtigt werden. So hat man sich besonders intensiv mit den Aus- 
wirkungen der verschiedenartigen Reibungskrafte bei der Pfannenlagerung des Kreisels beschaftigt. 
Diese Arbeiten haben ihren Niederschlag z. B. in den Biichern von Klein und Sommerfeld+ und 
Grammel? gefunden. Bei der Sorgfalt, die man auf die Erfassung des stérenden Einflusses der 
Reibung verwendete, ist es erstaunlich, da nicht schon von den Klassikern der Kreiseltheorie 
entsprechende Untersuchungen des stérenden 
Einflusses einer kardanischen Aufhangung des 
Kreisels durchgefiihrt worden sind. Die karda- 
nische Aufhangung fiir Kreisel war zumindest 
seit Bohnenberger (1817) bekannt und wurde 
seit Foucauld (1852) in steigendem MaBe fiir 
physikalische und spater auch fiir technische 
Kreiselgerate verwendet. Erst seit etwa 15 Jah- 
ren sind eine Reihe von Arbeiten erschienen, in 
denen der KinfluB der kardanischen Aufhan- 
gung behandelt wird (s. z. B. 3 und die dort 
angegebene Literatur, ferner** ®). Der Fall 
des schweren symmetrischen Kreisels in karda- 
nischer Lagerung — also eine unmittelbare 
Erweiterung des von Lagrange behandelten 
Falles — scheint jedoch bisher nicht unter- 
sucht worden zu sein. 

In der vorliegenden Arbeit soll gezeigt 
werden, daf fiir einen wichtigen Spezialfall eine 
strenge Lésung des erweiterten Lagrange-F alles 
durch Quadraturen gefunden werden kann. 
Wesentlich ist dabei die Beriicksichtigung der 
Anteile, die die beiden Kardanringe zum Im- 
puls des Gesamtsystems beitragen. Demgegen- 
iiber werden Reibungswirkungen in den Lagern 
der kardanischen Aufhangung vernachlassigt. 

Abb. 1. Koordinatensysteme und Eulersche Winkel am kardanisch Der Rotor wird als schwerer symmetrischer 

gelagerten Kreisel. Kreisel im Sinne von Lagrange vorausge- 

setzt. Die beiden Kardanringe brauchen je- 

doch nicht symmetrisch zu sein. Allerdings miissen gewisse, unten naher zu definierende Forde- 
rungen beziiglich der Lage ihrer Hauptachsen gestellt werden. 


Wenn man entsprechend der Skizze von Abb. 1 als Ausgangsstellung des Systems diejenige 
Lage ansieht, bei der die Ebenen der beiden Kardanringe zusammenfallen, dann laBt sich die Lage 
des Systems in eindeutiger Weise durch die bekannten drei Eulerschen Winkel ¢, :,  kennzeichnen. 


y ist der Drehwinkel des auBeren Kardanringes um die raumfeste auBere Kardanachse (z-Achse), 


1 EF, Klein und A. Sommerfeld, Uber die Theorie des Kreisels insbesondere Bd. III, Leipzig 1903. 
2 R.Grammel, Der Kreisel, Berlin/Gottingen/Heidelberg 1950. 

3 K. Magnus, Z. angew. Math. Mech. 35 (1955) S. 2334. 

4 H. Poritsky, J. appl. Mech. 75 (1953) S. 1—8. 

5 R.Grammel und H. Ziegler, Ing. Arch. 24 (1956) S. 351—372. 

° B. T, Plymall and R. Goodstein, J. appl. Mech. 22 (1955) S. 365—366. 


= we 
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gemessen gegeniiber einer senkrecht dazu stehenden x-Achse. ist der Drehwinkel des Innenringes 
um die innere Kardanachse (x’-Achse) also der Winkel, um den die Ebene des Innenringes gegen- 
uber der Ebene des AuSenringes verdreht ist. Die Lage des Rotors relativ zum Tareas kann 
durch den Winkel p gekennzeichnet werden. In der Nullstellung y = 0 = 0 seien die Achsen x, 
y,% eines raumfesten kartesischen Bezugssystems zugleich die Hauptachsen fiir den Innenring, 
sowie, wegen der vorausgesetzten Symmetrie des Rotors, auch bei beliebigem Winkel ¢ fiir den 
Rotor. Beziiglich der Hauptachsen des AuBenringes braucht nichts vorausgesetzt zu werden. 
Wir miissen nur fordern, daB der Schwerpunkt des Au®enringes auf der z-Achse liegt. Die Haupt- 
tragheitsmomente sollen wie folgt bezeichnet werden: 


fiir den Rotor: ane Ce 
fiir den Innenring: A,, pp Gos 
fiir den AuBenring: = ==" 'C,. 


2. Die Bewegungsgleichungen und ihre ersten Integrale. Wahrend es bei der Berechnung des 
Lagrange-Kreisels tiblich ist, von den in einem kérperfesten System angeschriebenen Eulerschen 
Kreiselgleichungen auszugehen, empfiehlt sich hier die Verwendung eines Koordinatensystems x’ y'z’ 
nach Abb. 1, das zwar mit dem Innenring fest verbunden 
ist, aber sowohl gegeniiber dem Rotor, als auch gegeniiber 
dem AuBenring beweglich bleibt. Wegen der Symmetrie 
des Rotors lassen sich die Gleichungen in diesem Koordi- 
natensystem verhiltnismaBig einfach aufstellen. Es ist 
zweckmaBig, die Bewegungsgleichungen nach der von 
Lagrange gegebenen Vorschrift aus den Ausdriicken fiir 
die kinetische und potentielle Energie des Gesamtsystems 
abzuleiten. 

Die kinetische Energie T setzt sich aus den Anteilen 
des Rotors (Index 1), des Innenringes (Index 2) und des 
AuBenringes (Index 3) zusammen: 


2 T=[A, (8? + Psin? d) + Cp + $0089)" ] 
+ [4y8? + By? sin? 9 + C,#? cos?d] + Cp, (1) << 


Vertikale t 


oder 


2T= # (A, + Ap) + P(A, + Be + G) | 
— (A, + B,—C,) cos? 9] + C, (p + pcos 8). (2) ame 

Bei der Bildung des Ausdruckes fiir die potentielle Energie fy | 
ist die Richtung der Schwerebeschleu nigung im gewahlten 4), 9 zur Bxseimmaane den seh wereimoncet on hes 
Koordinatensystem zu beriicksichtigen. Ohne Beschrankung nicht vertikaler auBerer Kardanachse. 
der Allgemeinheit kann angenommen werden, daf der 
Schwerkraftvektor in die raumfeste x z-Ebene fallt. Durch geeignete Wahl der Lage der x-Achse 
kann das stets erreicht werden. Wenn die Richtung der Schwerkraft (also die Vertikale) mit 
der Richtung der auBeren Kardanachse (also der z-Achse) einen Winkel #), bildet, so 1aBt sich der 
fir die GréBe des Schweremomentes maBgebende Winkel * aus dem sphiarischen Dreieck von 
Abb. 2 bestimmen, dessen Ecken von den DurchstoB8punkten der Achsen z und 2’ sowie der Ver- 
tikalen durch eine Kugel um den Nullpunkt gebildet wird. Nach dem Cosinussatz ist: 


cos )* = cos Jy cos } — sin J, sin } siny . (3) 

Wenn m die Gesamtmasse von Rotor + Innenring ist, g die Schwerebeschleunigung und s der 

Abstand des Schwerpunktes von Rotor + Innenring vom Nullpunkt des Koordinatensystems, 
dann hat man fiir die potentielle Energie den Wert: 

U=mgscos §* = mg s (cos J cos } — sin J sin # sin y) . (4) 

Der Schwerpunkt des AuBenringes liegt nach Voraussetzung auf der z-Achse und hat daher keinen 

EinfluB auf die Bewegungen des Systems. Der Abstand s wird positiv gerechnet, wenn der Schwer- 


punkt auf der positiven z’-Achse liegt. 
Aus den im vorliegenden Fall anwendbaren Lagrangeschen Bewegungsgleichungen 


diet’ oT ov 
— = 5 
ai( 34) ae Os (5) 
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bei denen fiir die allgemeine Koordinate q nacheinander die drei Euler-Winkel y y } einzusetzen 
sind, bekommt man die folgenden Bewegungsgleichungen: 


SAG (p + ¥ c08 I=, (6) 


oe [(A, + B, + C,) — (4, + B,— C,) cos? #] + C, (p + p cos #) cos 3B} 


=mgssin j) sin} cosy , (7) 
0 (A, + A,) — p? sin 0 cos # (A, + B,— C,) + p C, (p + cos 8) sin B 
= mg s (cos J) sin # + sin My cos # sin y) . (8) 


Da ¢ eine zyklische Koordinate ist (also aa = 0 gilt), hat (6) die einfache Gestalt einer zeitlichen 


Ableitung. Durch Integration folgt unmittelbar die Konstanz der Drehungskomponente des 
Rotors in der z’-Richtung: 
g + pcos } =r, = const . (9) 
Damit ist ein Integral des Problems gefunden. Ein zweites ergibt sich leicht aus dem Energiesatz. 
Das betrachtete System ist konservativ, da keinerlei energieverzehrende Krafte vorhanden sind. 
Folglich mu8 die Summe von kinetischer Energie T (2) und potentieller Energie U (4) konstant 
bleiben: 
27 42U = (4, + Ay) 084 p (4, + By + G) —(Ay + By— G) c08? 8] + Cr 
+2 mg s (cos % cos } — sin Jy sin } sin y) = E = const . (10) 


Die beiden Integrale (9) und (10) reichen aber zur vollstandigen Lésung des Problems durch Qua- 

draturen noch nicht aus. Es wird vielmehr noch ein drittes Integral benétigt, das sich in zwei 

Sonderfallen aus der Gleichung (7) beschaffen 1aBt. Der Winkel y wird namlich in den folgenden 
0U 

beiden Fallen ebenfalls zur zyklischen Koordinate (d. h. ys 0): 


oy 
1. fiir den kraftefreien Kreisel (s = 0) und 
2. fiir ein Kardansystem, dessen auBere Kardanachse in die Richtung der Schwerkraft fallt 
(Go 0 te): 
Der erste Fall ist in den schon erwahnten Arbeiten’?? behandelt worden und soll hier un- 
beriicksichtigt bleiben. Da jedoch zu dem Fall 2. bisher noch keine Untersuchungen bekannt 


geworden sind, wird er im folgenden naher betrachtet werden. 
Fiir %) = 0 folgt aus (7) unter Beriicksichtigung von (9) 


py [(A, + B, + C,) — (A, + B, — C,) cos? 0] + C, rp cos 9 = D, = const . (11) 
AuBerdem reduziert sich das Energie-Integral (10) auf 
0? (A, + A.) + py? [(A, + B, + C,) — (A, + By — C,) cos? 8] + Cyr? +2mgscosP=E. (12) 
Die nunmehr im Fall % = 0 zur Verfiigung stehenden drei Integrale (9), (11) und (12) entsprechen 
vollkommen den bekannten drei Integralen fiir den Lagrangeschen Fall des schweren symmetrischen 
Kreisels. Sie lassen eine anschauliche Deutung zu: (12) ist das Energie-Integral mit der Energie- 
konstanten EF’; (9) und (11) sind zwei Impulsintegrale, von denen (9) zum Ausdruck bringt, daB 
die Impulskomponente des Rotors in der Rotorachse (z’-Achse) konstant ist, wahrend (11) besagt, 
das die Komponente des Gesamtimpulses D in der Vertikalrichtung (z-Achse) konstant ist. Beides 
1aBt sich nach dem Impulssatz unmittelbar einsehen. Auf den Rotor wirken als auBere Krafte 
die Schwerkraft und Lagerkrafte, die vom Innenring auf die Rotorachse tibertragen werden. Die 
Momentenvektoren beider Krafte stehen — wegen der vorausgesetzten Reibungsfreiheit in den 
Lagern — stets senkrecht zur Rotorachse. Nun kann man den Impulssatz in einem rotorfesten 
Koordinatensystem in die bekannte Eulersche Form 


dD = ey 
om + [@ D,| = Pap Hd (13) 
bringen. Dabei ist D, der Impulsvektor des Rotors und @ der Vektor der Drehgeschwindigkeit. 
Wegen der Symmetrie des Rotors hat aber das auf der linken Seite stehende Vektorprodukt keine 
1 Siehe FuBnote 3 S. 184. 


2 Siehe FuBnote 4 S. 184. 
3 Siehe FuBnote 6 S. 184, 


XXVIII. Band 1959 K. Magnus: Der schwere symmetrische Kreisel in kardanischer Lagerung 187 


Komponente in der Richtung der Rotorachse (z'-Achse). Folglich kann die Anderung des Impuls- 
vektors D, im kérperfesten System nur in einer Ebene senkrecht zur Rotorachse erfolgen — also 
ist die Impulskomponente des Rotors in der Rotorachse D,,, = C, ro eine Konstante. Die Impuls- 
komponente des Gesamtsystems in der 2’-Richtung ist jedoch nicht konstant. Fiir das Gesamt- 
system ist namlich als 4uBeres Moment auBer dem Schweremoment noch ein Moment einzusetzen, 
das von dem raumfesten aéuBeren Kardanlager auf den auBeren Kardanring ubertragen wird. Der 
Vektor dieses Momentes hat zwar wegen der vorausgesetzten Reibungsfreiheit stets cine zur auBeren 
Kardanachse senkrechte Richtung, braucht aber keinesfalls auch senkrecht zur jeweiligen Richtung 
der Rotorachse zu stehen. 
} Auch die Giltigkeit von (11), also die Konstanz der vertikalen Komponente des Gesamtimpulses 
ist leicht einzusehen: Da die Vektoren der auBeren Momente — also des Schweremomentes und 
des vom auferen Kardanlager iibertragenen Lagermomentes — stets horizontal liegen, kann die 


vom raumfesten Bezugssystem aus beurteilte Anderung des Impulsvektors D des Gesamtsystems 
auch nur in der Horizontalebene erfolgen, also bleibt D, konstant. Dieses Ergebnis gilt jedoch 
nur fiir den Fall 0) = 0, also wenn die auBere Kardanachse vertikal steht. 


3. Lésungen fiir den Fall vertikaler aufBerer Kardanachse. Aus (11) lat sich sofort die ,,Pra- 
zessionsgeschwindigkeit 7 bestimmen: 
: D,— Cy rp cos B 
(Ai + Bs + Ce) — (Ar + Ba— GC.) cos? 8” 
Wenn der Winkel # als Funktion der Zeit bekannt ist, dann kann daraus y durch Quadratur ge- 
wonnen werden. 
Durch Einsetzen von (14) in (12) erhaélt man nun eine Differentialgleichung erster Ordnung 
fiir 3, die nach Einfiihren der neuen Variablen 


(14) 


cos } =u (15) 
und der Abkiirzungen 
Ciro i E = GQ 75 
4, + A, Ay A, + Az Ma > 
D: A, ae B, ae C, 
er ee ——— — k 16 
A, + A, hes 4, + A, ee va 
~mgs A, + By Gs 
ac a Nie ry aie 
in die Form 
‘du\2 (ky — ky u)?| 
(7) = (1 — u?) |(k, —k u) — ee i, |= U(u) (17) 


gebracht werden kann. Die auf der rechten Seite stehende ,,Kreiselfunktion™ U(u) geht fiir den 
Fall verschwindender Masse der Kardanringe (k; = k, = 1) in die bekannte Kreiselfunktion des 


Lagrangeschen Falles iiber. Zur Bestimmung von u(t) wird nun — wie im Lagrangeschen Fall — 
zunachst die Umkehrfunktion t = t(u) berechnet: 
* du 
eC) 


Hat man daraus durch Umkehrung u(t) und auBerdem = arccos u bestimmt, dann laBt sich 
der Winkel y durch Integration von (14) gewinnen: 
y=Yo + eae Ne (19) 


2 
k; —kgu 


Durch die beiden Winkel # und w ist die Lage des Kardansystems und der Rotorachse eindeutig 
bestimmt. Da der Drehwinkel des Rotors py im allgemeinen nicht weiter interessiert, kann somit 
das Problem als gelést betrachtet werden. Im Bedarfsfalle kann ~ aus (9) durch eine weitere 
Integration ermittelt werden. . 

Im Gegensatz zum Lagrangeschen Fall ist die Kreiselfunktion U(u) fiir den schweren symme- 
trischen Kardankreisel eine gebrochen rationale Funktion von u, so dab es nicht méglich ist, die 
Integrale (18) und (19) durch bekannte tabellierte Funktionen auszudriicken. In konkreten Fallen 
rechnet man daher diese Integrale am besten numerisch aus und kann daraus dann die Bahn- 
kurven konstruieren, die von den Punkten der Rotorachse durchlaufen werden. 
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Die Ergebnisse der Auswertung sind fiir einige typische Falle in den Abb. 3 bis 7 zusammen: 
gestellt worden. In Abb. 3 ist die Bahn des DurchstoBpunktes der Figurenachse durch eine Hin- 
heitskugel fiir den Fall eines kraftefreien, nicht kardanisch gelagerten Kreisels gezeichnet worden. 
Nach der Poinsotschen Theorie beschreibt die Figurenachse einen Kreiskegel und schneidet daher 
die Einheitskugel in einem Kreis. Rechnet man nun das Problem bei denselben Werten fir die 
Systemparameter k,, ky, kz, ky im Falle eines kardanisch gelagerten Kreisels aus, so ergibt sich 
die in Abb. 4 gezeichnete Bahnkurve. Der Vergleich beider Kurven 1aBt zwei wesentliche Unter- 
schiede erkennen: Die Bahnkurven des kardanisch gelagerten Kreisels sind eiformig verbeult, 
wobei die Spitze des Eis dem Pol der Kugel (DurchstoSpunkt der auBeren Kardanachse) zuge- 


Abb. 3 und 4. Bahnkurven eines Punktes auf der Figurenachse fiir einen kraftefreien Kreisel bei gleichen Werten fiir die Energie- 
und Impuls-Konstanten. 


Abb. 3. nicht kardanisch gelagerter Kreisel. Abb. 4, kardanisch gelagerter Kreisel. 


wandt ist; auBerdem iiberlagert sich der Nutationsbewegung noch eine azimutale Auswanderung, 
die zur Folge hat, daB sich die Kurve nach einem Nutationsumlauf nicht schlieBt, sondern eine 
spiralige Bahn durchlaufen wird. Diese fiir die praktischen Anwendungen auSerordentlich wichtige 
Auswanderungserscheinung des kraftefreien Kreisels ist bereits von mehreren Autoren untersucht 
worden (s. z. B. } ? 3), 


Die weiteren Abb. 5 bis 7 zeigen Vertikalprojektionen der Bahnkurven auf eine die Einheits- 
kugel am Pol beriihrende Tangentialebene. In allen drei Fallen sind die gleichen Anfangsbedin- 
gungen gewahlt worden: Der fiir t = 0 in vertikaler Stellung befindlichen Figurenachse ist ein 
seitlicher StoB gegeben worden. Dann entsteht bei einem nicht kardanisch gelagerten schweren 
Kreisel (Lagrangescher Fall) die Bahnkurve von Abb.5. Uber die einzelnen Nutationsumlaufe 
lagert sich eine Prazessionsbewegung, die im vorliegenden Fall den gleichen Drehsinn (gestrichelt 
gezeichneter Pfeil) besitzt, wie die Nutationsbewegungen. Ein unter sonst gleichen Bedingungen 
angestoBener kardanisch gelagerter Kreisel ergibt die wesentlich andere Bahnkurve von Abb. 6. 
Nutationsumlauf und Prazessionsdrehsinn sind in diesem Fall verschieden. Au®erdem fallt die 
Streckung der Bahnkurven beim Durchgang durch den Pol auf. Bei zusatzlichen AnstoB des 
auBeren Kardanringes kénnen bei sonst ungeadnderten Anfangsbedingungen auch Bahnkurven ent- 
stehen, wie sie in Abb. 7 gezeichnet sind. Bemerkenswert ist hier das Auftreten von Wendepunkten, 
die im Lagrangeschen Fall bei entsprechenden Anfangsbedingungen nicht zu beobachten sind. 


Einige experimentell aufgenommene Bahnen zeigen die Abb. 8 bis 15. Bei ihnen ist eine an 
der Figurenachse angebrachte Taschenlampenbirne senkrecht von oben her photographiert worden. 
Die Bahnphotos entsprechen daher etwa den in den Abb. 5 bis 7 gezeichneten Projektionen. Die 


1 Siehe FuBnote 3 S. 184. 
2 Siehe FuBnote 4 S. 184. 
3 Siehe FuBnote 6 S. 184. 


thine iret 
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Abb. 8 und 9 wurden an einem nicht kardanisch gelagerten Kreisel erhalten, wahrend alle weiteren 
Abb. verschiedene Bewegungszustinde am kardanisch gelagerten schweren Kreisel wiedergeben. 

Die Abb. 8 und 5 bzw. 10 und 6 entsprechen sich jeweils in den Anfangsbedingungen: in allen 
vier Fallen ist der in vertikaler Lage befindlichen Figurenachse des Kreisels ein seitlicher Sto8 
gegeben worden. Auch die Kurve von Abb. 11 ist noch bei ahnlichen Anfangsbedingungen auf- 
genommen worden, nur macht sich hier interessanterweise der EinfluB der bei den theoretischen 
Berechnungen vernachlassigten Reibung dadurch bemerkbar, da® der Ubergang von einem Be- 
wegungszustand zu einem anderen deutlich sichtbar wird. Die Figurenachse durchschlagt zunachst 
die obere Pollage zweimal, wobei die Kurven die schon bei Abb. 6 erwahnte Streckung zeigen. 
Bei der nachfolgenden nochmaligen Annaherung an die Pollage reicht die Energie nicht mehr aus, 
diesen Punkt zu durchlaufen. Die Bewegung wird riicklaufig, und es entsteht eine Art Zykloiden- 
bewegung. 

Der Charakter der Bahnkurven hangt noch von dem Vorzeichen des Schweremomentes ab: 
die Abb. 12 und 13 gelten fiir einen ,,gehobenen Kreisel‘‘, bei dem der Schwerpunkt hdher als der 
Unterstiitzungspunkt liegt (s > 0), wahrend die Abb. 14 und 15 entsprechende Bewegungen fiir 
den ,,gesenkten Kreisel“ wiedergeben, bei dem der Schwerpunkt tiefer als der Unterstiitzungs- 
punkt liegt (s< 0). Im Abb. 14 ist deutlich die fiir kardanisch gelagerte Kreisel charakteristische 
eiférmige Verbeulung der Bahnkurven bei der Annaherung an die Pollage zu erkennen. 


4, Regulire Prazessionen. Es soll die Frage untersucht werden, ob beim schweren symmetri- 
schen Kardankreisel ,,regulare Prazessionen“ méglich sind, die den regularen Prazessionen des 
Lagrange-Kreisels entsprechen. Dabei wird iiblicherweise unter einer regularen Prazession eine 
solche Bewegung verstanden, bei der die Rotorachse einen Kreiskegelmantel mit gleichformiger 
Geschwindigkeit umfahrt. Im Lagrangeschen Fall sind die Achsen der méglichen Prazessionskegel 
stets vertikal, fallen also mit der Richtung der Schwerkraft zusammen. Beim schweren Kardan- 
kreisel existieren jedoch zwei ausgezeichnete Richtungen: die der Schwerkraft und der auBeren 
Kardanachse. Man kann sich leicht iiberlegen, daB jeder Kegel einer méglichen regularen Pra- 
zession sowohl die eine, als auch die andere Richtung zur Symmetrieachse haben muB. Demnach 
wird man regulaére Prazessionsbewegungen nur in dem hier naher betrachteten Fall erwarten 
kénnen, bei dem die 4uBere Kardanachse vertikal steht, also mit der Richtung der Schwerkraft 
zusammenfallt. 

Wiirden beide Richtungen nicht iibereinstimmen, so wiirden bei einer beziiglich der Schwer- 
kraftrichtung symmetrischen Prazessionsbewegung ungleichmaBige Bewegungen des Kardan- 
systems auftreten, die zu entsprechenden ungleichmafigen Reaktionsmomenten fiir das Gesamt- 
system fiihren wiirden. Ein Durchlaufen des Prazessionskegels mit gleichformiger Geschwindigkeit 
ware somit ausgeschlossen. Umgekehrt wiirde sich bei einer beziiglich der auBeren Kardanachse 
symmetrischen Bewegung das Schweremoment wahrend des Prazessionsumlaufes nicht nur der 
Richtung, sondern auch der GréBe nach andern, so da wiederum keine konstante Prazessions- 
geschwindigkeit existieren kénnte. 

Da es somit geniigt, den Fall #, = 0 zu untersuchen, kénnen wir nunmehr die regularen Pra- 
zessionen durch die Bedingungen: 


ap == 0; y = const | 
rs) == (()e 0? = const 
kennzeichnen. Geht man mit (20) in die beiden Integrale (9) und (11) der Bewegungsgleichungen 


ein, so bekommt man zwei Bestimmungsgleichungen fiir die Konstanten rp und D,. Geht man 
weiter mit (20) in die dritte der Bewegungsgleichungen (8) ein, so folgt 


[p? (A, + B, — C,) cos d— yp Cir + mgs] sind = 0 


(20) 


bzw. 


. 1 P 
ykeu—wpk, + >-kg|sin 0 = 0. (21) 


SchlieBt man hier zunachst den Fall sin # = 0 aus, so ergeben sich aus der in y quadratischen 
Gleichung (21) die folgenden beiden Werte fiir die Geschwindigkeit der méglichen regularen Pra- 


zessionen ’ a ee 

leas haa aa (22) 
Wo DR || k? 

Da bei den iiblichen Konstruktionen des inneren Kardanringes stets kz > 0 gilt, so ist ein nega- 

tiver Wert fiir den Radikanden nur zu befiirchten, wenn das Produkt k,u positiv ist. Das 


Abb. 5. 
Nicht kardanisch 
gelagerter Kreisel. 


\ 
\ 
\ 
| 
= 
Abb. 7. 
ae ae I lagert Kardanisch gelagerter 
Peer ae: eres Kreisel mit zusadtzlichem 
Ae meee AnstoB des Kardansystems. 
des Kardansystems. 


Abb. 8. 


Abb.8 bis 15. Experimentell gewonnene Bahnkurven eines Punktes auf der Figurenachse. Variie 
das Schweremoment (gehobener bzw. gesenkter Kreisel). 


Abb. 9. 


rt wurden die Anfangsbedingungen und 
Die Abb. 8 und 9 gelten fiir einen nicht kardanisch gelagerten Kreisel, die Abb. 10 
bis 15 fiir einen kardanisch gelagerten Kreisel. 


Abb. 10. Abb. 11. 


Abb, 15. 
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ist der Fall, wenn kg und u gleiche Vorzeichen haben, also entweder fiir s > 0;0< #< 5 oder fiir 
g<< We aS <a. Beides entspricht dem ,,gehobenen Kreisel™. Ist dagegen entweder #, oder u 


negativ, so liegt der Fall des ,gesenkten Kreisels“ vor. 

Es ist somit aus (22) zu entnehmen, da8 fiir den gesenkten Kreisel stets zwei regulare Prazes- 
sionen existieren. Ihr Drehsinn ist verschieden, da die beiden Lésungen (22) dann verschiedene 
Vorzeichen haben. Fir den gehobenen Kreisel existieren zwei voneinander verschiedene regulare 
Prazessionen nur dann, wenn die Bedingung 

k2 > 2 kg kg u (23) 
baw. C272 > 4(A, + B,— C,) mgs cos d 
erfiillt ist. Beide Werte von (22) haben in diesem Falle das gleiche Vorzeichen, so daB die regularen 
Prazessionen des gehobenen Kreisels im gleichen Sinne erfolgen. Im Grenzfall kénnen sie sogar 
zusammenfallen, so daB eine Doppelwurzel fiir p existiert. In diesem Falle ware in (23) ein Gleich- 
heitszeichen einzusetzen, wahrend in (22) der Radi- 
kand verschwindet. 


| Fir den Fall } = 0, also den extrem gehobenen 
| oder ,,aufrechten Kreisel‘‘, bei dem der Schwer- 
punkt vertikal tiber dem Unterstiitzungspunkt 
liegt, gibt (23) zugleich eine notwendige Bedingung 
fiir die Stabilitat. Wir werden jedoch sehen, daB 
diese Bedingung — zum Unterschied vom Lag- 
rangeschen Fall — fiir den Kardankreisel nur not- 
wendig aber nicht hinreichend fiir die Stabilitat 
des aufrechten Kreisels ist. Im tbrigen gelten ftir 
die regularen Prazessionen des schweren Kardan- 
/angsame Prizession kreisels dieselben Fallunterscheidungen wie sie fiir 


Bo ene : 
a wD 7a aa 60 den Lagrangeschen Kreisel bekannt sind. 


hangender Kreise/- 


(22) als Funktion des Winkels ? aufgetragen. Die 
hier als ,,langsame Prazession® bezeichnete Kurve 
entspricht der iiblicherweise ,,Prazession™ ge- 
nannten Bewegungsform. Die ,,schnelle Prazes- 
sion“ entspricht der meist als ,, Nutation® bezeich- 
neten Bewegungsform. lm Grenzfall des krafte- 
freien Kreisels (s = 0) bleiben nut diese Nutationen 
ubrig, wahrend die Geschwindigkeit der langsamen 
Prazession Null wird. 


0 50 
aie. gesenkter Kreise/ ——=\ In Abb. 16 ist der Verlauf der p, und wy, nach 


'~autrechter Kre/se/ 


| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
: 
| 
| 
| 
| 
| 


d. Die Stabilitat der vertikalen Lage der Fi- 

Abb. 16. Die Abhangigkeit der regularen Prazessionen gurenachse: a den ae atbschnices angegebenen 

BRCROT pence Ren Oe RT tl ad Lésungen lassen sich fiir konkrete Falle alle inter- 

essierenden Eigenschaften der Kreiselbewegung 

ermitteln. Allgemeine Aussagen sind jedoch wegen der Komplizicrtheit der vorkommenden Inte- 

grale praktisch nicht méglich, so das man zur Untersuchung der Stabilitat der Lage der Figuren- 

achse andere Wege einschlagen muB. In diesem Abschnitt soll die bekannte Methode der kleinen 

Schwingungen herangezogen werden, wahrend im folgenden Abschnitt die Aufstellung von Phasen- 

portrats der Bewegungen"einen anderen, véllig strengen und dabei anschaulichen Weg zur Kenn- 
zeichnung der Bewegungen aufzeigen wird. 

Wir betrachten diejenige Lage des Kardansystems, bei der die Rotorachse vertikal steht, also 

Y = 0 ist. Diese Lage ist bei beliebigen konstanten Werten von @ und jp stets Lésung der Bewe- 

gungsgleichungen (6), (7) und (8) falls, wie hier vorausgesetzt wurde, 3) = 0 ist. Fur die Nachbar- 

bewegungen zur vertikalen Lage setzen wir tiblicherweise cos } ~ 1 und sin? © #. Dann folgt 


aus (8): 


(4, + 4,) 0 + [—(4, + B, C2) w+ Crop —mgs] 3 =0 


baw ‘ 
: “i oes : k. 24 
b+|-me+mo—*laso. i 
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Darin ist ~ nach (14) eine Funktion von #. Wenn fiir t = 0 (0) 


= Yp gilt, so hat man die Impuls- 
komponente 


D, = Cy rg + (Cy + Cz) Po « 


Setzt man diesen Wert in (14) ein und beriicksichtigt cos } ~ 1, so folgt fiir alle weiteren t: py = po. 
Folglich kann bei der hier vorgenommenen Naherungsrechnung y in (24) als Konstante iene Ae 
werden. (24) ist dann die Differentialgleichung eines konservativen Schwingers von einem Freiheits- 
grad, dessen Riickfiihrkonstante durch den in eckigen Klammern stehenden Ausdruck gegeben ist. 
Stabile Schwingungen um die Gleichgewichtslage } — 0 kénnen nur existieren, wenn die Riickfiihr- 
konstante positiv ist. Durch Nullsetzen der Riickfithrkonstante und Auflésen der so entstehenden 
in y quadratischen Gleichung findet man die beiden Grenzwerte: 


| ky \/ 2 Teg eg 

eal eect f) ee aa a6 29) 

vo] — 2h [tt V1 ay ee 

Stabile Schwingungen sind méglich, wenn (unter der Voraussetzung k, > 0 und k, > 0) 
W>P> YP (26) 


ist. Je nach dem Vorzeichen von kg sind nun die beiden Falle des ,,aufrechten“ (ks > 0, Schwerpunkt 
senkrecht ttber dem Schnittpunkt der Kardanachsen) und des ,,haingenden“ Kreisels (ks < 0, 
Schwerpunkt senkrecht unter dem Schnittpunkt der Kardanachsen) zu unterscheiden. Es gilt: 


fir den aufrechten Kreisel: yp, > py. >0, 
fiir den hangenden Kreisel: yp, > 0 > y. 


Daraus folgt, daB der aufrechte Kreisel nicht stabil sein kann, wenn nicht seinem Kardansystem 
ein gewisser Anstof} — und zwar in der Bewegungsrichtung des Rotors — gegeben wird. Dieser 
Ansto8 darf jedoch nicht zu groB werden, weil sonst die obere Stabilitatsgrenze (yw = y,) tiber- 
schritten wird. Der hangende Kreisel ist bei ruhendem Kardansystem stets stabil, jedoch kann 
auch er seine Stabilitat verlieren, wenn das Kardansystem entweder entgegen der Drehrichtung 
des Rotors so angestoBen wird, daB y < w, < 0 wird, oder wenn es in der Drehrichtung des Rotors 
mit y > y, > 0 angestoBen wird. Stabilitaét ist also nur in einem ganz bestimmten Bereich von 
y-Werten méglich. Die Grenzen dieses Bereiches fallen gerade mit denjenigen Winkelgeschwindig- 
keiten y zusammen, die sich fiir die regularen Prazessionen mit # —> 0 aus (22) ergeben. Nur fiir 
wy-Werte, die zwischen den Geschwindigkeiten der regularen Prazessionen liegen, ist die vertikale 
Lage stabil. Man kann diese Bereiche auch aus Abb. 16 fiir = 0 (aufrechter Kreisel) baw. = 180° 
(hangender Kreisel) erkennen, da der Ubergang vom aufrechten zum hangenden Kreisel auBer durch 
Wechsel des Vorzeichens von k, auch durch Ubergang von } = 0 zu # = 180° bei k, = const. 
erreicht werden kann. 

Der Stabilitatsbereich des aufrechten Kreisels ist in jedem Falle kleiner als der des hangenden; 
fiir k? = 2 k, k, schrumpft er auf Null zusammen, weil dann die notwendige Bedingung (23) fiir die 
Stabilitat des aufrechten Kreisels nicht mehr erfiillt ist. 

Die hier vorgenommenen Untersuchungen zur Stabilitét kénnen auch durch die Verwendung 
exakter Verfahren (z. B. nach Ljapunov) prazisiert werden, ohne daf sich an den Ergebnissen etwas 
andert (s. z. B. 1). 


6. Veranschaulichung der Kreiselbewegungen durch das Phasenportrat. Unter Beriicksichtigung 
der Abkiirzungen (16) kann das Energie-Integral (12) durch Hinsetzen von (14) in die Gestalt ge- 
bracht werden: 


. k, — k, cos 3)? ‘ 
Py = k, = kg cos o Ee i, ee = k, —f(#) . (27) 


Darin ist 9 der kinetischen Energie des 3-Schwingers proportional, f(#) ist ein Mab fiir die poten- 
tielle Energie, wahrend k, die Energiekonstante ist. (27) kann als Gleichung des Phasenportrats 
fiir den Winkel @ aufgefaBt werden, wobei der Winkel ? iblicherweise als Abszisse, seine Ande- 
rungsgeschwindigkeit $ jedoch als Ordinate aufgetragen wird. Das Phasenportrat 1aBt die wesent- 
lichsten Eigenschaften des Systems erkennen, ohne daf eine nochmalige Integration durchgefiihrt 
werden mu8. Allerdings geht die Zeit dabei nur als Parameter ein, so daB der zeitliche Verlauf der 
Bewegung nicht unmittelbar abgelesen werden kann. 


1 K, Magnus, Prikladnaja Matematika i Mechanika 22 (1958) S.173—178. 
13 
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Im vorliegenden Fall hat man zur Konstruktion des Phasenportrats zunachst die ,,Potential- 
funktion“ f(9) zu zeichnen. Die in f(#) eingehenden Groen hk, (bezogene Rotordrehung), k, (be- 
zogenes Schwermoment), k, und kg (Trigheitsmomentenverhiltnisse) sollen dabei als konstant be- 
trachtet werden; dagegen werden die Impulskonstante ky und die in (27) eingehende GréBe hy, 
(Energiekonstante) variiert. 


4 f(8) 


Abb. 17. Potentialfunktion f(), Phasenportrat HD) und Priazessionsfunktion ( ®) fiir einen kardanisch 
gelagerten Kreisel mit vorgegebener Impulskonstante k,. 


Die in Abb. 17 oben gezeichnete Potentialfunktion f() hat Maxima bei den Werten # = 0°, 
& = 180°, sowie zwei dazwischen liegende Minima. f() ist symmetrisch, so dab es geniigt, ihren 
Verlauf im Bereich 0 < 9 < 180° zu kennen. Da der Schwinger konservativ ist, entsprechen den 
Maxima der Potentialfunktion instabile Gleichgewichtslagen; sie sind durch kleine Kreise auf der 
Abszisse von Abb. 17 mitte dargestellt worden; den Minima entsprechen stabile Gleichgewichts- 
lagen, die durch Kreuze gekennzeichnet wurden. 


Bei vorgegebener Energiekonstante k, kann der Wert von 9? aus Abb. 17 oben leicht als Differenz 
zwischen einer Parallelen zur Abszisse im Abstande k, und der f(#)-Kurve abgegriffen werden. 


Somit kann bei festgehaltenem k, zu jedem Wert von # der zugehérige Wert von & ermittelt und 
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ae 


die entsprechende Kurve im Phasenportrat punktweise konstruiert werden. Zu jedem Wert von k, 


gehért eine ,,Phasenkurve“ des Phasenportrat, die die Abszisse § = 0 bei dem gleichen 3-Wert 
schneidet, bei dem auch der Schnitt zwischen der k,-Geraden und der f(#)-Kurve in Abb. 17 oben 
auftritt. So entspricht dem eingezeichneten Wert von k, die mit der Nummer 4 bezeichnete Pha- 
senkurve. Man erkennt sofort, daB nicht nur die stabilen Gleichgewichtslagen, sondern auch die 
Maxima der einzelnen Phasenkurven denselben Abszissenwert besitzen wie das Minimum der Poten- 
tialfunktion f(@). Umgekehrt liegen die Minima der Phasenkurven und die instabilen Gleichge- 
wichtslagen stets an den Stellen der Maxima von f((). 

Jede Phasenkurve ist eine Lésungskurve der Differentialgleichung (27). Mit Ausnahme der 


singuléren Punkte geht durch jeden Punkt der Phasenebene (9 0-Ebene) nur jeweils eine Lé- 
sungskurve. Physikalisch bedeutet dies, das die Bewegung durch Vorgabe der Anfangsbedingungen 


fir } und % eindeutig bestimmt ist. Singuldre Punkte liegen auf der Abszisse an den Stellen der 
Extremwerte fiir die Funktion f(#). [hr Charakter ist durch den Verlauf der Lésungskurven in der 
Umgebung bestimmt; die von geschlossenen Lisungskurven umgebenen ,,Wirbelpunkte“ entspre- 
chen den stabilen Gleichgewichtslagen des Systems, wahrend die von je zwei trennenden Lésungs- 
kurven (Separatrizen) durchlaufenen ,,Sattelpunkte“ den instabilen Gleichgewichtslagen ent- 
sprechen. In der Umgebung der Sattelpunkte haben die Lésungskurven Hyperbelcharakter — 
wahrend die Wirbelpunkte von ellipsenahnlichen Lésungskurven umgeben sind. Aus diesem Ver- 
lauf der Lésungskurven kann die Stabilitat der Gleichgewichtslagen in unmittelbar anschaulicher 
Weise abgelesen werden. 

Das Phasenportrat Abb. 17 mitte, laBt die méylichen Bewegungstypen leicht erkennen. Unter 
Beriicksichtigung eines entsprechenden Diagramms fiir die Prazessionsgeschwindigkeit p (Abb. 17 
unten) lassen sich sogar Aussagen iiber die Form der Bahnkurven machen, die die Punkte der 
Figurenachse durchlaufen. Aus (19) sieht man, daB p nicht von der GréBe der Energiekonstanten k, 
abhangt. Folglich gilt fiir alle im Phasenportrat gezeichneten Kurven dieselbe Abhangigkeit (9). 

Die innerhalb der Separatrix 3 gelegenen ellipsenartigen Phasenkurven (z. B. 1 und 2) ergeben 
Bewegungen, bei denen der Elevationswinkel 9 zwischen zwei Grenzwerten schwankt. Da die zu- 
gehérigen Werte von wy sowohl positiv als auch negativ sein kénnen, beschreiben die Punkte der 
Figurenachse zykloidenahnliche Bahnen, die jeweils zwischen zwei Grenzkreisen liegen. Das ent- 
spricht vollkommen den vom Lagrangeschen Fall her bekannten Ergebnissen. Die Bahnen kénnen 
Wellen- oder Schleifen-Charakter haben und als trennenden Fall dazwischen auch Spitzen bilden. 
Auch diese Falle lassen sich aus dem Phasenportrat erkennen. Lotet man namlich den Punkt, bei 
dem die p-Kurve durch die Abszisse lauft, in das Phasenportrat herauf, dann entspricht die dieses 


Lot tangierende Phasenkurve (hier Kurve 1) gerade der Spitzenzykloide; bei ihr wird fiir = 0, 
also im Umkehrpunkt der Bewegung auch gleichzeitig y = 0. Alle innerhalb der Phasenkurve 1 
verlaufenden (nicht gezeichneten) Phasenkurven bilden demnach Wellenzykloiden; alle zwischen 
der Kurve I und der Separatrix 3 verlaufenden Phasenkurven ergeben Schleifenzykloiden. Bahn- 
kurven des hier besprochenen Schleifentyps zeigen z. B. die Abb. 9, 12 und 14, wahrend der Son- 
derfall der Spitzenzykloiden sehr schén in den Abb. 13 und 15 zu sehen ist. 

Die zwischen den Separatrizen 3 und 6 liegenden Phasenkurven reprasentieren Schleifenbewe- 
gungen, bei denen der untere Pol des Systems (# = 180°) durchlaufen wird. Der innere Kardan- 
ring schlagt dabei durch die Ebene des auBeren Kardanringes. Bahnkurven dieser Art zeigen die 
Abb. 5 bis 8 und 10. Bei der Phasenkurve 7 von Abb. 17, die einem besonders groBen Wert der 
Energiekonstanten hk, entspricht, schlagt der innere Kardanring sowohl im unteren als auch im 
oberen Pol durch die Ebene des auBeren Kardanringes. Bewegungen dieser Art lassen sich zwar 
leicht beobachten, wenn man bei nicht zu starkem Eigendrall des Rotors den Innenring kraftig 
anstoBt, jedoch sind die Projektionen ihrer Bahnkurven uniibersichtlich, so daB sie hier nicht dar- 
gestellt wurden. 

Die Separatrizen 3 und 6 entsprechen asymptotischen Bewegungen, bei denen der von den 
Separatrizen durchschnittene singulare Punkt erst nach unendlich langer Zeit erreicht wird — 
ahnlich wie derartige Bewegungen auch bei dem Lagrangeschen Kreisel untersucht worden sind 
(s. z. B. 1). Man erkennt die Tatsache des asymptotischen Hereinwanderns in den singularen Punkt 
am einfachsten aus der Beziehung fiir den zeitlichen Verlauf der durch die Phasenkurven darge- 
stellten Bewegung. Es gilt allgemein fiir die Zeit der Bewegung: 


= [. (28) 


1 R.Grammel, Der Kreisel, Berlin/Gottingen/Heidelberg 1950, Bd. ils G05 So OD 
13% 
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Nahert man nun die Separatrizen in der unmittelbaren Umgebung der singularen Punkte durch 
ihre Tangenten an, setzt also # = + c # mit einer entsprechenden Konstanten c, so folgt aus (28): 


r= ti [Pa+imsty, (29) 
mit einer neuen Integrationskonstanten t). Man erkennt, daB die Zeit fiir die Bewegung mit # —> 0 
logarithmisch gegen unendlich geht, also eine asymptotische Annaherung stattfindet. 

Es ist tibrigens nicht schwer, sich die Veranderungen des Phasenportrats vorzustellen, die bei 
Vorhandensein nicht zu starker dissipativer Krafte im System auftreten. Die Phasenkurven werden 
dann im allgemeinen nicht mehr geschlossen sein, sondern spiralig verlaufen. Dabei kann sich auch 
der Typ der Bewegung vollkommen andern. So stellt die in Abb. 11 wiedergegebene Aufnahme eine 
Bewegung dar, deren Phasenkurve zunachst vom Typ der Phasenkurve 4 ist, dann aber die Separa- 
trix 3 durchschneidet, um den Charakter der Phasenkurve 2 anzunehmen. 

Das in Abb. 17 gezeichnete Phasenportrat gilt fiir einen festen Wert der Impulskonstanten ky. 
Will man sich eine Ubersicht iiber die Bewegungstypen verschaffen, die bei Variation von k, még- 
lich sind, dann geniigt es im allgemeinen, die Veranderungen der Lage der singularen Punkte im 
Phasenportrat (also der Gleichgewichtslagen) sowie den Verlauf der Separatrizen zu untersuchen. 
Die Gleichgewichtslagen sind durch die Extremwerte der Potentialfunktion f(#) gegeben. Aus (27) 
findet man leicht durch Differentation: 

df Beare [2 (hk, — hy cos D) [hy (kts — lg cos? 0) — kg cos  (k, — ky cos #)] 


do | Gi, Sh, aay hay ait 


Daraus sieht man zunachst, daB Extremwerte stets in den Pollagen ? = 0° und # = 180° auftreten, 
da dort sin # verschwindet. Die Pollagen bilden also in jedem Falle Gleichgewichtslagen. Weitere 
Gleichgewichtslagen kénnen existieren, wenn der in der geschweiften Klammer stehende Ausdruck 
zu Null wird. Da dieser eine Funktion 4. Grades fiir cos # ist, laBt sich eine allgemeine Lésung 
nicht angeben. Man kann jedoch die Verhaltnisse unter Beriicksichtigung der Ergebnisse des 
vorigen Abschnitts recht gut itibersehen: Bei vorgegebenen geometrischen Abmessungen des Sy- 
stems (d. h. festen k; und k,) und vorgegebenem Eigenimpuls des Rotors (d. h. festem k,) hangt die 
Lage und auch die Zahl der Extremwerte der Potentialfunktion von der GréBe der Impulskonstan- 
ten k, ab. Verandert man die GréBe von k, gegeniiber dem in Abb. 17 verwendeten Wert, so wirkt 
sich das in einer Verschiebung der Minima von f(#), also der stabilen Gleichgewichtslagen im Pha- 
senportrat aus. Die Gleichgewichtslagen kénnen entweder in Richtung zur oberen oder zur unteren 
Pollage wandern. Bei Hereinwandern in eine der Poliagen wird aber deren Charakter geandert: 
der Sattelpunkt wird zu einem Wirbelpunkt, also die instabile Gleichgewichtslage stabil. Die Ver- 
zweigunegsstellen fiir das Gleichgewicht in den Pollagen sind im vorhergehenden Abschnitt unter- 
sucht und sowohl fiir den aufrechten als auch fiir den hangenden Kreisel in Abhangigkeit von der 
GréBe wy bestimmt worden (s. Gleichung [25)). 

Aus den kritischen Werten fiir p lassen sich nun leicht auch die entsprechenden kritischen Werte 
fiir die Impulskonstante k, ausrechnen: wegen (11) gilt unter Beriicksichtigung von (16): 


k, = k, cos } + p (ks — k, cos? 9) . (31) 


Setzt man hierin die kritischen Werte wp, und 7, sowohl fiir den aufrechten (Index a) als auch fiir 
den hangenden Kreisel (Index h) ein, so bekommt man vier Grenzwerte fiir k,, die wie folgt verteilt 
sind: 

ke hea ke ee, (32) 


Dabei wurde k, > 0 vorausgesetzt und deshalb der Ubergang vom aufrechten zum hangenden 
Kreisel durch Veriéuderung von } um den Betrag 7 vorgenommen. 


Die qualitative Struktur des Phasenportrats andert sich nun jedesmal, wenn k, einen der vier 
kritischen Werte (32) durchschreitet. Diese Anderungen sind in Abb. 18 dargestellt, und zwar sind 


— ahnlich wie schon in Abb. 17 — von oben nach unten die Funktionen F(9), 8(9) und p(d) mit 
gleichen Abszissenmafstaben eingetragen. F(#) ist dabei die um den Betrag f(0) verschobene Po- 
tentialfunktion f(?), also F(9) = f(0) —f(0). 

Zur Vereinfachung der Darstellung sind im Phasenportrat nur die singularen Punkte und die 
Separatrizen gezeichnet worden. Instabile Gleichgewichtslagen sind wieder durch einen Kreis, 


stabile durch ein Kreuz kenntlich gemacht. Die Falle A, B, C, D gehéren zu abnehmenden Werten ~ 
fiir ky. 
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Im Falle 4 ist k, > k%,; das ist bei starkem Ansto8 des auBeren Kardanringes stets realisierbar. 
Neben den beiden instabilen Gleichgewichtslagen in den Polen existiert hier (ahnlich wie in Abb. 17) 
noch eine stabile Gleichgewichtslage bei 0 ~ 45°. Bemerkenswert ist, da in diesem Fall stets 
y > 0 bleibt, also das Kardansystem monoton dreht. Die stabile Gleichgewichtslage entspricht 
hier gerade der friiher schon untersuchten ,,schnellen regularen Prazession“ (Nutation). Nachbar- 
bewegungen dazu verlaufen wieder zwischen zwei Grenzwerten des Elevationswinkels jedoch sind, 
ihre Bahnkurven stets yom Typ der Wellenzykloiden; Schleifen und Spitzen sind wegen p > 0 
nicht méglich. 

Im Falle B ist k%, > ky > k%. Durch Verkleinerung der Impulskonstanten ist die im Falle A 
noch getrennt vorhandene stabile Gleichgewichtslage in den Nullpunkt hereingewandert und hat 
diesen stabil gemacht. F() hat entsprechend jetzt bei @ =0 ein Minimum. Alle zwischen der 
stabilen Gleichgewichtslage und der Separatrix verlaufenden Phasenkurven haben ein ellipsenahn- 
liches Aussehen. Die zugehérigen Bahnkurven laufen in jedem Falle durch die obere Pollage, wobei 
stets py > 0 bleibt. 

Mit weiterer Verkleinerung von k, kommt man zum Fall C, fiir den kj, > k, > 0 gilt. Die obere 
Pollage ist wieder zu einem Sattelpunkt geworden, weil aus ihr ein stabiler Wirbelpunkt abgewan- 
dert ist, der im vorliegenden Fall bei # ~ 50° liegt. Qualitativ hat das Phasenportrat das gleiche 
Aussehen wie im Falle 4. Die Unterschiede werden aber deutlich, wenn man die y-Kurve beriick- 
sichtigt. Die Drehung des aueren Kardanrahmens braucht nicht mehr monoton zu sein. Wie im 
Falle von Abb. 17 kénnen hier wieder Wellen- und Schleifenbahnen fiir die innerhalb der Separa- 
trix verlaufenden Phasenkurven unterschieden werden. Sie werden durch die Phasenkurve | 
(,,Spitzenzykloide“) voneinander getrennt. Die stabile Gleichgewichtslage gibt in diesem Falle 
die ,,langsame regulare Prazession“‘ wieder. Alle sonst noch méglichen Bahntypen entsprechen 
vollkommen den schon bei Abb. 17 ausfiihrlich erlauterten. 

Mit weiterer Verkleinerung von k, wandert die stabile Gleichgewichtslage nach rechts, wahrend 
sich die sie umschlieBende Separatrix aufblaht. Bei dem Werte 


EAS tS MR Ve ey Ge 33 
2 22 2 21 


verschmelzen beide Separatrizen zu einer einzigen, die dann durch beide Polpunkte hindurchlauft. 
Diesen Fall zeigt Abb. 18D. Die stabile Gleichgewichtslage ist dabei bis zu # = 100° abgewandert. 
Es existiert eine Phasenkurve 1, der eine Bahnkurve mit Spitzen entspricht. Sie trennt in iiblicher 
Weise die Bereiche der Wellen- und der Schleifenbahnen. Der Fall D ist dadurch ausgezeichnet, 
daB die Maxima der F'()-Kurve die gleichen Ordinatenwerte haben. 

Wiirde man nun k, noch weiter verkleinern, so wiirden bei weiterem Rechtswandern der stabilen 
Gleichgewichtslage wieder zwei getrennte Separatrizen auftreten. Es entstiinde dann ein Phasen- 
portrat von dem in Abb. 17 gezeigten Typ. Die in den Abb. A, B, C gezeigten Veranderungen der 
Struktur des Phasenportraéts beim Durchgang durch den Stabilitatsbereich der oberen Pollage 
wiederholen sich dann sinngema8 auch bei der unteren Pollage, nur sind die Punkte # = 0° und 
@ = 180° entsprechend zu vertauschen. Auf eine Darstellung auch dieser Dinge in Abb. 18 ist 
daher verzichtet worden. 


(Eingegangen am 29, April 1958.) 
Anschrift des Verfassers: Prof. Dr. Kurt Magnus, Stuttgart-O, Hacklanderstr. 33. 
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Uber die Lagrangeschen Gleichungen der Kinetik und der Elastostatik 
Von K. Marguerre 


Gibt es Lagrangesche Gleichungen der Elastostatik? Dem Sprachgebrauch nach nicht, und wir wollten 
een solchen auch nicht vorschlagen. Aber es soll hier, neben einer Diskussion der beiden Lagrangeschen 
_ Formulierungen der mechanischen Grundgleichungen, auch gezeigt werden, daB zwischen den kinetischen 
und den elastostatischen Gleichungen eine Entsprechung besteht, die uns das Recht gibt, von ,,Lagrange“ 
im Zusammenhang mit den Grundgleichungen der Elastostatik zu sprechen; das mag die Uberschrift (die 
sonst zu unformig geworden ware) rechtfertigen. 


1. Die Lagrangeschen Gleichungen I. Art in Statik und Kinetik. Das Prinzip der virtuellen Ver- 
riickungen. In den Physik-Lehrbiichern werden die Lagrangeschen Gleichungen I. Art in etwa 
der folgenden Weise hergeleitet: Nach der Lex secunda ist die zeitliche Ableitung des Impulses 
gleich der geometrischen Summe der Krafte. Bei einer virtuellen Verriickung dy leisten die Zwangs- 
krafte keine Arbeit — diese Feststellung definiert, was ,,Zwangs‘‘-Krafte und was ,,virtuelle“ (d. h. 
geometrische erlaubte) Verriickungen sein sollen, — also ist auch 


(% — B)- dy =0. (1.1) 
worin §t die ,,eingepragten“ Krafte reprasentiert. Zur Gleichung (1.1) treten die geometrischen 
Bedingungen (ihre Anzahl sei g); sie kénnen entweder als ,,holonome‘‘ Beziehungen zwischen den 
n Koordinaten (x, --- x,) =z, oder (allgemeiner) als ,,nichtholonome“ Beziehungen zwischen den 
Geschwindigkeiten (x, -- - x,,) = gegeben sein. Schreibt man sie fiir die virtuellen Verriickungen 
dx, an und fiigt sie, mit ,,Lagrangeschen Faktoren“ 4, multipliziert, ein in die (als Summe von 
n Klammern geschriebene) Gleichung (1.1), so kann man g Klammern durch geeignete Wahl der 1, 
zum Werschwinden bringen, und schlieBt aus der Willkir der verbleibenden f = n— g virtuellen 
Verriickungen (f ist die Zahl der Freiheitsgrade des mechanischen Systems), da auch die rest- 
lichen Klammern null sein miissen. Als Ergebnis hat man n dynamische und g geometrische Glei- 
chungen fiir die n Koordinaten x, und die g Lagrangeschen Faktoren /,. 

Zwei Fragen drangen sich auf: Was haben die so gewonnenen Gleichungen zu tun mit den 
Grundgleichungen der Mechanik, wie sie der Ingenieur in ,,Technischer Mechanik III’ lernt; was 
bedeuten insbesondere diese vom Himmel fallenden Multiplikatoren 1 mechanisch ? Und: Sind 
die n + g simultanen Gleichungen fiir die Ausrechnung der Unbekannten zweckmaBig, und wie 
hangen sie zusammen mit den Lagrangeschen Gleichungen II. Art? 
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Abb. 1. 


Die Erérterungen werden am einfachsten an Hand eines Beispiels: In den Nebenfiguren der 
Abb. 1 sind die Kugeln (oder Zylinder) mit den beim Lésen der Bindungen sichtbar werdenden 
6 Kraften und den 6 Bewegungsméglichkeiten eingetragen. Betrachten wir zunachst den Fall der 
Statik — die Haftungskrafte seien kleiner als die jeweiligen Produkte pu - Druckkraft, so das die 
Kugeln in der gezeichneten Lage bleiben; dann gelten die Gleichgewichtsbedingungen 


[s = sina, c = cos a] 
(a) X,-+- Ds—He =), (d) X,—Ds+He = 0), 
(b) Y, —De—Hs—G,=0, (ec) Y, + De+Hs—G6,=0, (1.2) 
(ce) Xs Ee 0), (f) Hr, — Y272 =). 
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Diese 6 Gleichungen kénnen wir konzentriert und iibersichtlich schreiben in Matrix-Form. Es set 
K =[0, —G,,0, 0, —G,, 0] (1.3 a) 


die Zeilenmatrix der ,,eingepragten“ Krafte [die Anordnung der Komponenten ergibt sich aus der 
Reihenfolge der Gleichungen (1.2)]; es sei ferner 


) = [xy 2 Y, 2) Xz ? Y, y) D 2 Hi (1.3b) 
(in willkiirlicher Anordnung) die Zeilenmatrix der Reaktions-(,,Halte“-)Krafte, schlieBlich 
LER Fe OER: Or 
OF syle, 80 10% hia O 
O07 Oe 1.0) <1 20 6 
= 1s 
© O70s.03" 05a 0 eters (1.36) 


$ —c 0 —s G 0 
== ==6 emer a i 


die quadratische Matrix der Koeffizienten [ihre Anordnung ist durch (1.2) und (1.3b) festgelegt]. 
Dann liefern die Spalten der Matrizengleichung 


R+H-G=0, (1.2’) 


(wobei das Produkt § - G nach der Matrizen-Multiplikationsregel Zeile  Spalte gebildet wird) der 
Reihe nach die sechs Gleichungen (1.2); (1.2’) ist also eine Kurzschrift fiir (1.2). 

Wir wollen nun zeigen, daB die Gleichgewichtsaussagen (1.2’) nichts anderes sind als die La- 
grangeschen Gleichungen I. Art. — Die Verbindung stellt das Prinzip der virtuellen Ver- 
rickungen her (,,Verriickung“ = Verschiebung oder Drehung). Jede der sechs Gleichgewichts- 
aussagen (1.2) bringt zum Ausdruck, daf eine mégliche (,,virtuelle“) Verriickung verhindert wird. 
Multipliziert man sie mit eben dieser Verrtickung, so kann man jedes Glied als ein Arbeitsprodukt 
deuten, und die Gleichung selbst als die Aussage, da eine Summe virtueller Arbeiten verschwindet. 
Da die einzelnen virtuellen Verriickungen voneinander unabhiangig sind, kann man die sechs Ar- 
beitsgleichungen auch addieren, und erhalt an Stelle der Gleichgewichtsaussagen die Forderung, 
daB die Summe aller virtuellen Arbeiten verschwinden soll. Indem wir die Verriickungen zu einem 
»» Vektor, genauer einer Spalten-Matrix, 


6 
be =| "P8T = fomy, Oya» Ops » Oty s Syn » Ops} (1.34) 


Ops 
zusammenfassen, lautet die Arbeitsaussage (die also mit (1.2’) gleichwertig ist) 
(R+H-G)-dy =0. (1.4) 


Zu eben dieser Gleichung gelangt die Lagrangesche Uberlegung in der folgenden Weise: Die 
geometrischen Bedingungen, daf} die Punkte A, B festliegen und die heiden Punkte C,, sich gegen 
einander nicht bewegen sollen 


(a) dx, +7, 069, =0, (c) dx, =O), 
(b) dy =0, (d) dy, — rz Ope =0, 1.5 
(c) 88%, —c dy, —s dx + ¢ dy, = 0; ra 


(f) —c dx, — s dy, + 1, Og, + ¢ dx, + s dye + Tr, dQ, = 0 
lassen sich auffassen als die Zeilen der Matrizengleichung 
G- oy =0; (1.5’) 
darin ist G, wie man sich iiberzeugt, genau die Matrix (1.3c). Fiigt man nun zu der Forderung, 


da bei einer virtuellen, d. h. geometrisch zulassigen, Verriickung die eingepragten Kratte im Gleich- 
gewichtsfall keine Arbeit leisten, 


® - dx =0, (1.1%) 
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die geometrische Forderung (1.5’), multipliziert mit einer Lagrangeschen Zeilenmatrix {, so steht 
die Gleichung (1.4) schon da. Aus (1.4) schlie8t man dann auf (1.2’), d. h. die Lagrangesche Uber- 
legung leitet die gewéhnlichen Gleichungen der Statik aus dem Prinzip der virtuellen Verriickungen 
her. 

Aus der Zulassigkeit beider Herleitungen folgt nachtraglich, da® die Matrix G immer, nicht 
nur in unserem Beispiel, die Doppelbedeutung (1.2’), (1.5’) haben mu8. Und die mechanische Be- 
deutung der Lagrangeschen Multiplikatoren ist klar: Es sind die durch die geometrischen Bindungen 
hervorgerufenen Reaktionskrifte. 

Die Frage ob (1.2’) oder (1.4) die zweckmaBigere Formulierung fiir die Bestimmung der Reak- 


_tionskrafte ist, 1a8t innerhalb der Statik keine allgemein giiltige Antwort zu. Wohl aber in der 


Kinetik, der wir uns jetzt zuwenden. Die kinetischen Gleichungen unterscheiden sich von den 
statischen Gleichungen (1.2) [oder (1.2’)] in zweifacher Weise: Die Zahl g der geometrischen Re- 
aktionskrafte ist verschieden von der Zahl n der Bewegungsméglichkeiten; und zwar ist SESa TN. 


AuSerdem tritt rechts an die Stelle von 0 die Impulsanderung K. (1.2’) geht damit iiber in 


K+ H'-G=, (1.6) 
worin §)*, der ,,Vektor“ der Reaktionskrafte wahrend der Bewegung, nur n — f Komponenten 
(f = Zahl der Freiheitsgrade) hat, und G* eine Rechteck-Matrix ist, der die entsprechenden f 
Zeilen fehlen. Im Beispiel, wenn etwa der Punkt B des oberen Zylinders gleiten kann, fallt Y,, die 
4, Stiitzkraft, weg; es ist 

Ne ad sk Oy dL (1.6’) 


und G* entsteht aus G durch Streichung der 4. Zeile: 
1 0 aT 

dy ab 

Greet. 0. 0 


Ss —c Oj=—s 

—e—s mh € 

Im Gegensatz zur Statik (wo man gewohnlich darauf verzichten kann das explizit anzuschreiben) 
tritt hier neben (1.6) als wesentlich der Satz der geometrischen Gleichungen 


Gi == 0. (1.7) 
Im Beispiel sind das 5 Gleichungen fiir die 6 Komponenten des Geschwindigkeits-,, Vektors“ ie So 
daB im ganzen 6 + 5 Gleichungen 5 + 6 Unbekannten gegeniiberstehen. 
Wie in der Statik die Gleichungen (1.2’) und (1.4), so haben in der Kinetik die Gleichungen (1.6) 
und die Aussage des Prinzips der virtuellen Verriickungen 
(@— B + Ht. G") dz =0 (1.8) 
denselben mechanischen Inhalt. Aber die Formulierung (1.8) ist jetzt der Formulierung (1.6) ent- 
scheidend iiberlegen. Denn da man in der Kinetik die geometrischen Bedingungsgleichungen (1.7) 
auf jeden Fall explizit braucht, so hat man in der Fassung (1.8) ein ungemein bequemes Mittel, die 
geometrischen Reaktionskrafte zu eliminieren: Man braucht nur dy ~y zu wahlen, dann fallt 
wegen (1.7) der hintere Term in (1.8) heraus, und es bleiben fiir die Bestimmung der n Bewegungs- 
komponenten die g Gleichungen G'- + = 0 und die f Gleichungen (St — %$) - dy = 0; denn nur 
f =n—g der n Komponenten von dy sind (dank G* - dy = 0) noch,, frei’. An die Stelle von (1.7) 
und (1.8) tritt also der Gleichungssatz 


Gi.dr=0, (@—)-6¢=0, GZ =0. (1.9) 


Im Beispiel (der zweite Zylinder gleite links an der Wand) wiirde man fiinf der Verriickungsgeschwindig- 
keiten mit Hilfe der dritten Gl. (1.9) durch die sechste, etwa x,, ausdriicken: 


0 
0 
1 (1.6’’) 


BS (SS oS 
oo © 
——— 


- k é é i pL costa 
%="1=9, nM=—rA, Yo = — X% tana, en == ba) ae © (a) 
entsprechend ansetzen ine 
On =O =O, r, 0p, = — 0x, Oy, = — 0x, tana, TOG — ON, reo (b) 


und erhielte aus der mittleren Gl. (1.9) die eine noch fehlende Gleichung zur Bestimmung der 6 Komponenten 
von ¢: 
Owe = cose 


rs O,. 6 = 
Gy tan a —(m 3 — Pj — maa tan a =e i, ae 0. (c) 
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Aus (c) wird mit (a) eine Gleichung fiir x, allein. Wenn man nicht nur den Anfang der Bewegung studieren 
will, muB dabei « als veranderlich behandelt werden — man kommt dann darauf, « an Stelle von x als Un- 
bekannte zu benutzen; davon im nachsten Abschnitt. 


Aus (1.8) kann man durch eine andere Wahl der virtuellen Verriickungen auch jede der Re- 
aktionskrafte einzeln erhalten. Lockert man die erste Gleichung (1.9), indem man in G* die y-te 
Zeile weglaBt, so bleibt in (1.8) H, stehen. An die Stelle von (1.9) tritt allgemeiner 


Ge-dr=0. (f— B41O-G)-d¢—0, Ge 0. (1.9*) 
wobei der , in G* darauf hinweisen soll, daB dort eine Zeile fehlt, d. h. daB zwischen den 6x, eine 
Bindung weniger besteht, als zwischen den x,. 


Will man in unserem Beispiel etwa X,, die dritte Reaktionskraft, ausrechnen, so streicht man in (1.6”) 
die dritte Zeile. Damit tritt an die Stelle von (b): 


On == 0. r, 09, = — 0x, , Oy, = — Ox, tan a + dx, tana, 
1 by 
iP i, — OH eae ee 0x2 : ( 
cos & cos % 


und statt (c) erhalt man durch Ordnen nach den Faktoren 6x,, 6x, zwei Gleichungen fiir die zwei Unbekannten x, 
und X, (die anderen Verschiebungen x, seien vermége der unverandert giiltigen Gleichungen (a) durch x, 
ersetzt); hat man x, schon vorher bestimmt, so ist von diesen beiden Gleichungen nur die zweite neu. 


2. Die Lagrangeschen Gleichungen II. Art. Die Gleichung (c) des Beispiels ist, wenn man 
darin (a) einsetzt, im Kern schon eine Lagrangesche Gleichung II. Art. Allgemein: die mittlere 
Gleichung (1.9) liefert f Gleichungen fiir f Unbekannte, wenn man alle tiberzahligen Bewegungs- 
komponenten mit Hilfe der beiden duSeren Gleichungen eliminiert. Diese f Gleichungen lassen, 
wenn die geometrischen Bindungen holonom sind, noch zwei Umformungen zu, die man sich ge- 
wohnlich vorgenommen denkt, wenn man von den Lagrangeschen Gleichungen II. Art spricht. 

Die erste Umformung besteht darin, da man sich die g Beziehungen zwischen den x, aufgelést 
denkt in der Form 

x, = x, (% ae qf) > 
d.h. y betrachtet als Funktion der ,,generalisierten Koordinaten“ q,, deren es bei f = n — g Frei- 
heitsgraden genau f gibt: 

Ets ay) (2.1) 
f 

ox 
T 4% 
6q, frei sind), werden aus der mittleren Gleichung (1.9), wenn wir noch die Impulsableitung ¥ mit 


Hilfe einer Diagonalmatrix ‘Jt, die die n Massen (oder Drehmassen) enthalt, durch { ausdriicken, 
die f Gleichungen 


Damit sind die auBeren Gleichungen (1.9) abgegolten, und wegen dy = -0gy> (worin die 


==, (2.2) 


In unsererem Beispiel (Gleiten des Zylinders ,,2“‘ entlang der vertikalen Wand) wiirde man als Koordinate q 
zweckmafig den Winkel « wahlen: 
Scie ry 9, = —l sina 


Vis == (COS Or TT eee) a ee 


[Die beiden hinteren Gleichungen findet man am einfachsten durch Integration der X,- und der H-Roll- 
bedingung in (b)]. Gleichung (c) liefert die eine Bewegungsgleichung (2. Ordnung) fiir «, die den Bewegungs- 
zustand beherrscht, solange x, = 0 ist, d. h. bis der linke Zylinder sich von der Wand lést (X, = 0). 


Die zweite Umformung macht den Energiebegriff fiir die Handhabung (oder Gewinnung) 
der Gleichungen (2.2) fruchthar. Wenn sich Sf von einem Potential ableiten laBt: 
Ce (4 bh, R=— 


id Oxy 


| 


ox 


(2.3) 


so schreibt sich der zweite Term einfach 0U/0q,. Der erste lat sich durch die kinetische Energie 
T ausdriicken. Man benutzt die Identitat 


Em =D Ene ee (2.4) 
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und die Tatsache, dafi, wenn die Zeit nicht explizit auftritt (skleronome Probleme), > a q 
und daher Ono aka 
Chae. ot 

Uae (2.5) 
ist. Dann lassen sich in (2.4) rechts beide Terme als Ableitungen von 
il : 1 ° 
T=>¢-M-t=4 2m, x; (2.6) 
auffassen, und man erhalt fiir (2.2) und (2.3) 
. Paarl 00k 1. 
dt Zig) igo ody (2.7) 
Da U von q nicht abhangt, la®t sich das noch eleganter in der Form 
d /oL oL : 
eiecgec eo Pet ee 


schreiben. — Gleichung (2.7’), die klassische Lagrangesche Gleichung II. Art, laBt sich erweitern 
auf den Fall, daB Reibungskrafte (oder andere Nicht-Potentialkrafte) auftreten. Wir wollen das 
aber nicht weiter verfolgen, da die ganze Umformung des Terms 3 - Oy in (1.9) mit Hilfe der kine- 
tischen Energie schon in den ,,klassischen“‘ Fallen keineswegs immer vorteilhaft ist: Wohl stellt 
die in (2.7’) steckende Minimalforderung fiir einen Energieausdruck etwas Gedanklich-befriedigen- 
des dar, das zugleich (wenn man die Hamiltonsche Formulierung heranzieht) fiir Naherungsiiber- 
legungen fruchtbar gemacht werden kann; aber die Bewegungsgleichungen erhalt man oft viel ein- 
facher aus (1.9). Ganz auffallig z. B. in unserem Problem Abb. 1; aber auch bei dem beliebtesten 
Lagrange-Beispiel, dem physischen Doppelpendel, erfordert es wesentlich weniger geistigen Auf- 
wand (und, wenn man physikalische Vektoren benutzt, sogar weniger Schreibarbeit) die Produkt- 
summe f - dy zu bilden, als den Ausdruck fiir T herzustellen und dann nach der Vorschrift (2.7) zu 
differenzieren. 


3. Statik, Kinetik und Elastostatik. In § 1 haben wir die Lagrangeschen Gleichungen I. Art 
zunachst fir die Statik [Gleichung (1.2’)], dann fiir die Kinetik formuliert [Gleichungen (1.6) und 
(1.7)]. Wir greifen die Fragestellung an Hand einer Modifikation des Beispiels 1 noch einmal auf 
(s. Abb. 2), indem wir Reibung zulassen (also nicht, wie zuerst, nur Haftung oder ideales Gleiten) ; 
das wird uns dazu zwingen, Gleichungen und Unbekannte anders — scharfer — abzuzahlen. AuBer- 
dem liegt es dann nahe, von der Statik aus nach der ,,anderen Seite“ vorzustoBen: nach der Seite 
der Elastostatik, wo die Zahl g der Stiitzkrafte nicht kleiner (wie in der Kinetik), sondern gréBer 
ist als die Zahl n der méglichen Starrkérper-Bewegungen. 


Xe 


% 


aN 


Abb. 2. 


Der Stabzug Abb. 2 soll an der Stelle C ein Gewicht G (in der Kinetik also auch eine Masse) 
tragen. In der Elastostatik habe er dort auBerdem ein elastisches Drehgelenk. 

Wie rekapitulieren kurz die Statik, Es sei Y, = 0, dann haben wir g = 3 geometrische Aus- 
sagen fir die n = 3 Verriickungen, n = 3 dynamische Gleichungen fiir g = 3 geometrische Reak- 
tionskrafte: Die Krafte konnen also bestimmt werden, ohne dafs von den Verriickungen die Rede ist: 


R+H-G=0 
mit 
SO as [0, —G, 0]. M9) = [Xy, Y, Xs] 
und (3.1) 
OS Se Fae 


GeO) Th hs. |s 
ie Was, 
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WOFIN C1, Cy, $1, Sg fiir cos a, etc. geschrieben ist. Ebenso sind die Verriickungen unabhangig von den 
Kraften. Wird der Stabzug z. B. um T° erwarmt, so fiihren wir einen Spaltenvektor u ein, der die 
beiden Verriickungen (gegen C) des Punktes A und die waagrechte des Punktes B beschreibt, 
die eintreten wiirden, wenn die Stabe der Temperaturdehnung « T frei folgen kénnten: 
u=oa T {l,s,, —kq, —1,s9}- 
Wir erhalten dann die Komponenten x, y, y des Verschiebungs-,, Vektors“ ¢ aus (3.2) 
G-ytu=0. 

Die Kinetik ist gekennzeichnet durch g < n (auBer Y, = 0 z. B. auch noch X, = 0 — womit 
Gleitreibung nicht ausgeschlossen ist!); damit werden Krafte und Bewegungen voneinander ab- 
hingig. Man hat jetzt n — 3 dynamische Gleichungen fiir g = 2 Haltekrafte und g = 2 geome- 
trische Gleichungen fiir n = 3 BewegungsgréBen. Die dynamischen Gleichungen lassen sich nur 
erfiillen, wenn neue Krafte ins Spiel treten, und die wollen wir die kinetischen Reaktionskrafte Kt 
nennen. Es sind dies die n Tragheitskrafte J, (oder weniger, wenn man z. B. Drehtragheitsglieder 
vernachlassigen kann), dazu Reibungskrafte R,, evtl. Federkrafte F,, wenn elastische Fesseln 
existieren, etc., im ganzen k, Sie alle werden durch ein physikalisches Gesetz (Newtonsches Gesetz, 
Coulombsches Gesetz, Hookesches Gesetz) mit den Verriickungen verbunden — im Beispiel: 

Geometrie und Dynamik 


Gif 0, VAR Ges Geo, 


mit 
eo: s lL 0 ass (3.3) 
r={xy7o}, K=[0,—-G6,0], H'=[¥,,X%], Gr= 
1. _0=he 
dazu Physik 
Dit == [Ja Des Ja ae [R,, Ry, Rs] | 
[wenn wir z. B. Tragheit und Reibung haben], mit t (3.4) 


J, =—mx, J, =—my, J; =—O?9, 

te NG Ry = =u X, KR, = hy i's; — Ka ilne: 
Es stehen also n =3 VerschiebungsgréBen und g +k =2-+5 KraftgroBen, g+n-+hk Glei- 
chungen gegeniiber. [Die dritte Komponente der Reibungs,, kraft“, ihre Drehwirkung, geht in die 
Abzahlung nicht ein; die Temperaturdehnung spielt als ,,klein“ fiir die Bewegung keine Rolle.] 

Wenden wir uns nun von der Statik zur Elastostatik, indem wir die Zahl der geometrischen 
Bindungen nicht vermindern, sondern vermehren [im Beispiel etwa durch vollkommene Fixierung 
der beiden Punkte A und B], so werden diesmal die geometrischen Aussagen unerfiillbar, es sei 
denn wir lassen neue Verriickungsgr68en zu. Solche erhalten wir, indem wir den Kérper — 
oder seine Stiitzung — als nachgiebig betrachten. In Abb. 2 mag z. B. der Drehfeder bei C die 
neue Bewegungsméglichkeit zu verdanken sein: die Stabe sollen um voneinander verschiedene 
Winkel 
Gan eee oa iat 
rotieren kénnen. AuBerdem mégen die Stabe elastische Dehnungen ¢,, ¢, aufweisen. Die g+-n=—4-4+3 
geometrischen und dynamischen Gleichungen lauten 
Gertpt+u=0, 8+H°-G=0, 

mit 


T= {%, > y} ’ R= [0, —G, 0) ? N° [X,, YY, eS Y2] ? 


und einer Matrix G*, die, wie in der Kinetik, ein Rechteck mit n Spalten ist, aber 


diesmal mit g = 4 Zeilen: (3.5) 
ba : 
Ly Oo aarre. 
we. 0 Sie Thss 
1 0—kLe 
0 l—ks, 


Der,,cingepragte“ Verriickungs-Vektor u (natiirlich eine Spaltenmatrix) hat jetzt 4 Komponenten 
u=aT{ks,, —he, —khs,, —khe}, 


ebenso der Verriickungsvektor ) = {€,, 71> £55 YN}, der durch die elastischen Verformungen 


entsteht: (3.6) 


&§=yhsy, m=—aAhe, & = —&l,s,—wl, cy, Nz = Eg ly Co —p ly Sp 
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Zwischen den k = 3 elastischen Verformungen Ws €y> 9, und den Kraften X,... Y, bestehen die 
physikalischen (hier aus dem Hookeschen Gesetz folgenden) Beziehungen: 


a ay, (X, 1, ¢, + Y,h, Sp) 5 & = By (Xy s,— Y,q), & = By (—X, So+ Yye¢), (3.7) 


wenn y [1/emkg] den Reziprokwert der Drehfeder-Steifigkeit und f [1/kg] den Reziprokwert der 
Dehnsteifigkeit bezeichnet. Im Sonderfall 6 = 0 hatte man 4 geometrische Aussagen fiir die 4 
geometrischen GréBen; da wiirden die Verformungen also unabhingig von den Kraften. Die 
Krafte aber kénnen nur bestimmt werden mit Hilfe der ersten Gleichung (3.7): Das System ist 
-statisch unbestimmbar, oder wie man (auf Kosten der Schiirfe des Ausdrucks) bequemer sagt, 
statisch unbestimmt:n + k =3 + 3 (oder 3 + 1) Verriickungen und g = 4 Reaktionskraften 
stehen g + k + n Gleichungen gegeniiber, wobei k + 0 sein muf. 


Die Erorterung der kinetischen Gleichungen (3.3) hat uns — zwangslaufig — dazu gefihrt, drei Typen 
von Kraften zu unterscheiden: Eingepragte Krafte (z. B. das Gewicht), Stiitzreaktionen, die wir als die geo- 
metrischen Reaktionskrafte bezeichnen méchten (kiirzer ware Zwangskrafte), und einen dritten Typ, fir 
den wir die Bezeichnung kinetische Reaktionskrafte (kiirzer: Wechselkrafte (?)) vorschlagen. In der ana- 
lytischen Mechanik ist es tiblich, nur zwei Arten von Kraften zu unterscheiden: Reaktionskrafte und Ein- 
gepragte, wobei ,,man die Reibungskrafte zu den eingepragten Kraften zahlen muB“‘, wie die etwas vage 
Formulierung gewohnlich hei®t. Wir halten diese Zweiteilung sachlich und sprachlich fir ungliicklich; denn 
»,eingepragt® ist eme Kraft, wenn sie sich dem System effektiv einpragt, d. h. unabhangig ist von seiner Re- 
aktion. Das sind die Reibungskrafte vom Typ wY keineswegs: sie hangen entschieden ab von der Reaktion, 
d. h. der Bewegung des Systems. Dasselbe gilt fiir Reibungskrafte vom Typ r x oder Federkrafte vom Typ c x. 
— Mit den drei Kraftegruppen kommt man aber auch aus. Denn wenn r x und ¢ x zu der dritten Gruppe 
gehoren, ist es sinnvoll auch die Tragheitskrafte m % dazu zu rechnen; denn auch sie werden durch die Be- 
wegung des Systems geweckt, auch sie hangen tiber ein physikalisches Gesetz mit den Verriickungsgréfen 
zusammen. [Von einem mehr philosophischen Standpunkt aus ist gegen den Begriff der Tragheits-,,Kraft“ 
allerdings einzuwenden, da zu ihr nicht, wie zu jeder echten Kraft die Gegenkraft gehort, die nur durch 
Herausschneiden des Objektes aus seiner Umgebung eliminiert — genauer: den Blicken entzogen — wird 
(das Wort ,,Wechselkraft wiirde auf sie nicht passen). Aber dieser Einwand fallt nicht ins Gewicht gegen- 
uber der Handlichkeit der Formeln (3.3/4), und gegentiber einem Sprachgebrauch, der durch d’Alemberts 
Formulierung des Prinzips der virtuellen Verriickungen ja allgemein geworden ist.| 

Der Umstand, daf die Reibungskrafte an radikal anderer Stelle der Zentralgleichung (3.3) auftauchen 
als die Haftkrafte, hat uns tibrigens veranlaBt, das irrefiihrende Wort ,,Haftreibung~ durch ,,Haftung® zu 
ersetzen, d. h. von ,,Reibung“‘ nur zu sprechen, wenn es sich um, im Sprachgebrauch des Physikers, Gleit- 
reibung handelt; iibrigens ist auch die Vorsilbe ,,Gleit“‘ mit ihrer Klangverwandtschaft zu ,,glatt‘‘ in diesem 
zusammenhang ungliicklich — ein weiterer Grund, das Wort Haft,,reibung zu vermeiden.* 


4, Das Prinzip der virtuellen Krafte. In § 2 hatten wir schon festgestellt, da die Arbeitsgleichung 
(1.8) der nackten Gleichung (1.6) entscheidend iiberlegen ist, weil man bei Benutzung von (1.8) 
durch eine geeignete Wahl der virtuellen Verriickungen die Reaktionskrafte ohne Rechnung los 
wird. Dasselbe gilt natiirlich fiir die Gleichung (3.3), an deren Stelle man praktisch stets den Glei- 
chungssatz [vgl. (1.9)] 

G* dy =0, (R + R)- dg = 0, Gh p= 0 (4.1) 
benutzen wird. Er liefert, wenn man noch die Krafte §{ durch die Verrickungen ausdriickt, n Glei- 
chungen fiir eben diese Verriickungen — die ja in der Kinetik primar interessieren. Will man ein- 
zelne Reaktionskrafte wissen, so lockert man die erste Gleichung (4.1) durch Weglassen einer Zeile 
in G*, und erhalt im Sinne der Gleichung (1.9*): 

Gt.dr=0, (R+R+H-G)-d¢=0, G-z=0. (4.1*) 

Es ist klar, daB man die elastostatischen Gleichungen (3.5/6) in abnlicher Weise wird verein- 


fachen wollen. Das bereitet in der Tat keinerlei Schwierigkeit: Man fiihrt g =n +r virtuelle 
(Reaktions-)Krafte 6 ein, die den n Gleichgewichtsbedingungen 


69 -G* =0 (4.2 a) 
geniigen (r ist der Grad der statischen Unbestimmtheit); dann wird aus den mit (jetzt gebundenen) 
6 multiplizierten ersten Gleichungen (3.5), 

6 -(b +u) =0, (4.2b) 
ein Satz vonr = g —nGleichungen. Da u gegeben, » vermége (3.6) und (3.7) durch §) ausdriickbar 
ist, hat man damit und mit den n Gleichgewichtsbedingungen 

K+ H-G* =0 (4.2 ¢) 


1 Natiirlich wird die Unterscheidungssilbe ,,Gleit-“* wieder notwendig, wenn, bet technischen Problemen, 
weitere Arten der Reibung (z. B. Rollreibung) ins Spiel kommen. 
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r-+n-=g Gleichungen fiir die g Krafte — die Starrkérperverschiebungen sind ohne Rechnung 
Hineueccelen 

Eine einzelne Verriickung (wenn man sie wissen will), erhalt man, indem man die Bindung (4.2 a) 
der virtuellen Krifte 0 in geeigneter Weise lockert: Wenn man in G* die vte Spalte weglabt 
[G° > G¢], wird aus (4.2) 

Oj Gt=0, 69 + (G*-y+b+u)=0, Ry GG? = 0; (4.2*) 
und die yte Komponente von x bleibt stehen. 

Die Form 8§) - p des ersten Gliedes in (4.2b) ist fiir das praktische Rechnen nicht bequem. Die 
Bestimmung der Komponenten von P ist, wie die Gleichung (3.6) zeigt, lastig, und auBerdem ent- 
halten die Elastizitatsbeziehungen (die man weseutlich braucht) die elastischen Verformungen, 
und nicht unmittelbar die Komponenten von ». Die Umformung, die man vorzunehmen hat, lauft 
darauf hinaus, die AuBeren Krafte und Verformungen durch innere zu ersetzen. Man macht 
sich das am einfachsten wieder an Hand unseres Beispiels klar. Fassen wir die Komponenten der 
Spaltenmatrix ) zusammen zu den beiden Vektoren im physikalischen Sinne 


Qt+mi=, t+] = Ve 

so driicken sich die »; durch ¢,, €, und y sehr einfach aus. Wenn y y den Drehvektor (Achsenrichtung 
+z, aus der xy-Ebene heraus), 11,, 1, die zu den Vektoren CA= as CR = r, gehorigen Hinheits- 
vektoren bezeichnen, so gilt 

b, = & LN, De = Egh Ng +P X Uy (4.3) 
und daher, wenn wir auch die 6H, zu Vektoren 6{, und 0S, zusammenfassen 

O§) + D = OS), + Vy + ODe + Ve = (ODi + My) €1 by + (ODa + Me) &y Le + (eX ODQ) + Y- 

In unseren Staben sind aber 6); - n; die Langskrafte 6.N; und | t,x 6 , | ist das in C wirkende Biege- 
moment 0M. Wir finden also 

6+ bv = dN, e, 1, + ON, & 1, +d6My = 6H; (4.4) 
rechts steht dJ//, die virtuelle Arbeit der inneren Krafte 6.N;, 0M an den ihnen zugeordneten ela- 
stischen Verformungen. 

Im Einzelfall ]aBt sich natiirlich auch 6S - u bequemer schreiben — aber das ist Sache des Ein- 


zelfalles. 
Mit (4.4) wird aus (4.2) das Gleichungssystem 


6): G=0, 61+69-u=0, R+H-G=0. (4.5) 


5. Die Castiglianoschen Gleichungen. Hs liegt nahe, das System (4.5) im Sinne der Lagrangeschen 
Gleichungen II. Art noch weiter umzuformen derart, daB die beiden auBeren Gleichungen explizit 
nicht mehr in Erscheinung treten, und die mittlere die Form einer Energieaussage annimmt. Wie 
in der Kinetik (s. §2) vollzieht sich die Umformung in zwei Schritten. Wie dort die Verschie- 
bungen xy und dy durch die f ,,kinetisch Uberzahligen“ Gp: OG. SO driickt man hier zunichst alle 
Krafte und 6) aus durch die r statisch Uberzihligen U, und dU, (Auflésung eines linearen 
Gleichungssystems), womit die beiden auBeren Gleichungen (4.5) abgegolten sind. Aus der mitt- 
leren wird, da die dU, ,,frei sind, ein System von r Gleichungen 

a | a& 
aU, * OU, 


1 0e (5.1) 


Als zweiter Schriti ist /J, das ja vermége (4.4) zunachst nur als Differential definiert ist, allein 
durch die KraftgréBen U, auszudriicken: /J = JI (U,... U,). Das ist hier viel einfacher als im 
kinetischen Fall; man braucht ja nur in (4.4) das Elastizitatsgesetz 


é =f, N,, & = Bp, Ng, y=yM (5.2) 
einzufiihren, und kann sofort integrieren: 
= l 2 ‘ 5 
H =+(B, Nth + fy MB ty MY). (5.3) 


Beschrankt man sich nun noch auf den sozusagen normalen Fall, daB , ,eingeprigte Verruckungen* 
u nicht vorhanden sind, so reduziert sich (5.1) auf den Satz von Castigliano 
oll 
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die r statisch Unbestimmten U, ergeben sich aus der Bedingung, daf die Ableitungen der durch 
die U, ausgedriickten Formanderungsenergie verschwinden. Oder anders: Unter den r mal unend- 
lich vielen, mit den Gleichgewichtsbedingungen (4.5c) vertraglichen, Spannungssystemen stellt sich 
dasjenige ein, das die Formanderungsenergie zum Minimum macht. Das Gesamtsystem der g 
Krafte {) ergibt sich aus den n Gleichungen (4.5c) und den r = g —n Gleichungen (5.4). 

Die Castiglianoschen Gleichungen ersparen dem Benutzer, verglichen mit (4.2*), Denkarbeit in 
mechanicis — genau wie die Lagrangeschen Gleichungen (2.7’) verglichen mit (1.9*); aber beide 
nur unter der wesentlichen Einschrinkung: wenn sie gelten. Natiirlich kann man den Castig- 
lianoschen Gedanken fiir nicht-verschwindendes u, nicht-Hookesches Verhalten des Materials usw. 
»retten™ — aber in solchen Fallen ist es sinnvoller (wie die moderne Statik das allgemein tut) auf 
(4.2*) oder sogar auf das System 


66: (Ge-rtb+u)—=0, 84+6-G°=0 (5.5) 


zurickgreifen, wo man uber 0) noch frei verfiigt; und dasselbe gilt in der Kinetik fiir das Ver- 
haltnis zwischen (2.7’) und dem System 


(R4+R+H-G)-dr=0, Gt-~=0. (5.6) 


Die ,,Prinzip“formulierungen sind allgemeiner und zugleich geschmeidiger als die Energieaussagen, 
so ehrwiirdig diese auch sein mégen. 


6. Zusammenfassung. Die Note zeigt die Dualitat, die zwischen den Grundgleichungen der 
Kinetik und den Grundgleichungen der Elastostatik besteht. Ist n die Zahl der méglichen Starr- 
kérperbewegungen, g die Zahl der geometrischen Stiitzkrafte, so ist in der Kinetik n > g, in der 
Elastostatik g > n; die Statik ist der Grenzfall g = n fiir beide. Das natiirliche Hilfsmittel, die 
Dualitat (und tiberhaupt die verschiedenen Fassungen, die man den Grundgleichungen geben kann) 
ibersichtlich zu formulieren, ist die Matrizenschreibweise. — Zugleich sollte die Note Gelegenheit 
geben, die Bemerkungen am Ende von § 3 iber die drei Krafteklassen, und den Ausdruck ,,Haf- 
tung“ an Stelle von ,,Haftreibung”, zur Diskussion zu stellen. 


(Eingegangen am 17. November 1958.) 


Anschrift des Verfassers: Prof. Dr.-Ing. K. Marguerre, Institut fiir Mechanik, 
Darmstadt, Technische Hochschule. 
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Uber eine Gruppe von Singularitéten im Membranspannungszustand 


der Kugelschale 


Von G. Mesmer 


Wenn an einem Kugelbehalter in einzelnen Punkten Rohre angeschlossen sind, kénnen in der 
Kugelschale die von den Rohren eingeleiteten Krafte und Momente durch Membranspannungen 
aufgenommen werden. In verniinftiger Entfernung vom Einleitungsbereich sind diese Spannungs- 
zustinde gleichwertig mit den Membranzustinden infolge von Punktsingularitaéten. Selbst in 

unmittelbarer Nahe der Krafteinlei- 
T tung geben die so ermittelten Mem- 
branspannungen einen recht guten 
Anhalt fiir die zu tibertragenden Be- 

Fall7 festigungsschnittkrafte. 
Bei der punktférmigen Belastung 
einer Kugelschale in den sechs Achsen- 
a M=2Qa. punkten eines kartesischen Koordi- 
; natensystems, d. h. in den sechs ,,Po- 


Q 2Q len“ oben, unten, rechts, links, hinten 

und vorn oder kurz O, U, R, L, H 

Fail und V, kénnen an jedem Pol sechs 

Q 29 Lasten angreifen, namlich drei Krafte 
; und drei Momente. Die 36 még- 


p 


4 Fall7 ; yy g 
Abb, 1. Symmetrische und antimetrische Grundlastfaille 1 bis 6, unsymmetrischer Abb, 2. Bezeichnungen und Koordinaten. 


Grundfall 3a und Kombinationen 7 und 8. 


lichen Lastkombinationen werden durch die sechs Bedingungen des Kugelgleichgewichts auf 30 
voneinander unabhangige Falle vermindert. Da durch Drehung jeder dieser Pole zum Pol O 
gemacht werden kann und auBerdem jeweils die Pole R und L in die Pole H und V gedreht 
werden kénnen, gibt es nur 6 voneinander unabhingige, symmetrische oder antimetrische Grund- 
falle, die in Abb, 1 angedeutet sind. Fall 1 und 2 kénnen je dreimal (némlich in OU, RL und 
HV), die Falle 3, 4, 5 und 6 kénnen je sechsmal, namlich je zweimal (90° Drehung) in OU, RL 
und HV angebracht werden, dies gibt die méglichen 30 Zustande. Alle weiteren Zustande sind 
lineare Kombinationen, z. B. ergeben sich Fall 7 aus zwei um 90° gedrehten Fallen 6 und Fall 8 
ebenso aus zwei Fallen 5. Die beiden Fille 3 und 4 lassen sich auch als Kombinationen eines ein- 
zigen, unsymmetrischen, sehr einfach darstellbaren Falles 3a beschreiben, der in zwélf verschie- 
denen Orientierungen angebracht werden kann. 


Fir die auSer in einzelnen Singularitaiten unbelastete Membran-Kugelschale lauten die drei 
Gleichgewichtsbedingungen (Abb. 2) 


: ON, ON 3 
N,=—Nog,. sing ers —5- +2N, coop =0, oe eee +2N,,cosp=0. 
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Mit der Identitat 

y _1l—cosep 

Berea sin p 

1a8t sich bekanntlich! ein einfaches Lésungssystem fiir die Gleichungen wie folgt schreiben 
cosn & 


gp \" sinn & n n 
NG mt sin? p Ic, (ts z) +, (cts 5 ab | Gis ue [Cs & z) oe C, (ots =| | 


sinn ? o -@\n n 
nei [-S (uf role] Ret aloe) 


sin2 


Unsere neun Falle (Abb. 1) lassen sich hieraus aufbauen. 
Die einfachsten Falle n = 0 und n — 1 sind wohlbekannt. 


A.n=0. Verwendung nur von C, oder C, 


Fall l: 
Caer 41 me 
? sintp 2na sin2—’ en eee 
Verwendung nur von C, oder C, 
Fall 2: 
eect tee Tey sl 


Po ~~ sin? p ~ Ina sing” 
: 1 
In unmittelbarer Nahe der Pole 0 und U wachsen in beiden Fallen die Spannungen wie —,— d. h. 


sin” 
wie 1/0? mit 9 = asin p> aq fiir kleine ¢y. In Polnahe gilt 


E T 
Fall 1: (Abb. 3a) 
om 
Desa rrr a 
Fall 2: (Abb. 3b) a 
d Mma 
Nowa oe a 


B. n — 1. Verwendung des C,-Gliedes Abb. 3a und b. Grundfalle 1 und pe 
Fall 3a: (Abb. 4a) 


up 
Aes Mery eee “ Q l—cosp ee Q cos 0 
e 1 sin? y na sine aa sing(1 + cos@) 
oe 
cane —Q PS OEP ee no —Q sin # 
eee sin? ~ aa sin? ~ ga sing(l+cosq) © 


Die beiden Singularitaten an den Polen O und U sind verschieden. 


nee Ue 
g ZS 
POE SAEs 
a b 
0 


M=29a, 


Abb. 4a und b. Grundfall 3a und seine Breitenkreisresultierenden. 


1 H. Reifner: Miiller-Breslau-Festschrift 1912. 7 
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In unmittelbarer Nahe des Poles O erhalt man 


No _—Noe Q il 
cos® sind a 22 0 2 | 
am Pol U dagegen 
Ne —Noe _2Qa@ 1 Ma 1 
— — > > ~ = oot 
cos # sin # ae (GY ao OF 


Die Resultierende der N, lings eines Breitenkreises ist eine Kraft in der Spitze des Berthrungs- 
cos ° : : . : : 
kegels Q, = Q T= re die entsprechende Resultierende der N,, ist, in der Breitenkreisebene 
; 1 ; 
wirkend, Q, = Q Tee (Abb. 4b), also ist 
+9, =; 0—@, =? 


Fiir kleine y am Pol O erhalt man Q, + Q, =@Q nach rechts, Q?,—Q,> Qe OF 


1 —cos 
1+ cos@ " 


Fir kleine y =x —g am Pol U ergibt sich Q,+ Q, =Q nach links, Q,—Q,—>Q- 7 > oO. 
Aus den beiden resultierenden Kraften berechnet man ihr Moment um eine im Pol liegende 


Tangente am Pol O zu M=0, am Pol U zu M=Q,-a(1-+cosq) + Q, aoe r= 2 Ova, 
Die Verwendung des C,-Gliedes ergibt entsprechende Formeln, Fall 3b, mit vertauschten 
Polen O und U. Die Summe und die Differenz der Falle 3a und 3b ergeben die beiden antimetrischen 
Grundfalle 3 und 4. 
Der Summen-F'all 3 (= 3a + 3b) (Abb. 5) lautet 


M d 2 i 
Vy 2 cob =, Ne 
? sa sin? @ za” sin® p bs ma sin® p aa? sin? 
M 


M M=20a, | 
= dad = 1 
Abb. 5. Fall 3, Summe Abb. 6. Fall 4, Differenz von Abb, 7. Einzellasten als Grenzfall periodischverteilter , 
von 3a und 3b. 3a und 3b. Krifte. : 


In unmittelbarer Nahe der beiden Pole erhalt man dhnlich wie in U von Fall 3a Singularitaten 
Ne Noo > pee yt dabei sind die Breitenkreisresulti i i i 
ae te esultierenden Q, und Q, ein reines Krafte- 
paar M=2Qa. 
Der Differenz-F all 4 (= 3b — 3a) (Abb. 6) lautet 
N Q 2 cos eee _ M cos p cos 3 (Oe M sind 


— 9 Noe == = Sin 8 = —, 
a sin® Pp a a2 sin’ p 


mit 


? ga sin? p na? sin? p 
Die beiden Singularitaten sind wiederum ahnlich wie in 3a und 3 beschrieben durch 
No. Noa Ma 4 


cos? sin? ao’ 
jedoch sind die Breitenkreisresultierenden Q, und Q, durch Q, + Q, = 2 Q nach links und 
— M 1 + cos? p 


0-0, = = ELE 
gegeben. 

Die Gruppe der Systeme 1, 2, 3 und 4 (oder 1, 2 und 3a) umfabt alle Méglichkeiten des Singulari- 
tatengleichgewichts OU. In zwei gegeniiberliegenden Polen kénnen 2 <6 — 12 verschiedene 
Lastkombinationen auftreten, die sich wegen der 6 Gleichgewichtsbedingungen aus 6 voneinander 
unabhiangigen Falle bilden lassen. Hier sind Fall 3a in vier, Falle 3 und 4 in je zwei verschiedenen - 
Orientierungen méglich. 
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Die verbleibenden Grundfalle 5 und 6 und ihre Kombinationen erfordern tangentiale, singulare 
Krafte vom 1 /o-Typ in den Polen L und R. Diese lassen sich als Reihen von der Form 2a, sinn? 
oder Xa, cosn @ darstellen, wobein gerade oder ungerade ist. Man geht dabei von periodischen 
Funktionen der Art von Abb. 7 aus und setzt d- K = const mit d—-> 0.1 


C. n = 2 und héher. Fiir n >2 gibt kein Ausdruck der Form f(y) cos n @ irgend eine Resul- 
tierende in einem Breitenkreis, d. h. eine singulére Last im Pol O oder U. Die héheren Glieder 
n = 2,4,6 usw. oder 3, 5 usw. kénnen also ohne Stérung des Gleichgewichts zum Aufbau der 
aquatorialen Singularitéten verwendet werden. Wir benutzen die folgenden, fiir |4| << 1 konvergen- 

~ten Summenformeln 


— ee Sap 7a) 
O20 wes 1 A 3. 


Hier setzt man A = tg + (cos } +i sin 0) = tg € -e'”, dann sind die Summenformeln konvergent 
fiir \p| < 90° und man erhalt 


1 CHINE 1 cos p + isin? gy sin # cos & 
ae NE ft Le = ss = pe 
sin? Pal 8 Z| oe 4 sin” p (1 — sin® y cos? #) | 7 


1 
2 
nea A ee eae ee ae 
sin? y 135 2 sin y (1 — sin? @ cos? #) 
Die Singularitaten liegen an den Polen O, U, LundR. Das erste Glied der ersten Reihe entspricht dem 
Fall 1, von den iibrigen Ausdriicken sind die folgenden vier méglichen Kombinationen von Interesse : 


C; cos — C, sin & cos # 

” oer ern re ease 07 em 
_ Cy sin # cos _ Cgcosy 

: a ie Neo = A sin®g ° 

C, cos p cos & _ —C, sind 
2 De Asing ” Eee aiate ; 

i A oe 

8). ee i se ead ee 


? ~ Asing ’ A sin y 
aa A =1—sin?¢ cos? ?. 

In 5 und 6 entsprechen die Resultierenden an den Polen O und U den Fallen 1 und 2; in 7 und 8 
erhalt man in O und U tangentiale Einzellasten. Wir wahlen 


P T “ Q 
———— == C,=C,=s-— 


Ona? 


und analysieren die zugehorigen Singularitaten in den Polen L und R. Es zeigt sich dabei, dal 
schlieBlich die Falle 7 und 8 aus 5 und 6 kombiniert werden kénnen. Hier seien nur die Verhaltnisse 
in der Nahe von L in den Fallen 5 und 6 diskutiert. 


Fall 5: In der Umgebung von L gilt (Abb. 8) 


Ly CO Oe ale ae ie 
cosy y -—sinpwl—s, Awa, ¢ 
{4 
; x xe? 
sin =— cost ~~ ak 
—Py — P sin 6 P sin 6 
= =— Ss N,&- 
Ne a OF, 4 No oa 2% oe a 2m Q , z 27 Q : Abb. 8. Koordinaten in der 
oder: Umgebung des Poles L. 
P cos B He Pcosf ; 
Pe ee ant 0 ~ 2x0 


Die Singularitat in L ist also eine abwarts gerichtete Tangentialkraft, der Pol R ist ebenso belastet. 


Fall 6: In der Umgebung von L gilt 


T cosf N = sp —Qcos fp 

ee ee eg me Cais ot oe 
T sinf eh ees ip sinf _ QsinB 
Ne et ~ ona clei eb ™ Ina @ 27 0 


In L ist also eine in Richtung 6 = 0 tangential angreifende Ejinzelkraft wirksam. 


1 F, Dischinger: Bauingenieur, 19 (1935) S. 396. are 
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Zu beiden Fallen sei noch bemerkt, 
daB in O und U auch ein Zug-Druck-Zu- 
stand herrscht, der beim Entfernen der 
Singularitat iibrig bleibt. So ist z. B. in 
der Umgebung von 0 im Fall 5 


Ome 
Nyo> toast 2 Wd . 


Dieser Schubzustand ist auch in dem aus 
Fall 1 und 5 kombinierten Zustand der 
Abb. 9 im Pol O wirksam. 


<> 


Abb. 9. Kombinationsfall 5—1 mit resultierendem 
Schubzustand im Pol 0. 


Die zuletzt beschriebenen F alle 5, 6, 
7 und 8 kénnen als konjungiert harmo- 
nische Fille aufgefaBt werden, wenn 
man setzt 


N, sin? p = s(p, 8), Nog sin?y = t(y, 0) 


und einfuhrt 


ae or 
aa) | 
oder: 
sing = we a COS. — i= oe 
? ieee : 1 Ee?” 


Da s(x, y) und t(x, y) konjungierte 
harmonische Funktionen sind, erhalt man 
die Falle 6 und 8 aus 5 und 7, wenn man 
sin —t und tin + s umwandelt. Unter 
Verwendung harmonischer Funktionen 
kann man diese Lésungen mit einem ande- 
ren Ansatz natiirlich auch direkt erhalten. 
F. Martin’ hat dies fiir einige ahnliche 


Abb, 10. Spannungstrajektorien der Lastfille 1 bis 8. 


Falle durchgefiihrt. Abb. 10 stellt graphisch die Spannungszustande der Grundfalle dieses Artikels 
dar. Die Skizzen enthalten die Spannungstrajektorien auf der Kugeloberfliche unter der Wir- 


kung der behandelten singularen Lasten. 


(Eingegangen am 11, Dezember 1958.) 


Anschrift des Verfassers: Prof. Dr, Gustav Mesmer, Department of Applied Mechanics, 
Washington University, St. Louis, USA. 


1 Ingenieur-Archiv, 17 (1949) S. 167. 
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Stabilitatsfragen bei freien Schwingungen mechanischer Systeme 
Von E. Mettler 


1. Einleitung. Es sei ein mechanisches System mit n — also endlich vielen — Freiheitsgraden 
_ vorgelegt. Seine Bewegung werde beschrieben durch die n generalisierten Koordinaten re: 
T sei die kinetische Energie, U die potentielle Energie, 


L = L(q, %) = T—U 


also die Lagrangesche Funktion, die von den Koordinaten q,,..., q, und ihren zeitlichen Ablei- 
tungen q,,..-, g, abhingt. Die Zeit t selbst soll in L nicht explizit auftreten. Von dampfenden 
Kraften wird abgesehen, obwohl die Dampfung natiirlich in Wirklichkeit stets eine gewisse Rolle 
spielen muS; wir betrachten das System vereinfachend als konservativ. Das System besitze eine 
stabile Gleichgewichtslage. Diese kann ohne Beeintrachtigung der Allgemeinheit durch q, =--- 
= q, = 0 gekennzeichnet werden. Entwickelt man dann L nach Potenzen von 4q,, q,,, so fangt die 
Entwicklung bekanntlich mit quadratischen Gliedern an. Die quadratischen Teile von T und U 
seien von vornherein durch eine Hauptachsentransformation auf die Normalform gebracht, d. h. 
die q, seien von vornherein Normalkoordinaten. Dann haben die Lagrangeschen Bewegungs- 
gleichungen zweiter Art 


d (aL) a _ 4 
ala) — Og, 
allgemein die Form 
Gu + OF qh, + filGir Gir Ui) = 9 (A =1,...,n). (1) 


Die Konstanten @, sind bekanntlich die Eigenfrequenzen, die Funktionen f, enthalten nur quadra- 
tische und héhere Glieder der Variabeln q;,9q;,q; (i =1,..., 7). 
In der Theorie der kleinen Schwingungen vernachlassigt man die f,, beschrankt sich also auf 
die Gleichungen 
q. + ©2 Gy, = 0 


qT = Q,, 008 (Wt + H) » (2) 
worin Q, und %, Konstante sind, und kann damit einige sehr allgemeine Aussagen tber die Be- 
wegung um eine stabile Gleichgewichtslage machen. Das alles ist klassischer Bestand der analyti- 
schen Mechanik. Beispielsweise formuliert Whittaker!: ,,Die den einzelnen Normalkoordinaten 
entsprechenden harmonischen Schwingungen vollziehen sich véllig unabhangig voneinander. Dem- 
nach kann jede erdenkliche Schwingung des Systems als das Resultat der Uberlagerung von n 
unabhangigen Normalschwingungen betrachtet werden. Dies ist der von Daniel Bernoulli ausge- 
sprochene Satz von der Uberlagerung der Schwingungen.“ 

Wir fragen nun, welchen EHinflu8 die zunachst vernachlassigten nichtlinearen Glieder f,, von 
(1) haben und ob sie die linear berechneten Normalschwingungen (2) wesentlich abandern. Mit 
dieser Frage, einer Grundfrage der ,,nichtlinearen Mechanik“, haben sich angesichts des weiten 
Anwendungsbereiches der Theorie der kleinen Schwingungen schon viele Mathematiker beschaftigt. 
Die Untersuchungen haben hier — in ganz groben Umrissen — folgende Ergebnisse gebracht. 

Vorweg ist zu sagen, daf die Unabhangigkeit der einzelnen Koordinaten q, im allgemeinen auf- 
zugeben ist. Das nichtlineare System (1) laBt ja im allgemeinen keine Lésung q; + 0 fiir ein be- 
stimmtes i, q, = 0 fiir alle k ungleich i zu, vielmehr miissen wegen der Kopplung, die in den Funk- 
tionen f;, liegt, alle Koordinaten an der Bewegung beteiligt sein. Dagegen hat man festgestellt, daB 
das System (1) unter ziemlich allgemeinen Voraussetzungen periodische Lésungen q, = q,(t) be- 
sitzt, die gegen die einzelnen Normalschwingungen q; = Q, cos (w;t + 0;), q, = 0 fiix k = 1 streben, 
wenn die Amplituden gegen Null gehen. Oder anders ausgedriickt: Fiir hinreichend kleine Ampli- 
tudenwerte ist eine einzelne Normalschwingung im allgemeinen eine gute Naherung fiir eine be- 
stimmte periodische wahre Bewegung. Wegen genauerer Angaben sei auf eine Arbeit von Horn? 


mit den Lésungen 


Tae 1: Whittaker, Analytische Dynamik der Punkte und starren Kérper, deutsch von F. u. K. Mittelsten- 
Scheid, Berlin 1924, S. 197. 4 
2 J. Horn, Zs. fiir Math. u. Phys. 48 (1903) S. 400. Dort weitere Literaturangaben. 
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verwiesen, der selbst auf Poincaré, Picard und Painlevé fuBt. Die wesentliche Einschrinkung, die 
Horn bei seinen Beweisfiihrungen machen mu, ist das Verbot jeder Beziehung 


w;/@, = ganze Zahl.1 (3) 


Weitere Untersuchungen in der Literatur behandeln entsprechende nichtperiodische Lésungen von 
(1), die mit abnehmenden Amplituden gegen eine beliebige Kombination der n linearen Normal- 
schwingungen (2) streben. Die nichtperiodischen Losungen werden als mehrfach periodische Funk- 
tionen gefunden, d. h. als periodische Funktionen (mehrfache Fourier-Reihen) von n Hilfsvariabeln 
w; =»,t mit Konstanten »; Dazu wird die Stérungsrechnung benutzt, und zwar fuhrt Horn? eine 
direkte Potenzreihenentwicklung der Lésungen durch, wahrend Born’, der den etwas spezielleren 
Fall eines Systems gekoppelter Oszillatoren behandelt, mittels der Hamilton-Jacobischen Theorie 
schrittweise eine Folge von Beriihrungstransformationen verwendet. Beide Autoren miissen ange- 
sichts der bekannten Schwierigkeit der ,,kleinen Divisoren‘* Beziehungen 


£1 @, + 82M, +--+ + 8,0, = 9 (g; ganz) (4) 


ausschlieBen. Auf jeden Fall zeigt es sich auch hiex, daB die Normalschwingungen (2) der linearen 
Theorie fiir kleine Ausschlage im allgemeinen gute Naherungen der wahren Bewegung darstellen. 
Auf Einzelheiten hinsichtlich Beweisfiihrung, einschrankenden Voraussetzungen, Konvergenzfragen 
und Naherungsverfahren soll nicht eingegangen werden, da alles Bisherige nur die eigentliche Frage- 
stellung vorbereiten soll, die jetzt angegeben wird. 


2. Aufgabenstellung. Wir behandeln von nun an einen Sonderfall des eingangs besprochenen 
mechanischen Systems. Dieses soll jetzt so beschaffen sein, daB die Lagrangeschen Gleichungen (1) 
eine spezielle Lésung — gekennzeichnet durch den oberen Index 0 — 


ha =t=9s Gn EO... Hel) #0 (5) 


streng zulassen. Es soll also in Strenge moglich sein, daB m von den n Koordinaten gq, den Wert 
Null behalten, den sie in der Gleichgewichtslage haben, und die Bewegung durch die n — m rest- 
lichen Koordinaten allein beschrieben wird. Dieser Fall kann offenbar dann eintreten, wenn in 
den m ersten Gleichungen (1) die Funktionen f,, die ja von allen Koordinaten q,,..., q, und ihren 
Ableitungen abhangen, identisch verschwinden, sobald man die m ersten Koordinaten und ihre 
Ableitungen Null setzt: 


f. <0 fiir i Qs "i 0 (Lie Se ne (6) 
Ww I h + 0 L=m-+1,.-2 yn) 
Beispiele fiir solche Systeme sind leicht anzugeben; einige werden spater diskutiert. 

Die Lésung (5) beschreibt eine Teilbewegung des Systems, die wir als Grundbewegung be- 
zeichnen. Sie in der Nahe der Gleichgewichtslage genahert zu berechnen und durch einfach oder 
mehrfach periodische Funktionen darzustellen, kann nach den Erérterungen des vorhergehenden 
Abschnitts im allgemeinen keine Schwierigkeit machen; schon die linearen Normalschwingungen 
sind ja in gewissem Grade Niherungen. Aber das System hat noch weitere Bewegungsméglich- 
keiten, bei denen auch die m ersten Koordinaten q,,...,q, mitspielen, und dabei stellt sich offenbar 
die Stabilitatsfrage: Kann die Grundbewegung (5) fiir alle Zeit t praktisch erhalten bleiben ? 
Wenn die Koordinaten q,, ..., q,, als unvermeidliche Stérungen kleine Anfangswerte -+ 0 be- 
kommen, bleiben sie dann fiir alle Zeit klein (Stabilitat) oder schaukeln sic sich auf und andern das 
Gesamtbild der Bewegung (Instabilitat) ? Oder anders ausgedriickt: Ist die Unabhangigkeit der 
Variabelngruppe qm 41+ ++» 4, von den qy,.. 4 Gn, die nach der linearen Theorie der kleinen Schwin- 
gungen ja stets gelten soll, durch (6) auch im nichtlinearen Bereich gesichert oder kann durch 
Instabilitat doch eine Kopplung eintreten? Mathematisch scharfer formuliert ist die Grundbewe- 
gung (5) demnach als stabil zu bezeichnen, wenn man die Betrige laul > [Gn] (& =1,..., m) da- 
durch fiir alle Zeit beliebig klein halten kann, da8 man die Betrage der Anfangswerte klein genug 
macht; im anderen Fall sprechen wir von Instabilitat. 

Ks handelt sich also um das Problem der Stabilitat freier Schwingungen spezieller mechanischer 
Systeme. Zur Abgrenzung dieser Fragestellung gegeniiber weitergehenden Betrachtungen ist dazu 


7 Diese Einschrankung konnte kiirzlich C, Schmieden, Ing.-Arch. 25 (1957) S. 292, bei der Behandlung 
periodischer Schwingungen eines speziellen nichtlinearen Systems fallen lassen. Doch hat diese Arbeit eine 
Beziehungen zu unseren folgenden Untersuchungen. 

a J. Horn, Journ. f. d. reine u. angew. Math. 126 (1903) S. 194. 

* M. Born, Vorlesungen iiber Atommechanik Bd. 1 Berlin 1925, S. 295. 
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eine allgemeine Bemerkung zu machen. Mit der eben gegebenen, auf unser besonderes Problem 
bezogenen Stabilitatsdefinition folgen wir der meist gebrauchlichen Festsetzung, rein mathematisch 
das asymptotische Verhalten der Koordinatendifferenzen zwischen Grundbewegung und Nachbar- 
bewegung als Kriterium fiir das Stabilititsverhalten des Systems anzusehen.! Dieses Kriterium 
kann man formal auf jede beliebige Bewegung anwenden, und so laBt sich prinzipiell bei allen freien 
Schwingungen mechanischer Systeme die Stabilitatsfrage stellen, ohne daB man erst die Einschriin- 
kung (6) mit der Méglichkeit einer Lésung (5) voraussetzt. Im einfachsten Fall kann man dies 
schon bei einem System mit einem Freiheitsgrad tun, etwa dem mathematischen Pendel mit end- 
lichen Ausschlagen, ein Beispiel, auf das Hahn® und Stoker® hingewiesen haben. Jede Schwingung 
dieses Pendels ist instabil, da eine benachbarte Schwingung, die durch eine kleine Stérung eine 
etwas andere Amplitude bekommen hat, wegen der Amplitudenabhangigkeit der Schwingungsdauer 
eine etwas andere Frequenz besitzt. Deshalb bekommt die gestérte Schwingung im Laufe der Zeit 
eine endliche Phasenverschiebung gegeniiber der Ausgangsschwingung. Ahnlich diirften die Dinge 
auch bei den einfach oder mehrfach periodischen Bewegungen von Systemen mit mehreren Frei- 
heitsgraden um eine stabile Gleichgewichtslage liegen. Da auch hier die einzelnen Frequenzen y; im 
allgemeinen nicht als Konstante, sondern abhangig von den Anfangsbedingungen zu erwarten sind‘, 
werden zwischen zwei zunichst beliebig nahe benachbarten Bewegungen im Laufe der Zeit endliche 
Abweichungen entstehen. Man kann also wahrscheinlich mit ziemlicher Allgemeinheit den Satz 
aussprechen, daf} freie Schwingungen mechanischer Systeme um stabile Gleichgewichtslagen in- 
stabil im oben genannten Sinne sind. Stabilitat ist ein verhaltnismaBig seltener Sonderfall, der 
hauptsachlich auf lineare Systeme zutrifft, bei denen ja die Frequenzen Systemkonstante sind. 

Es mag dahingestellt bleiben, ob dieser Feststellung ein wesentlicher mechanischer Sinn bei- 
zumessen ist. Mindestens erscheint eine solche pauschale Konstatierung der Instabilitaét recht 
farblos und kénnte dazu anregen, die Zweckmafigkeit des zugrunde gelegten Stabilitatshegriffs zu 
tberpriifen. Wir wollen jedoch in eine solche Diskussion, wie sie etwa von Klein und Sommerfeld® 
durchgefiihrt und von Stoker® neuerdings wieder aufgegriffen wurde, nicht eintreten. Es ist nicht 
Aufgabe der vorliegenden Arbeit, sich mit so allgemeinen Fragen wie einem Vergleich aller freier 
Schwingungen eines Systems zu befassen. Wir gewinnen vielmehr durch Einengung der Problem- 
stellung von der mechanischen Seite her eine Aufgabe, bei der die Stabilitatsfrage unbestritten 
sinnvoll ist: Bei einer Grundbewegung (5), die im Gegensatz zum allgemeinen Fall klar ausge- 
zeichnet von den benachbarten Bewegungen ist, wird die Alternative der Bestaéndigkeit oder des 
Umschlagens in eine andere Bewegungsform gepriift. 

Zur rechnerischen Beantwortung der Stabilitatsfrage machen wir den itiblichen Ansatz 


Uk = + UC (k =1,...,n) 
mit kleinen q,, der mit (5) speziell in 


0 = 4 fiir hese sents (7) 


“g=a+u fiir ei dhe sole 


iibergeht. Nach Einsetzen von (7) in (1) wird dann in den iiberstrichenen Variabeln linearisiert. 
Dadurch entstehen unter Beriicksichtigung von (6) die Gleichungen 


2 ™. 0 ~ ayes! Of,\ 2 
at+on+ >" (eat) 3 en (cit) 4 Ga 7 Sy) ae (8) 
pHi 

fiir die ersten m Variabeln allein. Der Index 0 an den partiellen Ableitungen soll besagen, dafs die 
Lésung (5) einzusetzen ist. Dariiber hinaus ergeben sich weitere Gleichungen fiir die n —m wbrigen 
Koordinaten q, des Ansatzes (7). Diese kénnen wir jedoch auBer Betracht lassen, da ja nach den 
vorhergehenden Ausfiihrungen nur das Verhalten der m ersten, in (5) verschwindenden Koordinaten 
interessiert, wofiir (8) geniigt. In (8) liegt ein System von m linearen Differentialgleichungen fur die 
G mit zeitabhingigen Koeffizienten (namlich den partiellen Ableitungen der f,) vor. Aus oe 
Lésung ist die Stabilitat oder Instabilitat der Grundbewegung (5) abzulesen. Die Problemati 
dieser Stabilitatsbeurteilung ,,nach der ersten Naherung* aus den linearisierten Gleichungen ist 


puVvel. den Bericht iiber die Ljapunovsche Stabilitatstheorie von W. Hahn, MTW-Mitteilungen 4 (1957), 
S. 119. 

2 Vgl. FuBnote 1. 

3 J. J. Stoker, Commun. on pure and appl. Math. 8 (1955) S. 133. 

4 Einzelheiten dariiber kann man den zitierten Arbeiten von Horn entnehmen. 

5 F, Klein und A. Sommerfeld, Uber die Theorie des Kreisels, Leipzig 1897, S. 342. 

6 J. J. Stoker, FuBnote 3. 
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bekannt, ebenso die Schwierigkeit der Beseitigung dieser Problematik (vg]. Hahn, Stoker a. a.O.),doch 
soll darauf nicht eingegangen werden. Kinige der folgenden theoretischen Ergebnisse sind durch 
Versuche bestatigt worden. 

Der Fragenkreis ist damit umrissen, und zwar in einem recht weiten Rahmen, der begreiflicher- 
weise im folgenden nicht vollstandig ausgefillt werden kann. Vielmehr miissen wir uns weiterhin 
auf die Behandlung einiger konkreter Beispiele beschranken, die zeigen, daB der Rahmen nicht- 
triviale Dinge umfaBt. 


3. Erstes Beispiel. Wir betrachten zu Beginn als einfachsten Fall ein System mit zwei Freiheits- 
graden, ein ebenes elastisches Pendel nach Abb. 1, wie es Minorsky} nennt, der sich seinerseits auf 
Gorelik und Witt? bezicht. An einer masselosen Feder mit linearer Kennlinie der Federkonstanten c 
hangt die Punktmasse M. Als Koordinaten der Bewegung von M wiahlen wir die waagerechte 
Verschiebung q, aus der Mittellage und die lotrechte Verschiebung q, aus der Ruhelage, die sich 
unter dem Eigengewicht Mg einstellt. Es sei Ly die ungespannte, L,; = L, + Mg/c die statisch 
vorgespannte, L die variable Federlange wahrend der Bewegung. 
Dann findet man durch Berechnung der Federverlangerung L— Ly 
und der Federkraft c(L— L,) sowie deren waagerechten und 
lotrechten Komponenten unter Einbeziehung der Schwerkraft, 
wenn man alle Ausdriicke bis zu den quadratischen Gliedern in 
q, und q, entwickelt, ganz elementar die BewegungsgJeichungen 


hroOont+ynage =, 
" (9) 
de + og. ++qi=0 


ieee statische ; 
ge Ruhelage mit 


J ek, 
Mu a4 wt=g/l,, wf=(M, y=oed. 
1 
%G——4 
Abb. 1. Erstes Beispiel: Die Gleichungen (9) entsprechen (1). Es ist also im Beispiel m = 1, 


Ebenes elastisches Pendel. 


n = 2, und der nichtlineare Term f, = y q,q. hat die Higen- 
schaft (6). Nur nebenbei sei vermerkt, da man nach Minorsky* 
bei der Verwendung von Polarkoordinaten auf ein Gleichungspaar statt (9) kommt, das in den 
Funktionen f, auch die ersten und zweiten Zeitableitungen der Koordinaten enthalt. Das ist ein 
Beispiel fiir (1) in der langeren Form. Dagegen ist (9) einfacher. 

Die Grundbewegung (5) ist jetzt die lotrechte harmonische Schwingung 


a 0n Go = Qy COS Wet 


mit beliebigem konstantem Q,, eine strenge periodische Lésung von (9). Die zugehérigen lineari- 
sierten Gleichungen (8) schrumpfen auf die eine Mathieu-Gleichung 


Qi + Od + 1Y Q2 cos wot = 0 
zusammen, die mit 7 = @,/@,, € =yQ,/w?, t= @,.tin 


2 d?qy 


ae +q,(1 +ecost) =0 (10) 


iibergeht. Aus (10) kann man das Stabilitatsverhalten der Grundbewegung direkt ablesen, denn 
die Eigenschaften der allgemeinen Liésung 


di = % €°* Y(t) + Cg e— 2? G(—) , (11) 


in der c; Integrationskonstante, p(z) eine periodische Funktion, 9 den charakteristischen Exponenten 
bedeuten, sind ja vollstandig bekannt.t Die Funktion (11) enthalt immer dann ein ¢ mit nicht ver- 
schwindendem Realteil und somit ein exponentiell anwachsendes Glied, das Instabilitat der lot- 
rechten Grundbewegung anzeigt, wenn 

2 
@,=—* (p> 0, ganz) (12) 


2S; Minorsky, Introduction to non-linear Mechanics, Ann Arbor 1947, S. 347. 
* G. Gorelik und A, Witt, J. of Techn. Phys. USSR 3 (1933) S. 294. 

3 N. Minorsky a. a. O., Gl. (126.7). 

4 


Vel. z. B. R. Rothe und J. Szab6, Héhere Mathematik Teil VI § 11, Stuttgart 1953, 
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gilt. Dabei braucht (12) nicht exakt erfiillt zu sein, sondern es genugt eine gewisse Annaherung, die 
durch die bekannten Instabilitatsbereiche der ,, Ince-Strutischen Karte“ bestimmt ist. Immer ee 
eine Bedingung (12) in diesem Sinne erfiillt ist, kann das Pendel nicht in seiner lotrechten 
Schwingung verharren, sondern es schaukelt sich eine Querschwingung auf, wobei wegen der kon- 
stanten Gesamtenergie die Amplitude der lotrechten Schwingung abnehmen muB. Die starkste 
Instabilitat mit dem gr6Bten Realteil des charakteristischen Exponenten g und damit die rascheste 
Aufschaukelung der Querbewegung liegt fiir p = 1, d.h. fiir 


W, = 20 

vor. ; : - 

Ks ist sehr leicht, dieses Phanomen experimentell zu verwirklichen. Die Beziehung (13) geht 
mit den angegebenen Werten fiir w, und w, in Mg/c = L,/4 iiber, was man so deuten kann, daB die 
statische Verlangerung Mg/c der Feder gleich dem vierten Teil der statisch vorgespannten Linge 
sein mu. Nimmt man nun eine leichte zylindrische Schraubenfeder aus Stahldraht und befestigt 
an ihrem einen Ende eine schwere Masse M, so mu man das andere Federende so an einem undehn- 
baren Faden aufhaingen und man muf diesen Faden so abmessen, da die gesamte Pendellange in 
der Ruhelage viermal so gro8 wie die Federverlangerung wird. GroBe Genauigkeit ist dabei nicht 
erforderlich. Zieht man dann die Masse méglichst genau lotrecht nach unten und 1aBt sie los, so 
geht die einsetzende lotrechte Schwingung allmablich in eine quergerichtete Pendelbewegung iiber. 
Die Auswanderung aus der Lotlinie geschieht um so Jangsamer, je genauer die Masse anfangs in der 
Lotlinie war. Damit ist eine typische Instabilitatserscheinung experimentell gezeigt. Im weiteren 
Verlauf der Bewegung verschwindet die Langsbewegung des Systems ganz und es bleibt fiir kurze 
Zeit eine reine Pendelschwingung iibrig, die jedoch ihrerseits wieder rasch abklingt, so daB die 
urspriingliche Langsschwingung wiederkehrt. Der Vorgang wiederholt sich periodisch!. Dieser 
Abschnitt der Bewegung wird natiirlich von unserer linearen Stabilitatstheorie nicht mehr erfaBt. 
Es ist aber instruktiv, den Versuch einer Berechnung des ganzen Bewegungsvorganges zu machen. 

Als erfolgversprechend bietet sich dazu die Methode der langsam veranderlichen Amplitude und 
Phase an, die dem beobachteten Vorgang angemessen sein dirfte. Wir beniitzen sie in der von 
Kryloff und Bogoljuboff fiir eine einzige Differentialgleichung angegebenen Form, die sich unmittel- 
bar auf unser System tibertragen ]a8t.2 Dazu machen wir den Ansatz 


qi = Q; sin (@; ¢ + 0) (i = I, 2) (14) 
mit langsam verdnderlichen Funktionen Q; = Q,(t), 0; = 0,(t) und dem Frequenzverhaltnis 
@»/@, = 2 nach (13) und fihren ihn in die Bewegungsgleichungen (9) ein. Dabei ist zunachst 

q: = Q; sin (wt + 9) + Q.(@; + 3,) cos (wo; t + 3) 
zu bilden, was mit der weiteren Naherungsannahme 
Q, sin (@; t — 0;) +- Q; b. cos (a; t KE a) ——() (15) 
vereinfacht in 


gq; = Q; w; cos (w; t + 0) 


iibergeht. Bei der Berechnung der Geschwindigkeiten werden also Q; und #; noch als Konstante 
behandelt, was deren langsame Veranderlichkeit ausdriickt. Die Beschleunigungen werden dann 


i= 0; w; cos (wt + B;) — Q; a; (@; + d:) sin (w;t + 0) » 
und die Differentialgleichungen (9) nehmen die Gestalt 
Q, w; cos (w;t + 3;) — Q; a; 8, sin (w,t-+ 0;) +f; =0 (16) 
mit fy = 7 0 Io fo =y 77/2 an. Nun lésen wir (15) und (16) nach Q, und Q, 9, auf und erhalten das 
System 
0; = is cos (w;t + 3;), 


SS . 
(p= 7, 2). (17) 
0,5, = F sin (ot + 0) 
ie Auf diese Kopplung der Langs- und Querschwingungen bei einem elastischen Pendel, das die Bedingung 
@, = zs erfiillt, weist Pohl hin, ohne auf die nichtlinearen Wurzeln dieses Effekts einzugehen: R. W. Pohl, 
Einfiihrung in die Mechanik, Akustik und Warmelehre, 13. Aufl., Berlin/Gottingen/Heidelberg 1955. 
2 N. Kryloff and N. Bogoljubov, Introduction to non-linear Mechanics, Princeton 1947. Fiir die Anwendung 
der Methode auf Systeme von Differentialgleichungen vgl. auch J. Haag, Les mouvements vibratoires, Bd. 2, 
§ 207, Paris 1955, 
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Da hierin links langsam verinderliche GréBen stehen, wird man keinen wesentlichen Fehler be- 
gehen, wenn man die rechten Seiten ber eine Periode mittelt, und zwar durch Integration nach t 
von 0 bis 22/@, und Division durch 27/w,. Bei diesem Rechnungsgang werden Q; und @; als 
Konstante angesehen. Beispielsweise lautet die rechte Seite der ersten Gleichung (17) nach Ein- 


fiihrung von (14) ausfiihrlich 


— os cos (w,t + 3) = — i se [cos (2 3, — 8) — cos ((2 w, 4- wg) t + 2 0, + Bo)], 


wovon nach der Integration nur das erste Glied stehen bleibt. Auf diese Weise kommt statt (17) 


Q, ae as Q, Qz cos (2 3, — 0), | 


Dy 
Q» =a ae Qi cos (2 3, — Vy), is 
Q; oy = a Q, Q, sin (2 0, — Ye) , 


t= Bae, Qj sin (2 3, — dy). | 


Aus diesem komplizierten Differentialgleichungssystem lat sich rasch ein erstes Integral ableiten: 
Durch Division der ersten und zweiten Gleichung (18) folgt ‘ 

cle dee 

dQ, Q1 
oder nach Trennung der Veranderlichen integriert 


Qi Qe 
ah + (ca = 1 (19) 


mit der Integrationskonstanten C. Das ist die Gleichung einer Ellipse in der (Q,, Q.)-Ebene (Abb. 2) 
mit den Halbachsen C und C/2. 


Q 


Abb. 2. Darstellung der Bewegung des elastischen Pendels Abb. 3. Amplitude Q,(t) der lotrechten Schwingung 
in der Ebene der Amplituden Q, und Q.. des elastischen Pendels. 


Allgemein wird man das System (18) kaum lésen kénnen. Eine Partikularlésung findet man 
jedoch leicht. Setzt man namlich #, und #, = const, wobei dann (18) sofort 0, = 2 3, verlangt, 
so liefert die zweite Gleichung (18) mit (19) 


ee 2 2 2 
P= dag $00. 
Dies lat sich wiederum durch Trennung der Variabeln integrieren und fiihrt auf die Lésung 
Cy 
Te Ui) 
Coes —1 - 
ea Parineo (20) 
40, ) 


wobei die Anfangszeit ty als weitere Integrationskonstante eingefiihrt ist. Die Funktion (20) hat 
qualitativ das in Abb. 3 gezeichnete Bild. Q, ist damit durch (19) ebenfalls gegeben. 


XXVIII. Band 1959 KE, Mettler: Stabilitatsfragen bei freien Schwingungen mechanischer Systeme 219 


Nun kann man die gewonnenen Gleichungen (19) und (20) baw. ihre Bilder Abb. 2 und 3 deuten. 
Wir beginnen bei dem Ausgangspunkt t = 0, wo die Amplitude Q, der Querbewegung méglichst 
genau Null sein soll, aber eine unvermeidliche kleine Stérung >0 hat. Je kleiner diese Stérung 
ist, um so naher befindet sich der Bildpunkt in Abb. 2 am unteren Ellipsenscheitel, in Abb. 3 
an der unteren Asymptote Q, =— C/2, und um so langer dauert es, bis er sich von dieser Asymptote 
lést, d. h. die Querbewegung merklich wird. Fir t = t, ist die lotrechte Bewegung mit ihrer Am- 
plitude Q, ganz verschwunden, der Bildpunkt in Abb. 2 liegt im rechten Ellipsenscheitel, der mit 
endlicher Geschwindigkeit durchlaufen wird. Dann nahert sich die Bewegung wieder asymptotisch 
der lotrechten Schwingung, die theoretisch erst fiir t = 00 ganz erreicht wird. In Wirklichkeit 
werden aber vorhandene Stérungen schon wieder die nachste Querbewegung einleiten, so daB sich 
der Gesamtvorgang etwa periodisch wiederholt. Diese Wiederholung bleibt rechnerisch unbe- 
stimmt. Soweit man also nach der qualitativen Beobachtung des Versuchspendels urteilen kann, 
gibt unsre einfache Theorie wesentliche Ziige der Bewegung wieder, allerdings nicht alle. Ob man 
durch weitere Integration von (18) mit #; = const, durch Beriicksichtigung von Dampfungs- 
kraften oder héheren Gliedern der Ausgangsgleichungen (9) weiter kommt, ist unbekannt. 

Als wesentlichstes Ergebnis dieses Abschnitts ist festzuhalten, daB die lineare Theorie der 
kleinen Schwingungen in dem vorgefiihrten Fall iiberhaupt keine zutreffende Beschreibung des 
wirklichen Bewegungsvorgangs mehr liefert. Die beiden Normalschwingungen des Pendels sind 
weder unabhangig voneinander noch haben sie konstante Amplituden, wie Abb. 2 und 3 iiber- 
zeugend zeigen. Zwar kann die lotrechte Normalschwingung theoretisch allein bestehen, wenn 
auch die absolute Stérungsfreiheit praktisch nicht méglich ist, und paBt insofern noch in das 
klassische Bild der kleinen Schwingungen. Die seitliche Pendelbewegung aber ist diesem Bild 
tiberhaupt nicht mehr einzuordnen, denn wenn man sie einmal rein einleitet, was dem Zeitpunkt 
t = t) in Abb. 2 und 3 entspricht, so nimmt ihre Amplitude Q, sofort mit endlicher Geschwindig- 
keit 0, ab. Die zweite Normalschwingung im alten Sinn und die zugehérige periodische Bewegung, 
von der im 1. Abschnitt gesprochen wurde, gibt es hier nicht. Daraus sieht man, da der Hornsche 
Ausschluf von (3) eine wesentliche Bedingung ist und da ihre Verletzung, die ja in (13) vorliegt, 
tiefgehende Anderungen im Bewegungsbild hervorrufen kann. 


4. Zweites Beispiel. Weitere Erkenntnisse gewinnt man, wenn man dem System des ersten 
Beispiels einen Freiheitsgrad zufiigt. An die erste Masse soll eine masselose Feder und eine zweite 
Masse angehingt werden, die lotrecht gefiihrt ist (Abb. 4). Nun entfallen zwei Freiheitsgrade auf 
die Lingsbewegung, einer auf die Querbewegung, es ist also n = 3, m = 1. Die lotrechte Grund- 
bewegung ist jetzt nicht mehr einfach, sondern zweifach periodisch, und dieser Umstand soll 
niher studiert werden. Wie in Abb. 4 eingezeichnet sind M, und M, die beiden Massen, c, und c, 
die Federkonstanten, L,, und L,, die beiden statisch durch die Gewichte gespannten Pendellangen, 
L,) und L,, die entsprechenden ungespannten Langen. Als Koordinaten werden zunachst die 
lotrechten Verschiebungen y, und y, der Massen aus ihren Ruhelagen 
sowie die waagerechte Verschiebung x von M, verwendet. Dann 
erhalt man die Bewegungsgleichungen des Systems bis zu den 


quadratischen Gliedern nach einiger Rechnung, die keine grund- = 
satzliche Schwierigkeit bietet, zu | 
M,% + 4, % + @,%¥1 + 43% ¥q=0, (21.1) ee 
Fy 1 2 ¢ > A 
My ¥y + 191 — &2(¥2—%) + Tee tae ae (21.2), — \\ statisohe 
l Ruhelagen 
My Yo + ¢2(¥2— 1) + 4 Pie A (21.3) 


mit 


(22) or 
it Abb. 4. Zweites Beispiel: Zweimassen- 
LO Leo _720 Schwingungskette in der Ebene. 


Man sieht, da fiir x = 0 in (21.1) und (21.2) wie es sein muf die Gleichungen des zweigliedrigen 
linearen Schwingers herauskommen. Diese Teile von (21) miissen auf die Normalform q,, + w? q, =0 
(k = 2,3) gebracht werden. Dabei werden die Normalkoordinaten 4, lineare Funktionen von ¥}; 
y und umgekehrt. Mit dieser linearen Transformation der y,, deren Koeffizienten nicht mehr 
explizit angegeben werden sollen, und der Umbenennung x = q, entsteht statt (21) ein Gleichungs- 
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system der Form (1), wobei aber die f, keine q; und gq; enthalten. Nach (21.1) ist w{ = a,/M,, 
wahrend jw? und w? als Frequenzquadrate der Lingsbewegung wie bekannt Wurzeln der quadra- 
tischen Gleichung 

2 Cy +e) , ee 0 


4___ 2 — 
See Fz ee. " M, M, 


sind. Die lotrechte Grundbewegung ist 

n=; dk = Q;, cos («,, t + O;) (k = 2, 3) (23) 
mit zwei Normalschwingungen q. und qs, die sich mit beliebigen konstanten Amplituden Q, und 
Phasen #;, iiberlagern kénnen. Statt (8) erhalt man aus (21.1) die eine Gleichung 


dy + w? G, + [Fo de + Fs Gel G1 = 0 (24) 


mit Koeffizienten F,, die aus den Konstanten (22) zusammengesetzt sind. 

Wenn w, und q, in keinem rationalen Verhaltnis stehen, ist der Koeffizient Fy q. + Fs q5 in 
(24) fastperiodisch. Trotzdem diirfte es fiir praktische Zwecke erlaubt und ausreichend sein, die 
wohlbekannten Lésungsmethoden fiir Differentialgleichungen mit periodischen Koeffizienten zu 
henutzen. Die Frequenzen kénnen ja als physikalische GréBen in jedem konkreten Fall zahlen- 
maRig nur als endliche Dezimalbriiche angegeben werden. Deshalb kann man stets fiir das Fre- 
quenzverhaltnis . 

W/W = No/Ng (ny, n3 > 0, ganz, teilerfremd) (25) 


setzen, und zwar mit beliebiger Genauigkeit, wenn man nur n, und n, gro} genug nimmt. Dann 
ist aber der Koeffizient [F, q, + F343] periodisch mit der Periode 2 7/2 baw. der Kreisfrequenz 


QO. @,/ 1s =", ty 5 
und mit der neuen Variabeln 


Cat 
wird aus (24) die Hillsche Differentialgleichung 
ae 
i SE + G(1 + 6 G(x) =0 (26) 
mit 
P(r) = cos (nyt + Vy) + a cos (nzt + 05) 
F 
n = Qiao, » é = F,Q,/o;, o=FG. 


P(r) hat int die Periode 2. (26) ist offensichtlich eine einfache Erweiterung von (10). 

Die allgemeine Loésung von (26) hat wieder die Form (11). Der charakteristische Exponent 0 
in dieser Lésung, dessen Realteil die Stabilitatsfrage entscheidet, wird nach den Ergebnissen der 
Theorie der linearen Differentialgleichungen mit periodischen Koeffizienten! folgendermafSen be- 
stimmt: Man nehme zwei Partikularlésungen q,, und q,, von (26), die den Anfangsbedingungen 


= ds i) dq, . 
%(0) == (0) =1, d, (9) = G20) = 0 


geniigen. Dann folgt 0 aus der Gleichung 


We Ihe dq; \ 
Gof 2g = (2x) + Ge 2) 


Dies 1aBt sich praktisch auswerten, indem man die Lésungen q,, und q,. durch Entwicklung nach 
Potenzen von ¢ ausrechnet. Die Methode ist hinreichend bekannt, so daf es geniigt, das Resultat 
dieser etwas umstandlichen Rechnung anzugeben. Es lautet bis zu dem Glied mit ¢? 


zi a Hie vee (27) 


a 2 
Co) 270 = cos — s gin 
| a7] | 


neni—4 ' nin? —4 


Natiirlich ist diese Reihe aus Konvergenzgriinden nur fiir kleine ¢ brauchbar; die Amplituden Q, 
und Q, der Langsschwingungen sollen also nicht allzu gro sein. Wenn dann aus (27) |(Goj 270) <1 
und somit-9 rein imaginir herauskommt, so ist die Grundbewegung stabil. Instabil ist sie fiir 


1 Vel. R. Rothe und J. Szabé, FuBnote 4 von S. 216 oder J. H Gewohnliche Diff i i | 
5, Aufl. Berlin 1948, 5 Kap. oder J. Horn, Gewohnliche erentialgleichungen, 
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|Coj 22 o| > 1, weil dann der Realteil Re(g) + 0 wird. Letzteres ist in (27) nur méglich, wenn 
rechts vorne |cos 2 2/n| in die Nahe von 1 kommt, damit das kleine zweite Glied den (iierectvup 
uber 1 ergeben kann, und erst recht wenn |cos 2 z/y| = 1 wird. Dies wiederum tritt nur fiir n- Werte 
ein, die gleichzeitig sin 2 7/7 = 0 ergeben. Das zweite Glied rechts in (27) kann dann nur dadurch 


dem Verschwinden bewahrt werden, da® einer der Nenner in der eckigen Klammer Null] wird 
aR also 


entweder Te ONS pe ihre a he oy == 2 ow, | 


oder Gh, Aa Oi, <p = Zine. Chen == 2), J (28) 


gilt. Nur wenn 7 in die Nahe dieser Werte kommt, kann |Coj 22 o| > 1 werden und Instabilitat 
eintreten. Das ist allerdings eine durch unsere Naherung heschrinkte Aussage. Wiirde man die 
Entwicklung in (27) zu héheren Potenzen von ¢ weiterfiihren, so kamen noch weitere Instabilititen 
heraus, auf die wir nicht mehr eingehen. Wir behandeln von den beiden gleichwertigen Méglich- 
keiten (28) den Fall 7) = 2/n, weiter. 

Man findet aus (27) durch Grenzwertbildung 1 —> 2/n, nach der de l’Hospitalschen Regel 


2 2 
ge ne 


Coj 220 =(—1)™ (1 +o | + 0(¢) (29) 


tatsachlich mit dem Betrag > | fiir geniigend kleine ¢. Damit ist die Instabilitat der Grundbewegung 
nachgewiesen. Der fiir das Anwachsen der Lésung (11) mafigebende Realteil von 9 lat sich aus 
(29) nur bis zum linearen Glied in ¢ ermitteln, und zwar bekommt man durch Reihenentwicklung 
des Co} 

Re(@) = ng e/8 4+ 0(é) . 


Der mit der Zeit aufklingende Faktor des ersten Teils der Lésung (11), auf den es ja allein an- 
kommt, wird dann mit ny = 2/7 =2@,/Q,1 = Qt 


eRe (0) t — ee mtls . (30) 


Die Instabilitat tritt wie erwahnt nicht nur auf, wenn die Frequenzbedingung 7 = 2/n,. oder 
@. = 2 @, genau erfillt ist, sondern in einem ganzen Frequenzbereich. Betrachten wir in (27) 
7» und ¢ als Variable, so gibt es in der (7, ¢)-Ebene einen Instabilitatsbereich, innerhalb dessen 
die rechte Seite von (27) dem Betrage nach >1 ausfallt. Die Grenzen dieses Bereichs sind folglich 
durch |€oj 27 e| = 1 bestimmt, genauer gesagt durch 


+1 fir gerade n,, 


of 210 =| (31) 


—1 fur ungerade n,, 


wie man durch Vergleich mit (29) sofort sieht. Die Grenzkurven des Instabilitatsbereichs in der 
(y, €)-Ebene, die an sich durch (31), (27) gegeben sind, lassen sich nun in eine itbersichtliche Form 
bringen, indem man in (31) den Ausdruck (27) einsetzt, dann 
durch Ausmultiplizieren die Nenner beseitigt, fiir 7 die Rei- 


he 
henentwicklung Instabilitatsbereich 
” = 2/n 4 uD) ¢ | ny?) a (32) Ko 

einfiihrt, alle Glieder der Gleichung damit nach Potenzen 
von ¢ entwickelt und schlieBlich einen Vergleich dieser Po- 
tenzen vornimmt. Nach einer langeren, aber elementaren 
Rechnung findet man dann fiir die Reihe (32) nach Multiphi- 
kation mit n, unter gleichzeitiger Beriicksichtigung der schon met gi 
beniitzten Beziehung 7 = 2/w, = @./n, @, ik a 

; Ws a 1 : ac 
Ny] — a =2 = 5 € 2 32 O(e?) ‘ (33) Abb. 5, Der wichtigste Instabilitatsbereich 

i 8 (( =| aS 7 fiir das zweite Beispiel. 
Ny 


Die beiden durch (33) dargestellten Grenzlinien und der von ihnen eingeschlossene Instabilitats- 
bereich sind in Abb. 5 schematisch gezeichnet. Auf der Abszissenachse ist als physikalisch an- 
gemessene Gréfe nicht 77, sondern n.7 = W,/w, aufgetragen. Das Bild kann als Teil der zu Glei- 
chung (26) gehorigen I nce-Struttschen Karte aufgefaBt werden. Von allen sonstigen Instabilitats- 
bereichen ist dabei abgesehen. 
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Die vorstehenden Rechenergebnisse sind nun folgendermaffen zu interpretieren. Die Grund- 
bewegung (24), eine beliebige Uberlagerung von zwei lotrechten Normalschwingungen, ist als 
zweifach periodische Bewegung des Systems stets méglich, aber sie ist bei Eintreten einer Be- 
dingung w, = 2, oder w; = 2, instabil und bringt die dritte Normalschwingung in Quer- 
richtung durch nichtlineare Kopplung mit in Gang. Wegen der Konstanz der Gesamtenergie mu 
das notwendig die Amplituden der Langsbewegung vermindern. Der gesamte Bewegungsvorgang 
wurde zwar jetzt im Gegensatz zum vorigen Beispiel nicht berechnet; soviel kann man aber doch 
sagen, da® die lineare Theorie der kleinen Schwingungen in diesem Fall wiederum wesentlich 
unzureichend wird. Die Instabilitatsbedingung w, = 2 @, ist nach (13) dieselbe wie beim einfachen 
elastischen Pendel. D. h. die eine Normalschwingung gq, in Langsrichtung regt die Querschwingung 
an unabhangig vom Vorhandensein, von Amplitude, Frequenz und Phase der zweiten Normal- 
schwingung q, (wobei die Indizes 2 und 3 vertauscht werden kénnen). Auch quantitativ hat die 
zweite Normalschwingung in erster Naherung keinen Einflu8 auf den Aufschaukelungsvorgang 
der Querschwingung: Der Exponent in (30) und die Glieder bis ¢ in (33) sind genau dieselben, die 
auch bei der Mathieu-Gleichung (10) des einfachen elastischen Pendels herauskommen. Erst das 
Glied mit ¢? in (33) wird von der zweiten Normalschwingung beeinfluBt, wie der dortige Term 
mit a® zeigt. An diesem Term ist wesentlich, daB die Zahlen n, und n, nur in der Verbindung des 
Quotienten n,/n, auftreten, der nach (25) das Frequenzverhaltnis w,/w, annahert. Man darf diese 
Anniaherung treiben, soweit man will und kann, d. h. man darf die Zahlen n, und n, beliebig weit 
steigern, ohne daB an der GréBe des Exponenten in (30) und den Grenzen (33) des Instabilitats- 
bereichs etwas Wesentliches geaindert wird. Dies bestatigt nachtraglich die Berechtigung des 
Ansatzes (25), der den fastperiodischen Koeffizienten der Gleichung (24) zu einem periodischen 
macht. 


5. Drittes Beispiel. Wir erweitern schlieBlich die bisher behandelten Falle zur Schwingungskette 
oder zum mehrfachen elastischen Pendel, von dem wir wieder nur ebene Bewegungen betrachten. 
Abb. 6 zeigt eine solche einseitig gefesselte Schwingungskette mit NV Massen M,,..., My und N 
masselosen Federn der Federkonstanten ¢,,...,¢y. Die leeren 
Kreise geben die statischen Ruhelagen der Massen an, die vollen 
Kreise ihre Lagen wahrend der Bewegung, die sich wiederum aus 
Langs- und Querkomponenten zusammensetzt. Abb. 6 gibt nicht 
den einzig méglichen Fall wieder. Es diirfen einige Federn durch 
starre Faden ersetzt sein (c; = 00), was eine Beschrankung der Frei- 
heitsgrade in Langsrichtung bedeutet. Es kann auch ein Teil der 
Kette ahnlich wie im zweiten Beispiel (Abb. 4) in Langsrichtung 
gefithrt sein, was eine Beschrankung der Freiheitsgrade in Quer- 
richtung darstellt. Auch zweiseitig gefesselt kann die Schwingungs- 
kette sein. Solche Details, die hier nicht naher ausgefiihrt werden 
sollen, sind fiir technische Anwendungen wichtig. Das Beispiel la8t 
sich einer groBeren Klasse von mechanischen Systemen unter- 
ordnen, die dadurch gekennzeichnet sind, daB die kinetische Energie 
eine quadratische Form der Geschwindigkeiten mit konstanten 
Koeffizienten, die potentielle Energie eine Funktion der Koordinaten 
allein, nicht der Geschwindigkeiten ist. Fiir solche Systeme wird 
(1) einfacher 

Ge + OF I + SiG) = 95 (k=1,...,m). (34) 
Nehmen wir im Beispiel der Schwingungskette die Verschiebungen 
X,5 ¥, aus der statischen Ruhelage als Koordinaten (Abb. 6), so hat 
das System offenbar die Merkmale der genannten Klasse. 

Die Grundbewegung der Schwingungskette ist die lotrechte Langs- 
bewegung. Wenn m Massen an der Querbewegung, n — m Massen an 
der Lingsbewegung beteiligt sind, wird die Grundbewegung durch 


Abb. 6. Drittes Beispiel: 
Schwingungskette mit IV Massen 0 ae a ee = 

in der Ebene. ae IN fe 0 ? Y ie Q, cos (a, t ae uh) | 

(U = m-- 1. sO) ==) = const) 

dargestellt. Haben alle Federn lineare Kennlinien, so gilt (35) streng. Bei nichtlinearen Federn 


oder in anderen Fallen mechanischer Systeme ist die Grundbewegung aus nichtlinearen Gleichungen 
(34) zu berechnen und wird nach Abschnitt 1 durch (n — m)-fach periodische Funktionen er ge- 


(35) 


7 
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stellt, fiir die (35) als Naherung brauchbar ist. Bei der Bildung der Gleichungen (8) wollen wir 
wie bisher die f,, vereinfacht nur bis zu quadratischen Gliedern, Of,/0q, also nur linear beriick- 
sichtigen. Dann wird (8) 


+ ORG +S ele =9 (= 1,...,m) (36) 
mit : 
Pert) = 2D Gert cos (w,t + 0), (36a) 
=T™m -} 
aap. 
a) = LOT Q,» Gert = AKL + 


Die letztere Symmetriebedingung fiir die Konstanten a,,, gilt, weil f, die Ableitung des qua- 
dratischen Teils der potentiellen Energie nach q, ist. In (36) liegt ein System linearer Differential- 
gleichungen mit fastperiodischen Koeffizienten vor, das es soweit zu lésen gilt, da8 man das Sta- 
bilitatsverhalten der Lésung erkennt. 

Wahlt man m = n—1, d.h. ersetzt man in der Schwingungskette alle Federn bis auf eine 
einzige durch starre Faden, so erhalt (36) lauter periodische Koeffizienten ,,(t) mit dem gemein- 
samen Faktor cos (w,, t + 0). In diesem besonderen Fall kann man das Stabilititsproblem voll- 
standig tiberblicken. Man wei aus der Theorie solcher Gleichungen (36), daB die allgemeine 
Lésung sich aus m Partikularlésungen der Form (11) additiv zusammensetzt und daB Instabilitat, 
d. h. ein 9 mit einem Realteil 4-0 auftritt, wenn eine Frequenzbeziehung 


O, = (a, + @,)/p (p > 0, ganz) (37) 


genau oder innerhalb gewisser Grenzen genahert erfiillt ist, wobei w, die Eigenfrequenz der Langs- 
bewegung, w, und w, zwei beliebige Eigenfrequenzen (die verschieden oder gleich sein kénnen) 
der Querbewegung bedeuten. Aus einer friiheren Arbeit des Verfassers! ist das Nahere iiber diesen 
Sonderfall der Gleichungen (36) zu entnehmen. 

Ist m< n—1, so kann man die Koeffizienten q,,(t) mit beliebiger Annaherung als periodisch 
ansehen, indem man in Erweiterung der Betrachtung des Abschnitts 4 


Ory ee pee oronat one) CO B—— Ty ee: Tepper ae TL, 


(im 4 1>+++>N, > 0, ganz, teilerfremd) setzt. Die @,,(t) haben dann die gemeinsame Periode 2 7/Q 
bzw. Frequenz 
ee egg fa | Rene 


Nun kann man (36) als System Hillscher Differentialgleichungen auffassen. Dieses kénnte man 
grundsatzlich mit der gleichen Methode angreifen, mit der in Abschnitt 4 die einfache Gleichung 
(24) behandelt wurde, was aber zu verwickelten Rechnungen fihrt. Wir werden uns deshalb 
darauf beschranken, die wichtigsten Instabilitaten des Systems (36) mit der sehr viel einfacheren 
Methode der langsam veranderlichen Amplitude und Phase, die in Abschnitt 3 verwendet wurde, 
genahert zu erfassen. 

Wir machen den Ansatz 


dk = Q, Sin (@, t + V;) (ie sD rcgon aI) (38) 


und nehmen damit an, da eine Stérung das System in seitliche Schwingungen versetzt, die klein 
sind und deshalb in der iuBeren Form der linearen Normalschwingungen angesetzt werden diirfen. 
Abweichungen davon, die voraussichtlich durch instabile Anfachung infolge der nichtlinearen 
Kopplung mit den Langsschwingungen eintreten werden, beriicksichtigen wir dadurch, dai wir 
Q, = Q,(t) und &, = 0,(t) langsam zeitlich veranderlich annehmen. Zur Abkiirzung sei w;,, t + 0,=o, 
gesetzt. Dann erhalt man durch Differenzieren von (38) und Finsetzen in (36) unter Beriicksichti- 
gung der Nebenbedingungen 

Q, sin o, + Q, 0, cos %, = 0, (39) 


die (15) entsprechen, die Gleichungen 


Q, ©, C08 0%, — Q,, Dy @, Sin % + 2) Per Q, Sina, = 0. 
1 


a 


(40) 


1 KE. Mettler, Ing.-Arch. 17 (1949) S, 418. 
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Die Auflésung von (39) und (40) nach Q, und Q, b, ergibt 


m \ 


Q,=— as 21 re Q, Sin &, COS OX, 5 
(41) 
- 1 m 3 - 
0,0, = a 2, Pur Q, sin &, SIN &, . 
er = 
Setzt man dann in (41) fiir y,, (36a) ein, so kommt nach kurzer Umformung 
4 iI TT n Bs ° 
Q=— Go yD Mert Q, [sin (0 + a, + o%,) — sin ACs aero) | 
kr=1l=m+1 
+ sin (a, + «, — o%,) —sin (0; —«, + o;)], (42) 
A 1 m n 
03 == nae > >» |nQ,[cos (% +o, + ,) -+ cos (x, — ao, — a) 
r=ll=m-+1 


— cos («; + «, — o,) — cos (~—a, + o;]) - 


Nun wird die fiir die Methode charakteristische Mittelung der rechten Seite von (42) uber eine 
Periode 2 7/2 vorgenommen, indem man nach t von 0 bis 2 7/Q integriert und mit 2/2 7 multi- 
pliziert. Q, und #, werden dabei als Konstante behandelt. Durch dieses Vorgehen bringt man 
normalerweise alle Glieder rechts in (42) zum Verschwinden. Lediglich in den Sonderfallen, in 
denen zwischen drei Frequenzen @,, 0, und «, eine Beziehung 


oy — O, + @, = 0 (43) 


besteht, bleiben in (42) die entsprechenden Glieder sin (3, + 3, + 3,) und cos (0) + %, + %) 
stehen. Wir betrachten die beiden hauptsachlich wichtigen Méglichkeiten, im folgenden unter 
a) und b) aufgefihrt. 

a) Fir zwei bestimmte Indizes 1 = L (zwischen m + 1 und n) und r = R (zwischen | und m) 


gelte 
Op = 20, (44) 


Damit ist (43) erfwllt fir ] = L, r =k = R mit Minuszeichen am zweiten und dritten Glied. Fiir 
alle anderen Indextripel sei (43) nicht erfiullt. Dann reduziert sich (42) auf 


. i A 

On 7, eRe CR 1 ea) 

Cy 1 45 
Qr Ur = ~ 4 @p RRL Qp cos (I, — 2 Vp), ae 

0, S025, =0_ fie b= Rk, PSL aon, 


Wir suchen hiervon nur Partikularlésungen ?, = 0; = const, was nach der zweiten Gleichung 
(45) fir 0, —2 0, =a2/2 + Na mit ganzzahligem N méglich ist. Dann bleibt von (45) nur 


: 1 ; * 
Or = +4, arerQr> G,=0 fim -keaR 
R 


ubrig. Das Pluszeichen gilt fiir gerade, das Minuszeichen fiir ungerade N. Es wird also 


A: 
Or = Qroe ee OQ, = const fin k=— Rh. 10,, = const, (46) 


Darunter ist fiir eines der beiden Vorzeichen eine e-Funktion mit positivem Exponenten, also 
eine mit der Zeit anwachsende Funktion. Auf diese allein beschranken wir uns. Man kann also 
feststellen: 

Wenn nach (44) eine Lingseigenfrequenz w, mit dem Doppelten einer Quereigenfrequenz Wa 
ubereinstimmt, so ist die Langsbewegung (35) instabil derart, daB nach einem beliebig kleinen 
quergerichteten AnstoB die R-te Quereigenschwingung nach (38), (46) in der Form 

2 


RRL , 


= 4a : 
qr=Qroe * sin (wt + Dp) 
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angefacht wird, wahrend die tibrigen Quereigenschwingungen ihre kleinen konstanten Amplituden 
behalten. Dieser Fall hei®t Instabilitat erster Art entsprechend der Terminologie der Theorie 
erzwungener Schwingungen. 
b) Nun gelte fiir drei verschiedene Indizes 1 = L (zwischen m + 1 und n), k = K undr=R 
(zwischen 1 und m) 
Oy = Wx + WR: (47) 
Damit ist (43) erfullt fir 1] = L,k = K und r = R und soll fiir andere Indextripel wiederum nicht 
gelten. Aus (42) wird dann 


A 1 y 
Qr = Lox axe Op sin (0, — OR Ox) > 
: 1 (48.1) 
Qr = 4 Wp Ogxy Qx sin (0, — Vx — DR) , 
: 1 
Oc OK = — ox Axe Qp cos (Vy — Dx — DR) , 
: "4 (48.2) 
Qr Op = — or ark Ox cos (0, — Ox — VR); 


0, = 0,9, =0 fiir ieeeke, AR. ere ante) 


Auch hier gibt es wieder Partikularlésungen J, Jp, J, = const, die wir allein verfolgen. Sie 
miissen wegen (48.2) in der Beziehung 3, — 0, — 0p = 2/2 + Na miteinander stehen. Dann 
folgt aus (48.1) durch Elimination von Q, 


ay 
Qn = —ERL_Q,, 


und genau dieselbe Gleichung erhalt man fiir Qp. Folglich ist 
OR RL 


Ox =Qxo ee Oxo Oro = const , 
eee (19) 
On = Qro : Q, =const fur k= KR. 
Bei Beschrankung auf die anwachsenden Lésungen mit positiven Exponenten der e-Funktionen 
kann man daher folgern: 
Wenn nach (47) eine Langseigenfrequenz w, mit der Summe zweier Quereigenfrequenzen wx 
und @z zusammenfallt, so ist die Langsbewegung instabil derart, das nach einem beliebig kleinen 
quergerichteten AnstoB die K-te und die R-te Quereigenschwingung nach (38), (49) in der Form 


Wxrul | erie. 


: seo. ~; - oan ee 

Ik = Qxoe Voxer sin (wx t+ 0x), Gr = Qroe Vener sin (Wp t + Pp) 
gleichzeitig angefacht werden, wahrend die iibrigen Querschwingungen ihre kleinen konstanten 
Amplituden beibehalten. Dieser Fall heiBt nach der Terminologie der Theorie erzwungener Schwin- 


gungen Instabilitat zweiter Art. 
Man kénnte yermuten, daB weitere Instabilitaten auftreten, wenn eine Beziehung 


Or, = Ox — WR oder Wy, = Wrp— OK 


besteht, denn auch dann bleiben aus (42) Differentialgleichungen ahnlich (48) mit Jangsam ver- 
anderlichen rechten Seiten Qz sin (0, — 0x + Bp) usw. stehen. Die weitere Ausrechnung liefert 
allerdings Gleichungen der Form 


ie arr, me 
Or + 16 a pce : 


also keine anwachsende Lésung und keine Instabilitat. 

Dagegen hesteht die Méglichkeit, daB mehr als zwei Quereigenschwingungen angefacht werden, 
wenn weitere Beziehungen (43) zwischen den Freqzenzen auftreten. Liegt z. B. (47) vor, gleich- 
zeitig aber fiir zwei weitere Indizes | = L’, r = R’ eine Beziehung wy, = 2 On entsprechend (44), 
so werden, wie man rasch im einzelnen nachrechnet, drei Quereigenschwingungen gleichzeitig 
angeregt, namlich diejenigen mit den Nummern K, R und R’. Die verschiedenen Méglichkeiten 
sollen hier nicht vollstandig durchdiskutiert werden; wir begniigen uns mit den Fallen a) und b). 

Us) 
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Aus den Rechenergebnissen zum 3. Beispiel ist zu folgern, daB das klassische Bild der linearen 
Normalschwingungen bei Vorliegen der Abstimmung (44) oder (47) wieder in wesentlichen Ziigen 
verindert ist; die Unabhangigkeit der einzelnen Normalschwingungen und die Konstanz ihrer 
Amplituden ist teilweise aufgehoben. Die Bedingung (4), unter die ja (44) und (47) gemeinsam 
fallen, spielt also in diesem Zusammenhang eine wichtige Rolle. 

Im erwahnten Sonderfall m = n—1 (eine einzige Lings-Normalschwingung) stimmen die 
Ergebnisse, namlich die Bedingungen (44) bzw. (47) fiir das Eintreten der Instabilitat erster Art 
baw. zweiter Art sowie die GréBe der Exponenten in (46) bzw. (49), mit den zitierten! Unter- 
suchungsergebnissen ganz anderer Herkunft iiberein. Allerdings liefert die jetzt benutzte Na- 
herungstheorie der langsam veranderlichen Amplituden und Phasen nur die wichtigsten Instabili- 
tatsfalle, namlich (37) fiir p = 1, wahrend ihr die héheren Ordnungen p> 1 entgehen. Es ist 
bemerkenswert, da auch im allgemeinen Fall beliebig vieler iiberlagerter Langsschwingungen 
unsere Ergebnisse unverandert erhalten bleiben. Hier wiederholt sich die Erscheinung, die sich 
bei dem einfacheren System des 2. Beispiels auf anderem Wege ergab: Die eine Langsschwingung 
wirkt so, als ob die anderen Langsschwingungen nicht da waren, und bringt allein die auf sie ab- 
gestimmten Querschwingungen zum Aufklingen. 


Abb. 7. Versuchsanordnungen: a) teilweise elastisches und b) elastisches Doppelpendel. 


Es ist ziemlich leicht, die theoretisch gefundenen Erscheinungen experimentell zu demonstrieren, 
wobei man sich am einfachsten auf Anordnungen der Form Abb. 7a oder 7b mit zwei Massen 
beschrankt. Der Weg zu einem solchen Versuch sei fiir das System Abb. 7a, einem Zweimassen- 
pendel mit einem starren Faden und einer Feder, naher beschrieben. Bezeichnen die leeren Kreise 
in Abb. 7a wieder die statische Ruhelage der Massen unter Eigengewicht, so sind die beiden Eigen- 
frequenzen der Querbewegung einfach die Frequenzen des mathematischen Doppelpendels mit den 
Langen L, und L,, und es ist? 

wi 


£ [a +a) ty +4— 4g] 


2 


ow j - 
mit A = L,/L,, 4 = M,/(M, + M,). Fir die dritte Eigenfrequenz (der Langsschwingung) gilt 
co; = ¢/M, = g/yp = g C/L.» 


wenn wir mit yp die statische Federverlangerung unter dem Eigengewicht M, g bezeichnen und 
€ = L,/y, setzen. Die Bedingungen w, = 2 a, (k = 1, 2) der Instabilitat erster Art fiihren jetzt 
auf die Gleichung 

Meee Fe 2): 

Gls) 


die so zu benutzen ist: Man wahlt eine leichte zylindrische Schraubenfeder und zwei wesentlich 
schwerere Massen, bestimmt die Gewichte M, g und M, g sowie die Langen y, und L, durch Wiegen 
und Abmessen und hat damit die Verhaltnisse ~ und ¢. Daraus berechnet man 4 und bekommt 


* FuBnote | von S. 223. 
° Vel. z. B. Cl. Schafer, Einfiihrung in die theoretische Physik, Bd. 1 Nr. 65, 5. Aufl. Berlin 1950. 
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eine bestimmte Linge L, =A L,, die durch einen ungefederten Faden herzustellen ist. Die Be- 
dingung @,; =, + @, der Instabilitat zweiter Art bringt die quadratische Gleichung 


M(Cu—1)?+2Afl—p(é +2)]) +1=0, 


aus der bei ebenso festgelegtem y und ¢ wieder 2 und L, bestimmt werden kénnen. 

In beiden Fallen war in praktisch ausgefiihrten Versuchen trotz ziemlich grober Bemessung 
aller Bestimmungsstiicke! nach Einleitung einer méglichst genau lotrechten Langsschwingung die 
zuerst ganz langsame und dann immere raschere Aufschaukelung der Querbewegung unter gleich- 

-zeitiger Abnahme der Langsbewegung deutlich und eindrucksvoll zu beobachten, und zwar im 
erstgenannten Fall die Anfachung der Grundschwingung allein, im zweiten Fall der Grund- und 
Oberschwingung gemeinsam mit sichthar unregelmafiger Gesamthewegung. Ebenso leicht kann 
man zeigen, daf} bei einer Verstimmung des Systems, z. B. durch Veranderung der Linge L,, die 
Langsschwingung sogleich stabil wird. Die Bedeutung dieses Versuchs liegt nicht nur in der Vor- 
fihrung solcher Instabilitaten der Langsschwingungen elastischer Pendel; vielmehr ist er in weiterer 
Sicht als die wohl einfachste experimentelle Demonstration der Instabilitat zweiter Art schlechthin 
anzusehen, die ja in der Theorie erzwungener Schwingungen eine wichtige Rolle spielt®, aber der 
Anschauung schwer zuganglich ist. Eine Anordnung nach Abb. 7b kann man in ahnlicher Weise 
zu instabilen Langsschwingungen bringen, was aber nicht mehr in Einzelheiten angegeben sei. 
Man beobachtet bei solchen Versuchen tatsachlich, daB eine zweite Langs-Normalschwingung die 
erste keineswegs daran hindert, instabil in eine Querschwingung iiberzugehen. Voraussetzung 
dazu ist lediglich die richtige Abstimmung der Frequenzen. 

Zum SchluB fiigen wir eine kurze Bemerkung iiber technische Anwendungen an. Grundsatzlich 
kénnen die in vorliegender Arbeit angestellten Uberlegungen iiberall da von Bedeutung werden, 
wo ein mechanisches System Eigenschwingungen ausfihrt, insbesondere dort, wo an einem schwin- 
gungsfahigen System nicht periodische Erregerkrafte, sondern einzelne Impulse in unregelmaBigen 
Abstanden angreifen, die zu einer Folge von Eigenschwingungen fiihren. Auf zwei Beispiele sei 
hingewiesen. Eine Schachtférderanlage (Abb. 8) besteht aus einigen gefiihrten Einzelmassen, 
namlich der Treibscheibe, den Seilscheiben und den Férderkérben, und dazwischen liegenden 


Treibscheibe mit 
Antriebsmaschine 


. S 
. Unterseil Gee 
N a b c 


N 


i S htforderanlage. Abb. 9. Zur Verwandtschaft des teilweise elastischen Doppelpendels (a) 
Re ene mit einem federnd gelagerten Maschinenfundament (c). 


elastischen Seilstiicken des Ober- und Unterseils. Ersetzt man die kontinuierlichen Seile naherungs- 
weise durch eine Anzahl von Einzelmassen mit zwischengeschalteten masselosen Federn, so liegt 
eine Schwingungskette vor, von der einzelne Teile, namlich die Seile, zu Querschwingungen pefatugt 
sind. Die Langsschwingungen der Kette hat man schon lange beobachtet und theoretisch studiert?®, 


1 Da es sich bei solchen Versuchen stets um ganze Instabilitatsbereiche handelt, in denen das Phanomen 
auftritt (vgl. Abb. 5), geniigt eine recht geringe Genauigkeit bei der Herstellung der Modelle. eae 
2 E. Mettler, FuBnote 1 von S. 223 und IX° Congr. Intern. de Mec. appl. Actes t. V, Briissel 1957, S. 5. 
3 FE. Mettler und S. Bar, Gliickauf 85 (1949) S. 849. E. Mettler, Theorie der ia eee ms 
Schachtférderanlagen. Entwicklungsarbeiten der Gutehoffnungshiitte Werk Sterkrade, Reihe Bergbau H. 
(1950). Dort weitere Literatur. . 
fe 
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die Querschwingungen der Seile jedoch, die mitunter recht lastig werden kénnen, bisher nicht 
naher analysiert. Es erscheint nun durchaus méglich, daB der Ursprung der letzteren wenigstens 
zu einem gewissen Teil in den Langsbewegungen zu suchen ist, die von den an der Férdermaschine 
eingeleiteten Antriebs- und Bremskraften primar angeregt werden und dann durch Instabilitat 
in Querbewegungen umschlagen. Dariiber soll an anderer Stelle berichtet werden. Ein zweites 
Beispiel ist in Abb. 9 angedeutet. Ein teilweise elastisches Doppelpendel (Abb. 9a) Jat sich zum 
Fall des an zwei Federn aufgehangten starren Kérpers erweitern (Abb. 9b), der seinerseits durch 
Umdrehen um 180° und Zufiigung von waagerechten Stiitzfedern zum federnd gelagerten starren 
Korper, etwa einem Maschinenfundament (Abb. 9c) wird. Bei geeigneter Anordnung von Schwer- 
punkt und Federn sind rein lotrechte Schwingungen méglich. Aber auch hier mufi man, falls 
bestimmte Frequenzabstimmuugen auftreten, mit Instabilitat und unerwiinschten seitlichen 
Schwingungen und Drehschwingungen rechnen, wie die Verwandtschaft mit dem Doppelpendel 
anschaulich zeigt. 


(Eingegangen am 16. November 1958.) 
Anschrift des Verfassers: Professor Dr. E. Mettler, Karlsruhe-Durlach, Geigersbergstr. 12. 
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Uber allgemeine Eigenschaften der Schwingungszahlen 
linear-elastischer Systeme 


Von H. Neuber 


1. Einfiihrung und Ubersicht. Bei allgemeiner Untersuchung der linear-elastischen Dreh- 
schwingungen gelangte der Verfasser zu GesetzmaBigkeiten, welche die Berechnung oberer und 
unterer Frequenzschranken erméglichten'. In vorliegender Arbeit wird eine allgemeine Synthese 
der linearelastischen Punktmassensysteme durchgefiihrt und gezeigt, daB die fiir Drehschwingungen 
gefundenen Gesetze allgemein fiir alle linearelastischen Punktmassensysteme gelten, einschlieBlich 
der Kontinua. 

Der grundlegende Gedanke besteht darin, daB ansteJle der Verschiebungen die inneren Kriafte 
als Unbekannte eingefiihrt werden. Die zur Errechnung der Eigenfrequenzen dienende Deter- 
minante wird so wesentlich einfacher und iibersichtlicher. Die Federkonstanten treten nur noch 
in den Diagonalfeldern und dort nur im Nenner des Frequenzquadrates auf, wahrend alle iibrigen 
Glieder lediglich die Kehrwerte der Punktmassen enthalten. Durch diesen vereinfachten Aufbau 
der Determinante lassen sich in Verbindung mit Regeln der Algebra? allgemeine Gesetze fiir die 
Eigenfrequenzen linear-elastischer Systeme aufstellen. U. a. gelten folgende Gesetze: 


1 1 - = 
a= De! FH Ta. (1) 
rises Tee: Z A 


Hierbei sind @, die Kigenfrequenzen des Systems, wahrend @, die Eigenfrequenzen der Ersatz- 
systeme kennzeichnen, die sich durch Erstarrung aller Federn bis auf die jeweils fiir das Zu- 
standekommen des Schwingungsvorganges mindest erforderlichen Federn bilden lassen; anderer- 
seits sind @, die Eigenfrequenzen jener Zweimassensysteme, die durch Herauslésen aller Federn 
bis auf jeweils eine entstehen. 


2. Das Gleichgewicht der inneren Krafte beim raumlichen Punktmassensystem mit linear- 
elastischen Verbindungselementen. Die Punktmassen seien mit m,, m,, m3 allgemein m,, die Feder- 
konstanten der Verbindungselemente mit cy. = Cg, fiir die Feder zwischen den Massen m, und mpg, 


Mz 
Abb. 1. Beispiel eines linear-elastischen Punktmassensystems: 


mit C3 = Cs, fiir die Feder zwischen den Massen m, und mz usf. bezeichnet (Abb. 1). Allgemein 
ist c,, = ¢,, die Konstante der Feder zwischen den Massen m, und m,. Ferner sei allgemein P,, = Pi, 
die Kraft, welche in der Feder (Verbindungselement) zwischen den Massen m, und m, tibertragen 


1 H, Neuber, Ing.-Arch. 22 (1954) S. 258—267. 
2 Hierbei wird auf die Theorie der Eigenwertprobleme Bezug genommen, insbesondere auf: Biezeno-Grammel, 


Technische Dynamik, 2. Aufl., III, 12. 
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wird. Durch Betrachtung des Gleichgewichts an einer herausgeschnittenen Masse (m,) folgt in 
bezug auf die Richtung zur benachbarten Masse m, (Abb. 2): 
D Py» 698 inp = ™, Viy- (3) 
P 
Hierin ist der Winkel zwischen der von der Masse m, zur Masse m, fihrenden Richtung und der 
von der Masse m, zur Masse m, fithrenden Richtung mit a), ) = —4pxj bezeichnet. Die Ver- 
schiebung der Masse m,, in Richtung zur Masse m, ist mit V;,, bezeichnet. V;,; reprasentiert die 


2» 
Seager 


ze 


C; p= ™ 
ee Fre Kl ek Re Vox l 


Abb. 2. Kraftespiel an zwei benachbarten Punktmassen. 


Beschleunigung der Masse m, in Richtung zur Masse m, usw. Die Verschiebungen werden als klein 
gegeniiber den urspriinglichen Abmessungen des Systems angesehen, sodafs die Gleichgewichts- 
bedingungen am undeformierten System formuliert werden diirfen. 
Aus Gl. (3) folgt: 
il 


mM = Pip COS Obi = Via : (4) 
Setzt man zur Abkirzung 
COs % 
Ip Ret ILS 3 4 also ") se : (5) 
k mM k my 
so geht Gl. (4) in die kiirzere Form 
E Pap (P) = Vay (6) 
P k 


uber. Sinngemaf stellt weiterhin V,,, die Verschiebung der Masse m, in Richtung zur Masse m, 
dar, sodas die zu Gl. (6) analoge Beziehung lautet: 


k ie 
S Pal be Views (7) 
q 


Infolge der linearen Elastizitat der Federn gilt ferner: 


i 
Chi Py, 5 Vit a Ving. (8) 
bzw. nach zweimaliger Differentiation 
1 ee ee 1 
Se) 
et kyl Lk (9) 


Durch Addition der Gln. (6), (7) u. (9) ergibt sich schlieBlich folgende lineare Differential- 


Differenzengleichung zweiter Ordnung: 
I kq 
D Pur( pt) + EP) + 
P q 


Diese Gleichung reprasentiert offenbar die allgemeine Schwingungsgleichung des 
linear-elastischen Punktmassensystems. Sie lat sich auch als reine Differenzengleichung 
schreiben, wenn von der Tatsache Gebrauch gemacht wird, dafi — infolge des Nichtvorhandenseins 
von Dampfungseffekten — nur die nullten und zweiten Ableitungen der Unbekannten auftreten 
und daher die Zeitabhingigkeit durch den gemeinsamen Faktor sin (@ t) erfaBi werden kann 
(@ Eigenfrequenz, t Zeit); demnach gilt 


1 
Poe Vo 
2 Py = (10) 


Py = Ol (11) 
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Damit geht die Hauptgleichung (10) in die folgende lineare Differenzgleichung iiber: 
is Ip Ie cp? 
E Peo(g) +E Pal t)— aia =o (12) 
q 


Ckl 
Zur weiteren rechnerischen Behandlung ist es zweckmifig, zundchst einmal die auftretenden 
Koeffizienten naher zu untersuchen. In der nachstehenden Tabelle sind nacheinander mit Bezug 
auf die ersten 4 Massen m,, m,, ma, m, die Koeffizi Ori di 
1: Mz, M3, mM, die Koeffizienten der zugehérigen Krifte P,,, P,., P,,, P,,, P 
ersichtlich. Ne Et 8c te 


kl | Py» | Py; Py, | Pos | Pro, | Pry, 
8 ee 
my, Ms C12 | i] 1 2 2 | 
: al oe | ei ie! 
32) ae See 34 | 12 14 
13 otro Hil eaieas, oe 
(1) Mt; 1s (Cys (1 ] (3) e (3 | 
id (7) 43 a RR 0 12 13 
1 1 iy tn Gar 4 (13) 
Sl 21 | 1 il ot 34 24 
23 pany a oe 
) Oe ete OB 
ae ees See ee 2 |= ne ee 
41 21 | 43 1 1 ow 2 
24 seb Really as 
(> y (4 (| ng 5 Pe Coq (1) 
34. 0 4] Hs | 42 32 Wy 1 a 
| 3 4 | 3 _ iy) ii en 


Wegen cos a);,, = C08 X,,, gilt auch 


Ip pl 

(f)= (i) m 
Infolgedessen ist die Matrix der Koeffizienten symmetrisch. Daraus folgt, daB samtliche 
Eigenfrequenzen reell' sind. Ferner erkennt man, daB die Federkonstanten nur in den 
Diagonalfeldern und nur im Nenner des Frequenzquadrates auftreten. Diese Tat- 


sache fiihrt zu wichtigen allgemeinen Folgerungen, insbesondere zu einer vollstandigen mechanischen 
Deutung der Koeffizienten, welche in der Gleichung fiir das Frequenzquadrat auftreten. 


3. Der Aufbau der Frequenzdeterminante und ihre Ausrechnung. Zur Durchfiihrung der weiteren 
Gedankenginge empfiehlt sich eine nochmalige Vereinfachung des Gleichungssystems. Im Hin- 
blick auf die Tatsache, daB Gl. (12) fiir jedes Verbindungselement angeschrieben werden muB, 
also genau so viele Gleichungen liefert, als Verbindungselemente vorhanden sind, erscheint es 
zweckmaBig, die Verbindungselemente zu nummerieren, und zwar von | bis v. Sind c, die Feder- 
konstanten und P, die in den Verbindungselementen iibertragenen Krafte, wobei der Index 4 
von | bis v lauft, sind ferner a,, die Koeffizienten in den aus (12) hervorgehenden Gleichungen, 
jedoch ohne die Glieder mit j?, so gilt infolge der Symmetrie (¢ = 1, 2,...,%) 


An = Anh (15) 
und die Gln. (12) gehen allgemein iiber in die Form: 
. wo oe 
D>) (tn 5 San) Pr = 0 fr Apa ls trates Os (16) 
et / 
Hierbei ist 
1 fw dA=uwu, 
ae eed (17) 
Cmmtira Ae i 


das Kroneckersche Symbol. 


i: Vel. FuBnote 2 auf Seite 229 
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Die Determinante der Koeffizienten nimmt jetzt folgende iibersichtlichere Form an: 


| 
fe 1 2 3 | 4 5 6 
A | 
w? | | | 
1 gee re Ay ay3 a14 45 aX6 cee 
i 
2 
(6) 
2 a1 oe ae 53 Ao4 495 A926 see 
9 
ow? 
3 a3) Az5 Uh aaa ae A34 a5, A36 ve 
Co x 
| (18} 
7 P 9 
w? 
4 O44 Ayo Ag TV ares sare 45 A46 : 
4 
@M* 
5 51 59 as53 954 O55 Sea Re 456 : 
oO 
siren 2 2 ee Pe a = = - 
= 
6 M61 Ago A463 M64 a5 agg — a : 
| 
| 


Bei der Ausrechnung dieser Determinante erhalt man eine Gleichung vom v-ten Grade fiir das 
Frequenzquadrat, die sich sowohl mit steigenden, als auch mit fallenden Potenzen schreiben laBt. 
Bei den Koeffizienten der einzelnen Glieder treten entweder die eine oder die andere Art der folgen- 
den Teildeterminanten auf. 

Zunachst sei die Determinante bei Verschwinden aller Glieder mit jw? (d. h. jene fiir das vollig 
erstarrte >yetein mit ¢)==¢; = ¢, —2- oo) mit D bezeichnet, also 


(Gy, Ay «Ag es 


1@o, Ang “Ang «| (19) 


Iiisinedieeepneniel eek slconereine seme) 


Unter Weglassung der Reihe und Spalte J mége die Determinante in D, iibergehen, z. B. 


ayy Ais 4 Qy5 +e 


Dy =}, %g gq q+ «| - (20) 


G1 5g sq Ass --- 


wee etetancveedse ee ee 


Unter Weglassung der Reihen und Spalten 4 und w mége die Determinante in D, uo Wobei uw +A 
vorausgesetzt sei, tibergehen, z. B. 


Doy = 45, 5355 gg we (21) 
1%, Mg Ags gg + ee | 
| 
WP ORC Oegety Cnc) a. eeu sien euennueneay 
Allgemein soll D,,,...den Wert der Determinante D bei Weglassung der Reihen und Spalten 
A, [ts ¥,... bedeuten, wobei fA, v + wu, » + A usw. vorausgesetzt wird 


Andererseits sei D, der Wert von D, wenn alle Reihen und Spalten mit Ausnahme 
Jener mit der Nummerd weggelassen werden, also 


D, = a), . (22) 
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Werden alle Reihen und Spalten weggelassen mit der Ausnahme jener mit den Nummern / und yu, 
so geht D iiber in 
Ue (A+ yu). (23) 
a), Qiw 
Werden alle Reihen und Spalten weggelassen mit der Ausnahme jener mit den Nummern A, , 7, 
so geht D iiber in 


| ay) au ayy | 
ana ay le Guy (A = Ls le = Ve v =F A) , (24) 


a, a, Lu 


D = 


Apr 


a 


yy | 


Allgemein sei D;,,,... der Wert von D bei Weglassung aller Reihen und Spalten auBer jenen mit 
den Nummern /, yw, ,... mit uw A, vy + u,v +A usw. 

Alle diese Determinanten sind positiv!. 

Wird nunmehr die urspriingliche Determinante (18) in eine Reihe nach steigenden Potenzen 
von @* entwickelt, so erhalt man unter Verwendung der in den Gln. (19), (20) und (21) eingefiihrten 
Teildeterminanten: 


2 = v—l v 
= D, 1 

8 ete! 4 On eee Ss te ae 
D—o 2 rf +o 2 ae) Tes Dy. — + Os (25) 

CS Lf h=A+r 

Wird die Determinante (18) andererseits in eine Reihe nach fallenden Potenzen von jw? entwickelt, 
so ergibt sich unter Verwendung der in den Gln. (22), (23) und (24) eingefiihrten Teildeterminanten 
nach Multiplikation mit c, ¢,c,..... es 


v v—l v 


@2” — @m2"—2 a+%4D,+o01 > >, jt, Dig ts = 0: (26) 


A=1 A=1 p=/A+1 
Werden die Wurzeln der Frequenzgleichung, also die Eigenfrequenzen des Systems, mit w,< Wy 
<++:<@, gekennzeichnet, so 1aBt sich die Gleichung v-ten Grades fiir ~? auch in Produktform 
schreiben, und zwar entweder unter Benutzung der Kehrwerte der Frequenzquadrate : 


1 1 1 loss 1 1 
tae a] & ai) Vag ce ai] alee (27) 
oder der Frequenzquadrate selbst: 
(@? — w?) (w? — w3)... (w? — w?) = 0. (28) 


Der Vergleich der Koeffizienten in der durch D jw? dividierten Gl. (25) und in Gl. (27) liefert: 


v—] v 
1 i 1 D 
Raye eae 
4°n D nena: 


v v—l 
Se ote 


3 
A=1l pw=A+41 


A=1 A=1 pe=A+ 
29 
v—2 v—l1 v o—2 ¢—l1 v ( ) 
1 1 
ha Diy 2 uw. 
wr w2 wi CzCu ly ~ 
4=1 w=A+1 vy=p4+1 bs A w=A4+1 v=p41 
Andererseits liefert der Vergleich der Koeffizienten in Gl. (26) und (28): 
v v v—l v v—1 v 
a 2 2 
Pa Oo} =D % D,, = 2 7 On aS 2; De, C) Cu Diy» 
A=1 A=1 A=1 p=A+1 A=1 w=A+1 (30) 
v—2 v—l v v—2 v—l v 
2.2 z 
a Dy On OF al Be) 2 C4 Cu Cy D, pv usw. 
A=1 p=A4+1 v=p+1 A=1 w=A+1 v=n4+1 


4, Einfiihrung der Ersatzsysteme und Berechnung ihrer Eigenfrequenzen. Zur mechanischen 
Deutung der rechten Seiten der Gln. (29) und (30) betrachten wir nunmehr die folgenden zwei 
Arten von Ersatzsystemen. Die erste Art geht aus dem urspriinglichen System durch Erstarrung 
einzelner Federn, die zweite Art durch Herauslosen einzelner Federn hervor. Zum Unterschied 
von den wirklichen Eigenfrequenzen des Systems werden die Eigenfrequenzen der Ersatzsysteme 
erster Art durch einen oberen Querstrich (@,) und jene der Ersatzsysteme zweiter Art 
durch zwei obere Querstriche (@,) gekennzeichnet. , 

Erstarren alle Federn bis auf jeweils eine (mit der Federkonstanten c,), so bleiben in der Fre- 
quenzgleichung (25) héchstens die ersten beiden Summanden von Null verschieden. Der dritte 
Summand (mit w*) verschwindet bereits mit Sicherheit, da von den beiden im Nenner stehenden, 


1 Vgl. Fussnote 2 S. 229, ferner Biezeno-Grammel, Ing.-Arch. 8 (1937) S. 364. 
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zu verschiedenen Federn gehérenden Konstanten c, und c, mindestens eine unendlich wird. Ebenso 
verschwindet das Glied mit w* und alle weiteren Glieder. Die Frequenzgleichung hat also nur eine 
Wurzel, welche mit @, bezeichnet sei. Es folgt aus der entsprechend verstiimmelten Gl. (25): 
Es ihe (31) 
Ww) D cy 

Erstarren alle Federn bis auf zwei (mit den Federkonstanten c, und c,,), so bleiben in der Fre- 
quenzgleichung (25) héchstens die ersten drei Glieder von Null verschieden. Der vierte Summand 
(mit ~@*) verschwindet bereits mit Sicherheit, da im Nenner drei verschiedene Federkonstanten. 
auftreten, von denen mindestens eine unendlich wird. Ebenso verschwinden alle weiteren Glieder. 
Die so verstiimmelte Gl. (25) ist dann vom zweiten Grade in w*. Werden ihre beiden Wurzeln, 
welche die Eigenfrequenzen der durch Erstarrung aller Federn bis auf zwei gewonnenen Ersatz- 
systeme darstellen, mit @,,,,; und @;,,,2 bezeichnet, so ergibt sich fiir den Kehrwert des Produktes 
ihrer Quadrate: 1 1 , 
eee ea ee™ 32 
coy De bs D, 4: (3 ) 
Erstarren alle Federn bis auf drei (Federkonstanten c,, ¢,, ¢,), so verschwindet in Gl. (25) mit 
Sicherheit das Glied mit @8 und alle weiteren Glieder, da dort jeweils mindestens eine Feder- 
konstante im Nenner unendlich wird; es folgt eine Gleichung dritten Grades mit den drei Wurzeln 
ju, 19 Od pr,2> Od py, 33 Sle Teprasentieren die Eigenfrequenzen des so gewonnenen Ersatzsystems. 

Fiir den Kehrwert des Produktes ihrer Quadrate folgt: 
==—— Dry. (33) 


a. a 
Or uy, 1 OF uv, 2 D7 wv, 3 De, Cu Cy 


Ebenso lassen sich die Frequenzen aller weiteren Ersatzsysteme erster Art rechnerisch verfolgen. 
Werden andererseits alle Federn herausgelést bis auf eine mit der Federkonstanten c,, so 
entsteht das einfachste Ersatzsystem zweiter Art. Zur Berechnung der zugehérigen Eigenfrequenz 
betrachten wir Gl. (26). Es verschwindet hier offenbar mit Sicherheit das dritte und jedes weitere 
Glied, da jeweils mindestens eine der als Faktor auftretenden Federkonstanten gleich Null wird. 
Die so verstiimmelte Gleichung liefert fiir das Quadrat der zugehérigen Eigenfrequenz @, den 
Ausdruck: 
oi = c, D,. (34) 
Alle tibrigen Frequenzen werden Null. 

Werden alle Federkonstanten Null gesetzt bis auf zwei (z. B. c, und c¢,), so verschwindet in 
Gl. (26) mit Sicherheit das vierte und jedes weitere Glied, da dort jeweils mindestens eine der als 
Faktor auftretenden Federkonstanten Null zu setzen ist. Die Frequenzgleichung (26) geht in eine 
Gleichung zweiten Grades iiber mit den beiden Wurzeln @, u,1 und @;,,2, welche die beiden von Null 
verschiedenen EKigenfrequenzen dieses Ersatzsystems reprasentieren. Fiir das Produkt ihrer Qua- 
drate folgt: es 
OO} p, 1 O41 pn, 2 = 4 Cu D; 4 : (35) 
Bei Nullsetzen aller Federkonstanten bis auf drei (z. B. c,,¢,,¢,) verschwindet das fiinfte und 
jedes weitere Glied wegen mindestens einer als Faktor auftretenden und verschwindenden Feder- 
konstante. Aus der entstehenden Gleichung dritten Grades ergibt sich fiir das Produkt der Qua- 
drate der drei Wurzeln (4,15 @iy,25 Maur, 3» Welche die Eigenfrequenzen dieses Systems dar- 
stellen: = _ = 

OF or, 1 OZ wr, 2 OA wr, 3 = & Cu Cy Dj yy . (36) 
Ebenso kénnen die Eigenfrequenzen aller weiteren Ersatzsysteme zweiter Art berechnet werden. 


5. Gesetze fiir den Zusammenhang der Eigenfrequenzen des Systems mit jenen der Ersatzsysteme. 
Werden nunmehr die Gln. (29) mit den Gln. (31) bis (33) verglichen, so ergeben sich folgende 
Beziehungen zwischen den Eigenfrequenzen des Hauptsystems und jenen der 
Ersatzsysteme erster Art: 


v v 
SS il 1 
Pr ae ae (31) 
Ta a 
v—1 v Vas v 
PHOS a (38) 
@O2@2 = Da 2 , @2 g 
A=1 pw=A+1 Ae A=1 p=A+l Minato ane 
y—2 v—l v v—2 v—l v 
ie (39) 
Pe Gar = — = < usw 
wt w® wy y > 2 De 3 , : 
A= w=A+1 » u+l mh ad ay A=1 ll =A--1 » wl oO wry Ue) py, 2 a7 My, 3 


XXVIII. Band 1959 H. Neuber: Allgemeine Eigenschaften der Schwingungszahlen 


235 


Andererseits liefert der Vergleich der Gln. (30) mit den Gln. (34) bis (36) folgende Beziehungen 


zwischen den Eigenfrequenzen des Hauptsystems und jenen der Ersatzsysteme 
zweiter Art: 


v v 
Sol = Yat, (40) 
ASL A=1 

1 v v—l1 v 


os O10, = D> Win,a Oi 25 (41) 
A=1 w=A+1 A=1 p=A+1 


v—2 v—l1 v v—2 v—l1 v 
ee OO SD 0 i Os FO) yy, 3 > (42) 
A w=A4+1lv=u4+1 A=1 w=At1 v=p+1 
Den Beziehungen (37) und (40) kommt besondere Bedeutung zu. Diese gehen z. B. auch 
bei Aufteilung des Hauptsystems in zwei Ersatzsysteme in Aussagen iiber den Zusammenhang 
der Eigenfrequenzen des Hauptsystems mit jenen der beiden Ersatzsysteme iiber. 


6. Zerlegung des Hauptsystems in zwei Teilsysteme. Lassen wir zunichst einen Teil des Haupt- 
systems erstarren, so ergibt sich das erste Ersatzsystem erster Art (System I), dessen am einen 
Ende befindliche Masse gleich der Summe der Massen des erstarrten Teiles zu setzen ist, wihrend 
beim zugehérigen zweiten Ersatzsystem erster Art (System I) alle bisher elastischen Verbindungen 
erstarren und alle bisher starren wieder elastisch sind. Sind insgesamt v Federn vorhanden und 
enthalt System I w Federn, so laBt sich Gl. (37) auch auf System I allein und die aus ihm herstell- 
baren Teilsysteme mit nur je einer nichtstarren Feder anwenden; werden die Eigenfrequenzen von 
System I mit w;, und die seiner Teilsysteme (mit nur jeweils einer nicht-starren Feder) mit @, 
(mit A = 1,2... w) bezeichnet, so folgt: 


ea 1 
—— = =. 43 
Ar ot, ~ 2 oe 
Die gleiche Uberlegung liefert fiir System II: 
v—w l v l 
—— ae (44) 
Werden beide Gleichungen addiert, so erscheint auf der rechten Seite offenbar die Summe der 
Kehrwerte der Frequenzquadrate aller Systeme erster Art mit nur einer nicht-starren Feder, die sich 
aus dem Hauptsystem herstellen lassen, d.h. die urspriingliche rechte Seite von Gl. (37) fiir das Haupt- 
system, welche gleich der Summe der Kehrwerte der wirklichen Frequenzquadrate ist. Mithin folgt: 
v l w 1 v—w l 
Be Nees Ny eee , (45) 
Qt Qa t 2 ots 
Auf diese Weise wurde offenbar eine Beziehung zwischen den Eigenfrequenzen des Systems und 
jenen von nur zwei Teilsystemen gewonnen. 
Lésen wir andererseits s Federn, so verbleibt ein Restsystem mit v — s Federn (III). Das zuge- 
hérige Erganzungssystem entsteht, wenn die bei III gelésten Federn wieder eingesetzt, aber alle tibrigen 
Federn gelést werden (System IV). Wenden wir auf beide Systeme Gl. (40) separat an, so folgen: 


os v—s 


> om. = > oi. (46) 
a Gent 

s v 

Od =. (47) 
A=1 A=v—s+1 


Werden beide Gleichungen addiert, so erscheint auf der rechten Seite offenbar die Summe der 
Frequenzquadrate aller Zweimassensysteme zweiter Art, welche sich aus dem Hauptsystem bilden 
lassen. Diese Summe ist aber nach der urspriinglichen Gl. (40) gleich der Summe der wirklichen 
Frequenzquadrate. Mithin folgt: 


v-— S$ s 


> of = > oina + > oiva- (48) 
=5 at jes 


Auch diese Gleichung stellt — ebenso wie Gl. (45) eine Beziehung zwischen den Eigenfrequenzen 
des Systems und jenen von nur zwei Teilsystemen dar. 

7. Aufstellung von Schrankenwerten fiir die Eigenfrequenzen. Aus den Gleichungen (37) und (40) 
lassen sich Schrankenwerte fiir die niedrigste und héchste Kigenfrequenz errechnen. Ist wf eine 
untere Schranke fiir die niedrigste Eigenfrequenz und w* eine obere Schranke fiir die 
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héchste Eigenfrequenz, so ergibt sich apa 


Sa oe ae Pe rs ow? (49) 


A 
Oe > (7, (50) 
A Z 


Definiert man auch fiir die im vorigen Abschnitt eingefiihrten Teilsysteme solche Schrankenwerte, 
so gilt: 


w OD —=10 


1 1 1 1 1 1 

ae Ae ee a a (51) 

OTT a Mi OY Of, <a Or, OF” 
ips == >; ayia) = ult, DG o Wiy, s == >, Wiv 4 = Wiv, s . (52) 

a= 424 
Durch Einsetzen in die Gln. (45) und (48) erhalt man (in Verbindung mit den Gln. (49), (50), (37) u. (40): 
1 1 1 

= ue 53 
af? — oft 1 oF” ©) 
ws? = wiit,.—s + wi, .- (54) 


8. Besonderheiten bei Systemen mit statisch unbestimmtem Aufbau. Bei Systemen mit statisch 
unbestimmtem Aufbau enthalten die Ausgangsgleichungen in Wirklichkeit weniger linear von 
einander unabhangige Bedingungen als ihrer Zahl entspricht. So werden z. B. bei eindimensional 
statisch unbestimmten Systemen (vgl. Seite 237, 3.Beispiel) fiir das Gleichgewicht an einzelnen Massen 
infolge der iiberzahligen Federn mehr Gleichgewichtsbedingungen vom Typ der Gl. (3) zugrunde gelegt, 
als Massen vorhanden sind; bei ebenen statisch unbestimmten Systemen treten mehr Gleichungen 
vom Typ (3) auf als der doppelten Anzahl der Massen entspricht, bei raumlich statisch unbestimmten 
Systemen mehr Gleichungen vom Typ (3) als der dreifachen Anzahl der Massen entspricht. Nach 
den Gesetzen der Statik bzw. entsprechend der Vektoreigenschaft der Kraft mu daher ein Teil 
dieser Gleichungen eine Folge der iibrigen sein. In der Frequenzgleichung (25) kommt dieser 
Sachverhait darin zum Ausdruck, dafs je nach dem Grad der statischen Unbestimmtheit des Systems 
die Koeffizienten der ersten Glieder der Potenzreihe verschwinden. So wird bei allen Systemen 
mit einfach statisch unbestimmtem Aufbau D = 0; bei zweifach unbestimmtem Aufbau ver- 
schwinden auBer D auch alle D,, bei dreifach Sratiseh unbestimmtem Aufbau aufBer D auch 
alle D, und Die und so fort. Wird der Grad der statischen Unbestimmtheit mit s 
bezeichnet, so folgt, daB s Wurzeln der Frequenzgleichung verschwinden, und 
zwar nicht nur beim wirklichen System,sondern zugleich auch bei allen herstell- 
baren Ersatzsystemen erster Art. Bei folgerichtiger Anwendung der Uberlegungen des 
vorigen Abschnittes, insbesondere der Tatsache, daB sich die Produktdarstellungen (27) und (28) 
infolge des Verschwindens von s Frequenzen auf folgende Formen reduzieren lassen: 


1 1 (A 1 1 1 
& wo, | ae ow, ete & ai) =0, (55) 


(wo? — wi.) (@? -- wi42)...(@? —@?) =0, (56) 
ergeben sich nacheinander fiir die Fille s = 1, s = 2 usw. die nachstehenden Beziehungen. 
6 == ll 


D=0 ? a 0 ? Wy = 0, 4 pal = 0, (; rE 0 USW. , (57) 
v Neectl 
l as v 
Tel Se 64 ¢, ‘Hy DE, D,, wae 
SS Sl ee 
v—l v v—2 v—l1 v 
il 1 = ih = 
we ie ies —~— D,,,/ >'—D,. (59) 
Pi w? w? Cy Cy Cy *#Y Ore: 
A=2 u=A+1 Au A=1 w=A41 v=n+1 Eh f A=1 a 
Se 
D== 0. D,=0, On— ie O, = 0. oO, = 0, Op == 05 Or ,9 = 0, (60) 
O,ny,1 =O; OF ong = 9 uswW., 
v v—2 v—1 v jv—l1 v ‘ 
1 =F 1 _ | l = 
pas eae Po Di ri ek papers (61) 
1 pire A hy See b gs aa B 


v—l 


ma » ae = >e 3 > 1 oA Su eve Dane > oat usw. (62) 


=3 u=A+ L np=A+ y=u+1l o=r+ { 2=) pHa 
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Man erkennt, da anstelle von Gl. (37) bei einfach statisch unbestimmten Systemen Gl. (58), 
bei zweifach unbestimmten Systemen Gl. (61) usw. zu setzen ist. Entsprechend ist die rechte Seite 
von Gl. (49) fiir die untere Frequenzschranke zu modifizieren. Wird die Zahl der bei einem s-fach 
unbestimmten System méglichen Ersatzsysteme erster Art mit der zur Schwingungsfahigkeit 
mindest erforderlichen Zahl (s+1) elastischer Federn mit t bezeichnet und werden die GréBen 
Ws41, 9 (Statt@j,,».....41) anstelle der zugehérigen Eigenfrequenzen benutzt, so gilt}; 


v t 
1 1 1 
2 2) 8,,, = OF (03) 
Bei Zerlegung in zwei Teilsysteme erster Art entsprechend den Darlegungen des vorigen Abschnittes 
seien sy und sj; die Grade der statischen Unbestimmtheit der beiden Teilsysteme, t; und ty die 
Zahlen der in jedem Teilsystem méglichen Ersatzsysteme erster Art mit (s; + 1) baw. (sy + 1) 
nicht-starren Federn, so geht Gl. (52) in folgende Form iiber: 
il 1 1 

ot 

Von Ausnahmefallen abgesehen gilt: 


v Ww UU 
ee eee ee al (65) 


Die so gewonnenen Regeln haben fir alle Systeme Giltigkeit, einschlieBlich der statisch be- 
stimmten Systeme, fiir welche sich mit s = 0 die Beziehungen des vorigen Abschnittes ergeben. 
Bei den Gln. (40), (41), (42), (46), (47), (48), (50), (52) und (54) stéren die bei statischer Unbestimmt- 
heit hereinkommenden Nullfrequenzen nicht, so da diese Beziehungen auch bei statisch unbestimm- 
ten Systemen unmittelbar brauchbar bleiben. Die nachstehende Tabelle gibt einen Uberblick 
iiber die einfachsten linearen, ebenen und réumlichen Systeme (n ist Anzahl der Massen): 


1 
oy i 
Oe 


(64) 


eT 2 = 8 
Ost el OTT, sqt+1 


v n s t 
1 2 0 0 
Eindimensionale 9 3 0 9 
Systeme - f 


w 
ew 
So 
w 


fon 
us 
= 
pes 
w 


Ebene Systeme 
(66) 


Raumliche Systeme 


SBB&&BeSSuP III 


A 


1 Die wirklichen Eigenfrequenzen 
= Fe a 2 tee = ok 
Din = ati 7«) bzw. bei s=2: Paws | (2 de Md at ‘ 
| 


sind beis =1: 


Chee) \ C2 a Chon Crh on C2 Cue Rey 
Die in GI. (63) verwendeten HilfsgréBen errechnen sich dagegen aus 
—_— v — _ 0 —— v — 
Dia | Da Diy Din 
ba 


co, ¢ 
CNG] A C4: GORE! a TEC ACu 


Ingenieur-Archiv 


938 H. Neuber: Allgemeine Eigenschaften der Schwingungszahlen 


9. Anwendungen in der Kontinuumsmechanik. a) Longitudinalschwingungen eines 
prismatischen Stabes. Wohl das einfachste Beispiel aus der Mechanik der Kontinua bietet 
sich bei der Untersuchung der Longitudinalschwingungen prismatischer Stabe an (Abb. 3). E sei 
der Elastizitaétsmodul des als homogen, isotrop und linear-elastisch angenommenen Werkstoffes, 


Abb. 3. Zur Longitudinalschwingung prismatischer Stabe. Abb, 4. Zur Torsionsschwingung prismatischer Stabe. 


0 seine Masse pro Langeneinheit, F der Stabquerschnitt, x die Koordinate in Langsrichtung und 
V(«,t) die Verschiebung. Dann lautet bekanntlich die Differentialgleichung der Longitudinal- 
schwingungen: 


se(EP Re) 9a = 9 (67) 
Alle Léstingen von der Form (fur BF = Konat p=: Konst) 
eee Peer Ga u(a ay ly (eee (68) 
erfillen die Randbedingungen 
se -0 fir «=0 und x=1, (69) 


an den Stabenden (I Stablange). Die zugehérigen Kigenfrequenzen «, errechnen sich aus den 


Gln. (67) und (68). Es folgt 
iE 
ap ~ EFE a) 


Zur Kontrolle der in den vorausgehenden Abschnitten entwickelten Theorie denken wir uns 
nunmehr den Stab erstarrt, bis auf das kleine Element von der Lange dx, soda es sich um ein 
von den beiden Teilmassen 0 x und g (1 — x) gebildetes Zweimassensystem handelt. Fiir die Feder- 
konstante des elastischen Zwischengliedes folgt E F/dx. Entsprechend der Frequenzgleichung 
fiir das Zweimassensystem gilt: 


1— x) dx. (71) 


Die Summe dieser Kehrwerte der Frequenzquadrate muB aber gema® (G1. (37) mit der Summe der 

Kehrwerte der wirklichen Frequenzquadrate iibereinstimmen. Da die rechte Seite von Gl. (71) 

die GréBenordnung eines Differentials besitzt, tritt an die Stelle der Summe ein Integral. Es folgt: 
l 


1 0 ‘ Ole 
es e (| — x) dx = —— 2 
aS ain ea x) dx = Oe (72) 
0 
Andererseits liefert die Summation der Gl. (70) (¢ (2) Zetafunktion mit Argument 2): 
See a! ek Ql = OF aoe Hee 
a oR PEF ay ke EF) = 6 EF" ey 


Man erkennt die véllige Ubereinstimmung mit Gl. (72): 

b) Torsionsschwingungen eines prismatischen Stabes. Ahnliche Verhiltnisse liegen 
bei Drehschwingungen prismatischer Stabe vor (Abb. 4). An die Stelle der Zugsteifigkeit tritt 
jetzt die Torsionssteifigkeit G J, an die Stelle der Masse die Drehmasse 0* pro Langeneinheit, 
welche auch Zusatzscheiben beriicksichtigt, die ohne Einflu® auf die Drillsteifigkeit sind. Fiir 
den Drillwinkel ~ kommen Liésungen von der Form (68) mit den analogen Randbedingungen in 
Betracht, so daB sich fiir die zugehorigen Kigenfrequenzen ergibt (fiir @* = Konst.,G J, = Konst.): 

1 Orr 

wm ~~ 026 Irie * (74) 
Die Summe liefert: 
Nene Chap 


— o% 6GJr’ (75) 
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LaBt man den Stab andererseits vollstandig erstarren bis auf ein elastisches Element von der 


Lange dx, so hat dieses Element die Federkonstante G J,/dx. Die zugehérige Drehschwingungs- 
frequenz wird 


eb | (76 
G Jr 5 7 be me 
x l—.x 


Die Summation aller derartiger Frequenzen liefert das Integral 
1 


1 o* Ff 
B= Girt | x (l— x) dx. (77) 


6 

Wieder erkennt man Ubereinstimmung mit Gl. (75), also Bestatigung der grundlegenden Be- 
ziehung (37). 

c) Biegeschwingungen prismatischer Stabe. Ein prismatischer Stab mit gleichmaBig 

verteilter Massenbelegung sei beiderseits gelenkig gelagert (Abb. 5). Ist wieder E der Elastizitits- 


Abb. 5. Zur Biegeschwingung prismatischer Stabe. 


modul, ferner J das Flachentragheitsmoment des Querschnittes, bezogen auf die durch den Quer- 
schnittsschwerpunkt gehende und zur Biegeebene senkrechte Achse, welche zugleich Querschnitts- 


hauptachse sei, ist ferner wieder 9 die Masse pro Langeneinheit und @ das Massentragheitsmoment 
des Stabes pro Langeneinheit (bezogen auf dieselbe Achse wie das Flachentragheitsmoment), so 
ergibt sich fiir die Durchbiegung 77 die bekannte Differentialgleichung vierter Ordnung: 


CIGD egg) = 05 () (78) 
mit den Randbedingungen 
hi -0. weds 7. (0 fires = 0) “und i=. (79) 
Infolge dieser Randbedingungen kommen nur Lésungen in folgender Form in Betracht (fiir E J 
= konst., 9 = konst., 9 = konst.): 


ty = Cy sin ee |sin (og) (80) 
Durch Einsetzen in die Differentialgleichung folgt: 
1 F / @P OQ 81 
a= el Set ae 6) 
Die Summation liefert 7 
“Sel Od Oe pt nO 
> ag Ea (ae + 22)) = By (co +3}: (82) 


LaBt man andererseits den Stab erstarren bis auf ein Element von der Lange dx, so entsteht 
ein Schwingungssystem mit zwei starren Staben, welche durch ein elastisches Gelenk verbunden 
sind. Dieses Gelenk iibertragt sowohl ein Biegemoment, als auch eine Querkraft. Die auBeren 
Enden beider Stabe sind — entsprechend den Randbedingungen des Hauptsystems — gelenkig 
gelagert!. Wird die Querverschiebung am Gelenk (Durchbiegung) wieder mit 7 bezeichnet, so folgt 
geometrisch (q, und ~, Drehwinkel): 

A 
eos = ? 2 = aS : (83) 

Ist M das im Gelenk iibertragene Biegemoment und V die Querkraft, so folgen fiir die beiden 
separat betrachteten Teilstabe als Bedingungen fiir das Momentengleichgewicht in bezug auf das 
jeweilige Auflager . 

—VxtiM+0,9%,=9, (84) 


V(t—x) + M + 6, ¢, =0. (85) 


1 Dort sind unendlich groBe Punktmassen zu denken. 
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Hierbei sind O, und O, die zugehérigen, auf das jeweilige Auflager bezogenen Massentragheits- 
momente, welche sich definitionsgemaB zu 


0,=F8+0x, 0, = + (— 2)? + Ob —») (86) 
ergeben. Wird die Querkraft durch Multiplikation von Gl. (84) mit (1 — x) und Gl. (85) mit « und 
Addition eliminiert und werden die Werte von :, und g, aus den GJn. (83) und von 0, und @, aus 


den Gln. (86) eingesetzt, so folgt: 
MI+ (5 2+6 x) oe 6S (i—x)? + 6(I— =|" Sap. (87) 


Wird noch der durch das lineare Elastizitatsgesetz gegebene Zusammenhang zwischen Biege- 
moment und Durchbiegung 


ay yf | pa ett pla 
bs er = Bd ero 8} 
beriicksichtigt, so ergibt sich durch Kombination mit Gl. (87) fiir den Kehrwert des Quadrates der 
Eigenfrequenz des Ersatzsystems die Beziehung: 


1 1 0 ae 4 
m= Eile *%l—9 +0 x (l— x) dx. (89) 
Die Summation liefert ’ 
1 ao 1 er Rf) pep wh insets = ccs eb or 
== ETI sped x) dv +O | x(l +) de| = a5 ($9 + G)> (90) 
6 d 


also Ubereinstimmung mit Gl. (82). 

Damit ist auch fiir dieses kompliziertere Problem die Giltigkeit des allgemeinen Gesetzes fiir 
den Zusammenhang der wirklichen Eigenfrequenzen mit jenen der durch Erstarrung gewonnenen 
Ersatzsysteme erster Art nachgewiesen. 

Es ist leicht einzusehen, da8 man sich die rechten Seiten der Gln. (37), (38) u. (39) bei Kontinua- 
problemen auch dann verhaltnismabig einfach durch Integration verschaffen kann, wenn die Verteilung 
der Massen und der Steifigkeitswerte nicht konstant ist, wie hier der Ubersichtlichkeit halber und 
zwecks Durchfiihrung der Kontrollrechnung angenommen wurde. Die Uberlegungen liefern insbeson- 
dere auch dann wertvolle Frequenzschranken, wenn die exakten Lésungen der jeweiligen Differential- 
gleichungen nicht bekannt sind. Im Falle der Longitudinalschwingungen von Staben mit verander- 
licher Masse 0 = 0(x) und veranderlicher Steifigkeit E F = f(x) erhalt man beispielsweise fiir die mit 
A, Bund C bezeichneten rechten Seiten der Gln. (37) bis (39) die nachstehend angegebenen Integrale. 

d) Longitudinalschwingungen bei verduderlicher Masse und Steifigkeit. Mit 
Einfihrung der Hilfsfunktion (Masse bis zur Stelle x, vgl. Abb. 6) 

x I 


px) = tS fe dé mit mt = | o(x) dx , (91) 


Zz 


ms 


Abb, 6, Zur Longitudinalschwingung bei veranderlicher Masse und Steifigkeit. 


erhalt man fir die rechten Seiten der Gln. (37), (38), (39): 
1 


A=m | (x) [1 — p(x) ] or 
dx 
Bam | Fey me) | 7g) We) A nO) oe) 


5 [| a eed. "dz 
C= me | py mle) | Fiyy ldo) — mel | 7 We) — HOM] B— He 


6 ; : 
und so fort. - y 
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Nach Ermittlung dieser GréBen lassen sich auBer der Schranke (49) fiir die Grundfrequenz 
weitere verbesserte Schrankenwerte — wie folgt — angeben. 


10. Aufstellung verbesserter Frequenzschranken. Wird Gleichung (37) quadriert, so erhalt man 


mit Bezug auf Gl. 38) 
1 2 
re eae (93) 


ae ee (94) 


Weiter liefert die dritte Potenz von Gl. (37) in Verbindung mit den Gin. (38) und (39) die noch 
genauere Schranke wf ** fiir die Grundfrequenz 

1 : 
und so fort. 


Mit Verwendung einer der héheren Schranken der Grundfrequenz laBt sich weiter auch die 
zweite Eigenfrequenz abschatzen, z. B.: 


(96) 


Sind geniigend viele der GroBen A, B, C usw. errechnet, so lassen sich eine Reihe von Frequenzen 
mit praktisch ausreichender Genauigkeit abschatzen. 


11. SchluBbemerkung. Die aufgestellten Frequenzregeln gestatten, die wirklichen Eigenfrequen- 
zen des jeweiligen Systems in guter Naherung aus den Eigenfrequenzen einfach gebauter Ersatz- 
systeme zu errechnen. Bei Kontinuaproblemen treten Integrale auf, welche auch bei verander- 
licher Massen- und Steifigkeitsverteilung keine grundsatzlichen Schwierigkeiten bereiten. Es 
lassen sich auch beliebige Auflagerbedingungen durch Einfiihrung unendlich groBer Punktmassen 
beriicksichtigen. Dadurch eréffnen sich neue Wege zur vereinfachten Berechnung von Frequenz- 
schranken, welche insbesondere bei kompliziert gelagerten Problemen der technischen Praxis 
wertyolle Hilfe leisten kénnen. 


(Eingegangen am 15. Dezember 1958.) 
Anschrift des Verfassers: Prof. Dr. H. Neuber, Starnberg bei Miinchen, Max-Emanuel-Str. 10. 
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Die Naherungsformel von Dunkerley 
und ahnliche Formeln fiir die Eigenwerte bei Schwingungsaufgaben 


Von Folke K. G. Odqvist 
Wenn man das Problem der kleinen Schwingungen von n Massen Q; (i = 1... mn) behandelt, 
kann man von der Beziehung zwischen Verschiebung y; und Riickstellkraft P; in der Form 
¥ = 0, Pi poe Pet oi, = 2 (1) 
j 
ausgehen und P; mit den Tragheitskraften 
Qj; 0" 


des mit dem Eigenwert @ der Winkelfrequenz schwingenden Systems identifizieren. Mit der Be- 
zeichnung a; ;Q; = 1/wi; gelangt man so zur Frequenzdeterminante 


|1/ot, == Lot, ot Los aoe (2) 
Vor: oi» Oe, = lio 
Andererseits kann man aber auch das System (1) nach P; in der Form 
P,=kay, +++: hin ¥n = & BiG % (3) 
auflésen und gelangt dann mit der Bezeichnung 


oF; = k;/Q; 


zu der mit (2) gleichwertigen Frequenzdeterminante 


=O" 4 
| We w ee 


Die beiden Determinanten (2) und (4) lassen sich in der gemeinsamen Form 


ever c | 
11 ROLY Eee a ee fy (5) 
C1 tte Cee | 
zusammenfassen und sodann entwickeln 
n n—1 — a =e 
a — Az te A ce (eh AS (6) 
worin 
n n c. Cc | n Cii Ci; Cik le C 
—— — ti ij ieee : \“An © 0° Say, 
Ay = D>; Gi A, = >) | i pela Cre GG Gk AL =| (7) 
u i<j oi CFF ti<j<k Petco 


[ni eg Chk 
gesetzt worden ist, und man je nachdem fiir c;; die Groen 1/wj; baw. @?; und fiir z die GréBe 1/w* 
oder aber @* einzusetzen hat. Bei numerischen Rechnungen empfiehlt es sich, wie wir spater an 
Hand eines Beispiels sehen werden, die GréBen ¢;; mit einem konstanten Faktor zu multiplizieren 
und die GréoBe z entsprechend zu modifizieren. 

Wenn man bei der Auflésung der Gleichung (6) beachtet, daB unter Umstanden die nachfolgenden 
Glieder im Vergleich zu den vorangehenden klein sind, so erhalt man als erste Annaherung fiir 
die gréBte Wurzel 

== Ay (8) 
Die eben erwahnte Identifizierung der Gleichung (6) mit (2) bzw. (4) liefert dann die bekannte 
Naherungsformel von J. Dunkerley fiir den niedrigsten bzw. diejenige von R. V. Southwell»? fir 
den héchsten Eigenwert unseres Schwingungsproblems und zwar erhalt man mit (8) eine untere 
Schranke fiir den niedrigsten Kigenwert und eine obere Schranke fiir den héchsten Eigenwert.* 


' H, Lamb u. R. V. Southwell, Proc. Roy. Soc. A, 99, (1921) S. 272. 
® R.V. Southwell, Proc. Roy. Soc. A., 101 (1922) S. 133. 


2 C. B. Biezeno u. R.Grammel, Technische Dynamik, 2. Aufl., Bd. II, S. 190—191 u. Bd. I, S. 97—104. 
Berlin/Gottingen/Heidelberg: 1953. 
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Es liegt nun der Gedanke nahe, einen Schritt weiter zu gehen und ein weiteres Glied der Ent- 
wicklung (6) zu beriicksichtigen. In der Tat ist dies der Weg, den schon E. Hahn! bei der theore- 
tischen Begriindung der zum ersten Mal von J. Dunkerley? auf experimentellen Wege gefundenen 
Formel (8), gegangen ist. 

Bekanntlich hat die Gleichung (6) genau n reelle positive Wurzeln z;, (i = 1...n), von denen 
wir voraussetzen, daB z, > 2, >--- > 2, > 0. Die Matrix ¢,; ist zwar nicht selbst symmetrisch 
aber man kann leicht zeigen, da die Koeffizienten A,, 4,,..., A, der Gleichung (6) alle periay: 
sind, vgl. C. B. Biezeno und R. Grammel*. Somit hat die Gleichung (6) genau n Zeichenwechsel 
im Sinne der Zeichenregel von Cartesius. Als Verallgemeinerung der Lésung (8) fiir die gréBte 
Wurzel 1a8t sich dann in erster Annaiherung anschreiben (4, = 1) 


2, = A,/A;_4, C= 1... ne (9) 


Diese Gleichung enthalt als Spezialfalle die Formel von Dunkerley fiir i = 1 und die Formel 
von Southwell fir 1 =n falls die Gleichung (5) mit der Gleichung (2) identifiziert wird. Unter 
Verallgemeimerung der Hahnschen Betrachtungsweise erhalt man in zweiter Annaherung 


a; ‘ * 

bm EA 8 Aig AP A == Woo ome il. (10) 
%i4+1 
Eine allgemeine Voraussetzung fiir die Giite der Annaherung ist, daB die Wurzeln z, weit auseinander 
liegen, was zur Folge hat, daB die Koeffizienten A; mit i rasch abnehmen. 


Abb. 1. Berechnungsbeispiel eines frei gestiitzten Balkens mit vier konzentrierten Massen. 


Wir wollen die obige Betrachtungsweise an Hand eines praktischen Beispiels naher erlautern. 
Es handelt sich um den Fall der Querschwingungen eines in A und B frei gestiitzten, mehrfach 
mit konzentrierten Massen besetzten massenlosen Balkens ABC mit Uberhang BC nach Abb. 1. 
Es ist dies im allgemeinen ein Fall starker elastischer Kupplung, genau wie bei dem urspriinglich 


von J. Dunkerley experimentell angeschnittenen Fall. Wir haben also vier Punktmassen Q, - - - Q, 
und setzen speziell 
Q,=140,, Q; = 1.20, 
Q,=419,, L/l= 0,3, (11) 
LiL 0,5, Ll = 0,8. 
LjL= 0,3, 


Die Biegesteifigkeit sei konstant = E I auf der Strecke AB und = EF 1/4 auf der Strecke BC. 
Hierdurch ergibt sich fiir die Matrix 


0,0147000 0,0165000 0,0087000 0,0136500 


0,0165000 0,0208333 0,0118333 —-0,0187500 

E Ia, {2 = i (12) 
a 0,0087000 0,0118333 0,0085333 —-0,0144000 
| 0,0136500 0,0187500 0,0144000 — 0,0066000 


Um den EinfluB des gegenseitigen Abstands der Wurzeln der Gleichung (6) naher zu beleuchten, 
wollen wir dem Faktor/ je sechs verschiedene Werte geben: 1, 0,1, 0,01, 0,001, 0,0001 und 0. 
Der Fall 4 = 0, d. h. der Fall von nur drei Massen und Balken ohne Uberhang, deckt sich genau 
mit einem von E. Hiibner*, S. 123, behandelten Beispiel. Bei Hiibner finden sich numerische Fehler 
bei Berechnung der Eigenwerte, die hier berichtigt werden. 


1 E. Hahn, Schweiz. Bauztg. 72 (1918) S. 191. 
2 J. Dunkerley, Phil. Trans. Roy. Soc. A., 185 (1894) 2209. 
3 Siehe FuBnote 3 S. 242. ; 
4 E. Hiibner, Technische Schwingungslehre, Berlin 1957. 
los 
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Wir setzen nun z = 100 £ I/Q, 13m? und bekommen alsdann fiir die Matrix ¢;; = 1004; ;Q; 
mit den obigen speziellen Annahmen (11) 


1,47000 2,31000 1,04400 5,46000 A 
1,65000 2,91666 1,42000 7,50000 A as) 
“i ™ 1 0,87000 1,65666 1,02400 5,76000 2 
| 1,36500 2,62500 1,72800 26,40000 A 
und die Formeln (7) liefern 
a A, Ay 7s A, 

0 5,41066 1,707193 0,087695 0 

0,0001 5,41330 1,717768 0,090654 0,000145005 

0,001 5,43706 1,812941 0,117288 0,001450055 

0,01 5,67466 2.764670 0,383624 0,01450055 

0,1 8,05066 12,281967 3,046987 0,1450055 

1 31,81066 107,454973 29,680618 1,450055 


Die Tabelle S. 245 zeigt das Ergebnis der Rechnung mit den Formeln (9) baw. (10) sowie die exakten 
Wurzeln der Gleichung (6) mit dem Newtonschen Verfahren bestimmt. Die Abhangigkeit der Wurzeln 
von A geht deutlich aus der Abb. 2 im doppeltlogarithmischen MaBstab hervor. Offenbar ist der 


100 


10 


01 


0,01 


0001 
0.00001 00007 0,001 0,07 Q1 7 


Abb. 2. Abhangigkeit der vier Eigenwerte von der vierten Masse (A = Q,/4 Q,). 


Variationsbereich von A geniigend gro um die Kinwirkung je auf alle vier Wurzeln hervortreten 
zu lassen. Es ist erstaunlich, da die rauhe Formel (9) ziemlich gute N aherungswerte liefert, auch. 
in solchen Teilgebieten des Lésungsfeldes, wo die Wurzeln stark von A abhangen. Die Formel (10) 
liefert im allgemeinen eine Verbesserung, besonders fiir die gréBte Wurzel, wie schon von E. Hahn 
erkannt, aber auch z. B. fiir die kleinste. Es kann jedoch zutreffen, daB tiberhaupt keine Ver- 
besserung erhaltlich ist und zwar wegen Imaginarwerden der Wurzeln. Dies ist dann ein Zeichen 
dafiir, daB man sich im Gebiet der starken Abhangigkeit von A befindet. Die N aherungsformeln 
liefern unter allen Umstinden brauchbare Ausgangswerte fiir eine genaue Bestimmung der Wur- 
zeln, z. B. mit dem Newtonschen Verfahren. Sie diirften auch fiir die angenaherte Bestimmung. 
z. B. von kritischen Drehzahlen von Rotoren Verwendung finden und zwar nicht nur fir die 
niedrigste, wie bis jetzt iiblich, sondern auch fiir alle praktisch wichtige Eigenwerte. 
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Die numerischen Rechnungen wurden von Herrn P. Hérnquist kontrolliert. 


4a 0,0001 | 0,001 | 0,01 0,1 1,0 
| Formel | | 
a. | Obi=1 5,413 5,437 25,075 8,051 31,81 
(10) i=1 5,075 5,080 5,136 6,006 27,97 
exakt 5,0786 5,0851 | 5,1524 6,1265 28,013 
Zo O)i=2 0,318 0,333 0,487 1,53 3,38 
| Q0)i=1 0,338 0,357 0,538 2,05 3,84 
(10) i=2 0,251 0,245 as ee) 3,08 
| exakt 0,2687 0,2710 0,3172 1,6304 3,5003 
zy (9) i=3 0,0527 0.0647 ~— 0,139 0,249 0,276 
(10) i= 2 0,0668 0,0882 = 0,309 0,305 
(10) i=3 0,0511 0,048.1 = 0,184 0,212 
exakt 0,06436 0,06479  —-0,1430 0,2309 0,2350 
4 0,00160 00124 ——-:0,0378 0,0475 0,0489 
(0)i=3 0,00165 0,0167 = 0,0642 0,0635 
exakt 0,001651 0.01624 0,06205 0,06287 0,06292 


Zum SchluB sei noch erwahnt, da durch neuere Arbeiten von T. Kato! und besonders von 
G. Temple®»* das Problem der oberen und unteren Schranken beliebiger Eigenwerte von sehr 
allgemeinen schwingenden Systemen vom theoretischen Gesichtspunkt aus behandelt und ge- 
wissermaBen zum AbschluB gebracht worden ist. Die Bemerkungen der vorliegenden Arbeit 


diirften trotzdem fiir numerische Berechnungen von Interesse sein. 


(Eingegangen am 25. Oktober 1958. ) 


Anschrift des Verfassers: Professor Folke K. G. Odqvist, Kungl. Tekniska Hégskolan, Stockholm. 


1 T, Kato, Journal Phys. Soc. Jap. 4 (1949) S. 334. 


2 G. Temple, Proc. Roy. Soc. A, 211 (1952) S. 204. 


3 G. Temple, Mathematika 2 (1955) S. 39. 
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Variational Theorems in General Viscoelasticity 
By W. Olszak and P. Perzyna 


The available extremum theorems in the mechanics of rheological bodies are formulated for 
variations of the strain rates aad stress rates or, which is equivalent, for variations of their in- 
crementst” 8, 

The object of this paper is to derive variational theorems for various models of anisotropic 
rheological bodies the quantities undergoing variations being stresses and strains. This will be 
shown to have a considerable technical importance. 

It will be proved that a formal treatment consisting in introducing operational symbolism 
presents not only the advantage of compact and uniform notation, but also enables some gene- 
ralizations impossible to obtain with classical treatment. 

The operational notation is extensively used in some investigations, cf. for instance the papers 
by T. Alfrey*, M. A. Biot®®", A. M. Freudenthal’. It enabled these authors to obtain some 
results of general nature, for instance the demonstration of the visco-elastic analogy* ®. 

In the present paper, by using the operational notation for phenomenological relations, as 
was done by M. A. Biot®, the notion of matrices is introduced the elements of which are analytic 
functions of the differential operator p or the integral operator p™! = l. 

These matrices may be treated as ordinary matrices with constant elements, as pointed out 
by M. A. Biot®; their operational character should only be taken into account in the final results. 

In view of the commutative property of the differential and variational operations as well as 
integral and variational operations, the original property of a matrix may be preserved during 
the formulation of the variational theorems. 


1. In the first part of the paper we shall be concerned with formulating the phenomenological 
relations for inelastic anisotropic bodies. 
It will be shown that for any linear rheological model the physical relations may be written 
in the following form: 
ii = Hix 9% (1.1) 


where the matrix [H‘/"'] is defined as a certain operational matrix. The form of this matrix will 
be shown for the most important rheological models. 

The Voigt Model of an Anisotropic Body. Denoting by [E‘/*'] the matrix of the 
moduli of elasticity, and by [y'/*'] the matrix of the moduli of viscosity, the physical law for 
this model may be expressed in the form 

Hi = (Bim + pail”) ey. (1.2) 
We have, therefore, 


[Hijk] = [EU 4 p yiiky, (1.3) 


The Maxwell Model of an Anisotropic Body. Denoting by [¥;/| the matrix the 
elements of which are inverted relaxation times, different for different directions (in view of the 
anisotropy assumed), we obtain the relation 


pris phite, —yat*, (1.4) 
which may be written thus 
ik ij iy 
(p dni + yuh) 4 = p E'i*6,,. (1.5) 
* A, Wang and W. Prager, Journal of the Aeronautical Sciences 21 (1954) p. 343. 
2 R. Hill, J. Mech. Phys. Solids 5 (1956) p. 66. 
3 W. Olszak and P. Perzyna, Arch. Mech. Stos. 6 (1957) p. 695. 
* T. Alfrey, Non-Homogeneous Stresses in Visco-Elastic Media, Quarterly of Applied Mathematics, (1944), 
pauls: 
5 M. A. Biot, J. Applied Physics 25 (1954) p. 1385. 
° M. A. Biot, Variational and Lagrangian Methods in Viscoelasticity, Deformation and Flow of Solids, 
ed. R. Grammel, L'UTAM Colloquium, Madrid (1955), Berlin/Gottingen/Heidelberg: Springer (1956), p. 251. 
? 


M. A, Biot, J. Applied Physics 27 (1956) p. 140. 
° A. M. Freudenthal, H. Geiringer, Handbuch der Physik-Encyclopedia of Physics, vol. 6, Elasticity and 
Plasticity, Berlin/Géttingen/Heidelberg: Springer 1958. 
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Let us denote [An] = [p Oe + vi] , and by [Bi; = [Ai7 ~” the inverse matrix. Multiplying 
the Eq. (1.5) by the matrix [Bri] we obtain 
Ay Bayt = p Ber»? BETe (1.6) 
Gert Pia p EPH. Bie. (1.7) 
Hence, in the case of a Maxwell body, the physical relations may be expressed in the form of 
the relation 
ti = P Buvxs BY, by . 1.8 
We have, therefore, ; 
[Hike ae [p Errk Bel (1.9) 
The Standard Model of an Anisotropic Body. The physical relations for this model 
have the form 


prit pyat* = Be 9, + pate, (1.10) 
which, after transformation, may be written thus 
vid = (EHr*A 4p purndy Bide, (1.11) 
Hence, we have 
[HIM] = [Beh + payee!) Bi]. (1.12) 


The Boltzmann Model of an Anisotropic Body. For this model we have the following 
basic relation: 

vd = {Es*4 _] R44 (t—7)he,,. (1.13) 
Hence, 
(His!) == [Etyk! _] Rik! (¢—7)]. (1.14) 

In further considerations, we shall use the phenomenological relation expressed by the Eq. 
(1.1). Next, two fundamental properties of the matrix [H'‘/*'], important for the proof of the 
variational theorem, will be demonstrated. 

The first property of the matrix [H‘/*'] follows from the assumption of Onsager’s theory. 
This theory” *4 shows that if the rheological law is linear, which is the case for (1.1), the matrix 
[H‘J*") is symmetric.5 

Hence the matrix [H‘/*'] contains 21 different elements which are constituted by certain 
operators?. 

The second property of the matrix [H‘/*'] will be derived from the principles of thermo- 
dynamics of irreversible processes; we shall show that the matrix [H'‘/*'] is positive definite. 

This will be demonstrated in detail for the Voigt model. Let us introduce the following two 
functions 


_ 


WF ee y Daca Ey) Ens - (1.15) 


9 
D =F PH” bg5 Sun « (1.16) 


The first represents the potential energy of an anisotropic body (the energy of pure elastic 
deformation), the second stands for the energy of dissipation. Using Lagrangian methods*°, 
we obtain 

Pico eee (1.17) 


which leads to Voigt’s relation (1.2). 


1 The rheological relations (1.1) yield the relations derived by M. A. Biot (cf. references in footnotes 5 
and 6 on page 246) if we assume 


[Hight] = [Pijky] =| [ea Eijki(r) v(r) dr + Eigkl + pyiikl), 
0 


2 Cf. footnote 6 on page 246. 
3 §. R. De Groot, Thermodynamics of Irreversible Processes, Interscience Publishers Inc., New York, 1952. 


4 H, Ziegler, Ing.-Archiv 25 (1957) p. 958. : w- ; 
5 An attempt to generalize Onsager’s relations to non-linear phenomenological laws is given in the paper 


by H. Ziegler, ZAMP. 96 (1958) p. 748. 
6 Cf. footnote 7 on page 246. 
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The functions (1.15) and (1.16) are quadratic positive definite forms: the first in view of the 
definition of the elastic potential, the second on the basis of the second law of thermodynamics. 
If s denotes the entropy of the system, the entropy increment is such 


ds = ds, + ds;, (1.18) 


where ds, is the entropy increment due to the external agents, ds; being the internal entropy 
increment of the irreversible process?. 
The second law of thermodynamics for irreversible processes may be written thus 


ds, > 0. (1.19) 


The increment ds; of the internal entropy is the result of dissipation. Hence, the function D 
must also be positive definite. 

In consequence of the dissipation, the entropy of the system increases, entropy production 
taking place. 

It follows that the operational matrix for a Voigt body 


[Hii = [EUR + pyiikl] 
is positive definite, being a sum of two positive definite matrices. 


Similarly, on the basis of the second law of thermodynamics (1.19), we may demonstrate the 
matrix [H‘j*"] to be positive for other models of rheological bodies. 


2. Let us formulate now the variational problem. For this purpose let us consider a body of 
volume V, bounded by a closed surface S. We shall assume that the surface S is sufficiently regular. 
The boundary conditions are expressed in a mixed form, the forces F; being known on the surface 
S,, and the displacements u; on the surface S,; the relation S, + S, = S is satisfied. Let (tJ, 
€;;) denote the real states of stress and strain corresponding to the 2 even boundary conditions. 

Next, let us define the comparative states. The state (rij, e7;) will be called an vices 
cae of the first kind. Such a state is obtained by seen to the real strain ¢;; the variation de; ; 
80 €) = &; + de;; follows from the patel tae field u*, that is 


ej = C4, + Uj, *) ; (2.1) 


the boundary conditions being also satisfied on the surface S,. The state of stress ti is obtained 
from the physical relations (1.1) 
Pew dig ree (2.2) 
it may not satisfy the conditions of equilibrium. 
The state (iJ, ¢?;) will be called an admissible state of the second kind. This state is obtained 
by adding to the real state of stress t‘/ the variation dr‘/; so tii = t'/ + dr‘d satisfies the 
boundary conditions on the surface S,, and the conditions of equilibrium 


Te 0 (2.3) 
The state of strain 
et; a Ky panes ? (2.4) 
following from the physical relations, may not follow from the displacement field. 
Let us introduce the following functionals 


ne NCP ait 
I(c'i, 43) => | (F* u u,) dS — > | UF u,) dS, (2.5) 
Sy Spr 
ee ll fe 
I*(cy, ih) => | (x? e*,) dV— (F* ut) dS, (2.6) 
V Sp 
1°(zii, °,) = (Fs u,) dS — | (x4 6,) dV. (2.7) 
Su V 


We proceed now to prove the following theorem: 


Of all the admissible states of the first kind, the functional I *(ciJ, ef)) takes its minimum . 


value for the real state; this value is equal to the functional I(r‘), ¢; i): On the other hand, of all 


1 Cf. an Nees 8 on page 246, 
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the admissible states of the second kind, the functional I)(tiJ, ef;) takes, for the real state, its maxi- 
mui value, this being equal to the functional I(t‘, ¢;;). 


To prove this, we shall show first that the physical relations (1.1) follow from the following 
generalized potential}, 


1 
TDG tA 8 1 8 5 (2.8) 
that is 
Sie 
—y 0&ij (2.9) 


The possibility of constructing the potential /7 follows from the first property of the operational 
matrix [H‘J*!), 

Bearing in mind that the quantities ¢,; are linearly independent (they do not satisfy any 
additional relation such as, for instance, the incompressibility condition of the theory of plasticity) 


9 
we obtain the determinant 


LAI ct) (2.10) 
This condition secures the possibility of inverting the physical relations (1.1). Therefore, we 
can write 


jj = Kjj,,0"" , (2.11) 
where the matrix [K; ;,,;] satisfies the condition 
[H'i*"] [Km nes] =[Smnrs] - (2.12) 
Therefore, there exists the generalized potential 
1 
Q=— Piri (2.13) 
from which follows the physical relations (2.11) 
0Q 
€ij —= arid (2.14) 
The generalized potentials JJ and (2 satisfy the condition 
TO = e,; (2.15) 
and, on the basis of the second property proved for the matrix [H‘/*"], Legendre’s conditions 
1 end Oh 1 PQ 


_ AA 7H > 0. (2.16) 


Ti eee 2h ay > Or x eae a 
2 0e,4 ae, " 2 ar*4 art” 


These conditions secure the positiveness of the Weierstrass’ functions constructed for the 
potentials J7 and 2. We obtain, therefore, the following inequalities. 


Tet) — M6.) — (ek — 4) 5, > 9» (2.17) 
Qe) — Qc) — (ee — 7%’) oi S09 (2.18) 
which, after transformation, lead to the relations 
5 (hate — 2,0") — (1 — 8) > 0, (2.19) 
5 (eats — 2,0) — (v4! — 74 bn OF (2.20) 


Integrating these and taking the boundary conditions assumed into consideration, we obtain 
the proof of the validity of the above variational theorem, which may be expressed in the form 
of the following inequalities 


1 1 1 
[us DS [ (es? eta avy ee i as—z | (Pru)as < 
Su 4 i Sr 
Le | (r## ef) dV — 5 | (F* ut) dS. (2.21) 
4 Sp 


1 W. Olszak and P. Perzyna, Arch. Mech. ytos. 4 (1958). 
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The theorem just proved is expressed in finite quantities (not by the rates or increments as 
in the papers! and2). This result is a consequence of the linearity of the physical relations (1.1). 

On the other hand, in the theory of plasticity, when taking the strain hardening effect into 
consideration, the physical relations are non-linear and unintegrable. In the theory of plasticity, 
the variational theorem may, therefore, not be represented in the integral form (2.21). 

This determines also the boundary conditions. If these are to be stated in a correct way, the 
form of the physical relations should be taken into consideration. 

From the point of view of practical applications, the theorem formulated in the form of the 
inequality (2.21) may be directly used, thus enabling the solution of quasi-static rheological pro- 
blems by approximate methods. 


3. In this part of the paper we shall proceed to the formulation of the variational theorem for 
the general model of an anisotropic rheological body takIng the influence of the temperature © 
into consideration. 

This is done by writing the physical relations in the form’, 


tis HI ¢ ,— Bie. (3.1) 
Now, the generalized potentials (2.8) and (2.13) will be given by the following functions 
= 1 il 
T= tay ze ORY cap (3.2) 
Q I HA I nh 
= FET ae Ops Ena (3.3) 
Since 
OU | _ pppejnt FQ 
Lara OV, [eee] = Eyal (3.4) 


are positive definite matrices known from the second part of this paper, we can obtain, from the 
condition of positiveness of the Weierstrass’ functions constructed for the potentials (3.2) and 
(3.3), the following inequalities 


1 ; 1 

aq (Bra Ty Baal) — 5 O P(E nt) ey ee (3.5) 
1 4 a4 1 P ss } 

ng (ere eae) eg OP (Ege) (ee eee Oe (3.6) 


Assuming the boundary conditions 4s in the second part of the paper and integrating the in- 
equalities (3.5) and (3.6), we obtain 


2 1 
2 y V 


“u 


Der eats: 1 
es ee u,) dS—+ | (Fe u,) dS + > Kc Be) dV < 
Su Sp V 
kof ; i an F 
Bo (efr%) dV— (uk I) dS ae | Bet et) dV (3.7) 
7 Sh 7 


(Eingegangen am 31. Oktober 1958.) 


Anschrift der Verfasser: Prof. Dr. Ing. Dr. techn. W. Olszak u. Mer. Ing. P. Perzyna, Abt. f. Mechanik d 
kontinuierlichen Medien, Polnische Akademie der Wissenschaften, Palac Kultury P Nauki, ‘Wareciaalbolean 


' Cf. footnote 3 on page 246. 
* Cf. footnote | on page 249, 
3 Cf. footnote 7 on page 246. 
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Spannungen beim Abkiihlen einer Kugel 
Von H. Parkus 


Wenn ein Kérper ungleichmaBig erwarmt wird, kénnen die entstehenden Spannungen so grobe 
Werte annehmen, daf ortlich die FlieBgrenze iiberschritten wird. Nach dem Abkiihlen ist der 
Kérper dann nicht spannungsfrei. 

Die Berechnung der ,,Restspannungen“ ist im allgemeinen ziemlich schwierig und gelingt, 
wenn man nicht auf rein numerische Verfahren zuriickgreifen will, nur bei Kérpern mit hinreichend 
einfacher geometrischer Form und nur unter sehr weitgehend vereinfachenden Voraussetzungen 
beziiglich der Werkstoffeigenschaften. Kin solcher Fall liegt z. B. bei einer Kugel aus ideal elastisch- 
plastischem, inkompressiblem Werkstoff vor, die sich auf einer vorgegebenen Anfangstemperatur T, 
befindet und deren Oberfliche zur Zeit t = 0 plétzlich auf die Temperatur Null! abgekiihlt und 
weiterhin auf dieser Temperatur gehalten wird. Lomakin hat diesen Fall behandelt.2 Seine Unter- 
suchungen geben aber zu einigen Zweifeln AnlaB. Das Problem soll deshalb im Nachstehenden 
neuerlich aufgegriffen werden. 

Die Werkstoffbeiwerte seien von der Temperatur unabhangig angenommen. Da inkompressibles 
Material vorausgesetzt wird, ist die Volumdehnung proportional der Temperaturanderung (von 
dynamischen Effekten sehen wir ab): 


ou u 

Ato ee OAL dy) (1) 
Hierin ist u(r, t) die Radialverschiebung und o die Warmedehnzahl. Mit Beriicksichtigung von 
u(0, t) = 0 folgt aus (1) durch Integration 

u(r, t) Sarl Mr oe ae (2) 


T(r.) => | a? T(x, 1) de, (3) 


0 


wobei 


die mittlere Temperatur in der Kugel vom Radius r ist. 

Der Verschiebungszustand ist also yom Spannungszustand und damit vom Auftreten etwaiger 
FlieBbereiche unabhangig. Man kann nun aus ihm mittels des Spannungs-Dehnungsgesetzes und 
der FlieBbedingung den Spannungszustand berechnen. 

Im elastischen Bereich mége das Hookesche Gesetz gelten, wahrend als Fliebbedingung die 
Huber-Misessche Bedingung angenommen sei, die hier mit o, als Radial- und o, als Umfangs- 
spannung lautet 

C=6, 07 —- %G° 


Op ist die FlieBgrenze fiir Zug. Driickt man die Spannungen mittels des Hookeschen Gesetzes durch 
die Verschiebungen aus und beriicksichtigt Gleichung (2), so erhalt man 


=6Ga(T—T) fir T—T<o,/(6Ca). | 


= (4) 
T = fir T—T >o/(6Ga). J 


Bei der Vorzeichenwahl in G wurde davon Gebrauch gemacht, da8 im vorliegenden Fall der Ab- 
kiihlung der Kugel stets T — T > 0 ist. Der Temperaturverlauf ist in Abb. | dargestellt®. Er 
wird als Lésung der Warmeleitungsgleichung 

eT a &(rT) 

Ot or Or 


1 Es handelt sich hier natiirlich um Temperaturdifferenzen gegeniiber einer beliebigen Bezugstemperatur. 
2 V. A. Lomakin, Elastisch-plastisches Gleichgewicht einer Kugel in einem instationaren Temperaturfeld. 
Russisch.) Prikl. Mat. Mekh, 19 (1955) 244. 
3 Carslaw-Jaeger: Conduction of heat in solids. Oxford 1947, S. 200. 
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mit der Anfangsbedingung T' = T, fiir t = 0 und der Randbedingung T = 0 in r = R fiir t > 0 
erhalten! und lautet: 
co 


ales 2R To (— 1) gee - NITY —an*n*t/R? 
Tr) = or ay nS Rp @ ; 
n= 


Die Beziehungen (4) gelten solange, als an der betreffenden Stelle die ,,Vergleichspannung“ ¢ 
ae , «Oo oa 
zunimmt oder zumindest nicht abnimmt, d. h. solange = (T — T) = Oist. F ir (T—T)<9 


tritt Entlastung ein und die Spannungen folgen wieder dem Hookeschen Gesetz. 


lf 
h 


06 


OF oy 


02 02 
at 
ie 
0 005 «ano 06 020 a 0 005. 010 


Abb, 1. Temperaturverlauf ia der Kugel. Abb. 2. Elastischer FlieB- und Entlastungsbereich. 


Wir bezeichnen jetzt mit 0(t) diejenige Stelle r = 0, an der zur Zeit t FlieBen beginnt, und mit 
t(r) denjenigen Zeitpunkt, in dem an der Stelle r Entlastung einsetzt. 0(t) ist gema Gleichung (4) 
durch 


ef) 


T(e, t) — T@, 1) = 6CE (5) 
und t(r) ist durch 
i ieee (6) 


t=T 
bestimmt. In Abb. 2 sind 0/R und az/R? als Funktionen des dimensionslosen Radius r/R und der 
dimensionslosen Zeit a t/R? aufgetragen!, wobei der Kugeldurchmesser 2 R betragt. 9 hangt von 
der FlieBgrenze fiir Zug 6) = x K ab, mit K = 6Ga T,. Den Kurven wurden die Werte x = 0,1, 
0,2, 0,3, 0,5 und 0,7 zugrundegelegt. 

Man entnimmt der Abbildung, da bei noch nicht zu weit fortgeschrittener Abkiihlung drei 
Bereiche auftreten: ein elastischer Bereich I, ein plastischer Bereich If, in dem T — T zunachst 
noch weiter ansteigt, und schlieBlich ein urspriinglich plastischer Bereich III, in dem aber bereits 
Entlastung eingetreten ist. Wahrend also die Gleichungen (4) nur fiir t < t(r) gelten, ist nach dem 
Entlastungsgesetz fiir beliebiges t 


o = 66a [T(r, t) — T(r, t)], Bereich I 

= 35. Bereich II (7) 

G =6,— 66a [T(r,7) — T(r, t) — T(r, t) + Ter, 0). Bereich III 
Mit weiter fortschreitender Zeit tritt schlieBlich im ganzen plastischen Bereich — und anschlieBend 
natiirlich auch im elastischen Gebiet — Entlastung ein. Der Bereich IJ verschwindet dann und 

die Grenze zwischen den Bereichen I und III wird durch r = gy = 0(t) gebildet. 
Der Spannungszustand kann jetzt sofort angegeben werden. Aus der Gleichgewichtsbedingung 
00; 


_ 2- 
ni —o,)=—o 


2 
=—(, : 


1 a ist die ,,emperaturleitzahl** des Werkstoffes. 
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ergibt sich durch Integration unter Beriicksichtigung der Randbedingung o, = 0 in r = R: 
R 
a =—2| Oa (8) 


o ist durch Gleichung (7) gegeben. Im besonderen erhalt man fiir die vor allem interessierenden 
Restspannungen mit T = 0 fiir t + oo die Ausdriicke 
R 


4 — dx 
op = 1260 | {T[x,2(4)] — T[x,2(x)}} = — 20, In fir r<p,, 


20 


R dx R “ 0) 
Go 12 Ca | {T[x, t(x)] — T[x, t(x)]} — 20g ln fir ir = 0: 


Die Restspannung in Umfangsrichtung ist mit ¢, =o, + ¢ gegeben durch 
es 0 ** 
Op = Or m fir) r= 0). (10) 
Op = Or + 0) — 6Go {T[r, t(r)] — T[r, t(r)]} fare? == 05). 


Der Kugelkern r < gy befindet sich also nach dem Abkiihlen in einem Zustand allseits gleichen 
Zuges. 


0,20}- 70 


G15 


O10 - 05) 


2|y 


ale aE | 
¥ Cyr 05 06 a7 08 09 10 


iT, 
Abb. 3. Die Funktionen ( = | und F(r). 
T, /max 


Die Formeln (7) bis (10) gelten nur dann, wenn beim Abkiihlen die FlieBgrenze nicht neuerlich 
(in der entgegengesetzten Richtung) tiberschritten wird. Der Maximalwert von r— T tritt an 
der Oberflache r = R zur Zeit t = 0 auf und ist gleich T). Somit ist gemaf Gleichung (10) 


i 
(Ones = log —6G60 10s = (1 —x) K= "a4 
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und dieser Wert darf nicht gréRer sein als der Betrag o, der FlieBgrenze fiir Druck. Da die FlieB- 
grenze mit wachsender Temperatur abnimmt, wird im allgemeinen 0, > 0, sein. Ist im besonderen 
O, =o, so muB 1/2 <x < 1 sein, damit neuerliches FlieBen nicht eintritt. Fiirx = 1 bleibt die 
gesamte Kugel elastisch. Restspannungen sind dann nicht vorhanden. 


OY 05 06 g7 G8 G9 40 


Abb, 4, Restspannungen nach dem Auskiihlen. 


Fir die numerische Auswertung schreibt man die Gleichungen mit Einfiihrung der Funktion 


1 


fi eae a eer 
Fi) = | s : 
r/R 0 max 
zweckmabig in der Form 
Q 
2 F(Q)) +x Ing, om To Oy 
or(r) = . Oty = of 
2 K[FO) +xIng, eae Pst) | rishe 
0 max 


T—T meth 
Die Funktionen(* 7 "| und F(r) sind in Abb. 3 dargestellt. Mit ihrer Hilfe lassen sich 


Ty /max 
die Restspannungen fiir beliebiges x sofort angeben. Abb. 4 zeigt ihren Verlauf fiir + = 0,3. 


(Eingegangen am 4, Oktober 1958.) 
Anschrift des Verfassers: Prof. Dr. H. Parkus, Techn. Hochschule Wien, Wien IV/50, Karlsplatz 13. 
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Zum numerischen Problem der Kigenwerthestimmung 
mit Ubertragungsmatrizen 


Von E. Pestel und QO. Mahrenholtz 


Die Eigenfrequenzen linearer schwingungsfahiger Systeme werden heute in zunehmendem 
Ma8e mit Hilfe des Verfahrens der Ubertragungsmatrizen bestimmt! 34556 das man z. B. bei 
Stabwerken haufig wie folgt anwendet: Das gegebene System wird in ein Ersatzsystem mit n Ab- 
schnitten umgeformt, deren erster die Lange Null habe (vgl. 
Abb. 1)’. Von links beginnend numerieren wir die Orte un- 
mittelbar hinter den Ersatzmassen mit i = 1,2,...,n. Mit 
i = 0 bezeichnen wir den Ort am Anfang des Systems. Der 
Eigenschwingungszustand am Ort i, gekennzeichnet durch 2 r 
ZustandsgréBen wie Auslenkung, Neigung, Moment, Quer- Eiger: oRt arama reo nee 
kraft, Drillwinkel, Drillmoment etec., wird durch den Zu- neeifigkeit E+ J = Vos Linge dees Abschats 
standsvektor 3, beschrieben. Die Eigenschaften des Ab- "> 744 .c), 72%, Cosamimasse Ms Ein- 
schnittes 1 at i. derjenige TR a he dessen Ersatz- satin ation mule 
masse der Orti liegt — fassen wir in den Elementen einer ,, Ubertragungsmatrix** U; zusammen. 
Ausgehend vom Zustand am Ort i ergibt sich dann fiir den Zustand am Ort i + 1 


ji+1 aa Ui41 : bi . (1) 
Durch Elimination aller zwischen 0 und n liegenden Zustandsvektoren erhalten wir dann 
mit 
U aed ea oie = Us (3) 


An den Orten i = 0 und i = n verschwinden aufgrund der Randbedingungen i. a. je r Zustands- 
gréBen. Damit liefert (2) fiir die r unbekannten ZustandsgréBen am Ort 0 ein homogenes Glei- 
chungssystem mit rGleichungen, das nichttriviale Lésungen nur fiir die i. a. diskreten Higen- 
werte @ = @, (Kreiseigenfrequenz) besitzt, deren Index k = 1,2,3,... ihre Ordnung angibt. 
Fur wm = w, verschwindet also die Determinante 4 des obigen Gleichungssystems; damit ist das 
Aufsuchen von Eigenfrequenzen hier gleichbedeutend mit dem Bestimmen der Nullstellen einer 
Parabel 4 = A(w*) von i. a. (n — 1)-ten Grade. 

Wir wollen die vorstehend beschriebene Methode an einem einfachen Beispiel erlautern, das 
uns gestattet, auf numerische Mangel des Verfahrens hinzuweisen, die zu beseitigen Ziel dieser 
Arbeit ist. Gegeben sei ein einseitig eingespannter Balken mit der konstanten Biegesteifigkeit 
E-I. Wir teilen die Balkenmasse M in vier gleiche Einzelmassen m = M/4 auf, von denen eine 
in die Einspannstelle gelegt wird (Abb. 1)8. Es sei E I = 1/6, ferner entsprechend Abb. 1 die 
Lange der Abschnitte 2, 3,4 gleich 1 = 1. Wir fiihren den Zustandsvektor 3; wie folgt ein: 


oi = Ve 
Q; 

1 Falk bezeichnet diese Methode als Reduktionsverfahren. 

2 H. Fuhrke, Exakte und naherungsweise Bestimmung von Stabwerkschwingungen. Diss. T. H. Darm- 
stadt 1953, Ref. Prof. K. Marguerre, Korref. Prof. K. Karas. Ing.-Arch. 23 (1955) S. 329 und Ing.-Arch. 24 
(1956) S. 27. : ‘ 

3 it Unger, Matrizenverfahren bei linearen Differentialgleichungsproblemen. Internat. Kolloquium i. 
Probleme der Rechentechnik, Dresden 1955. ‘ 

4 G. Schumpich, Beitrag zur Kinetik und Statik ebener Stabwerke mit gekriimmten Staben. Diss. T. H. 
Hannover, Ref. Prof. E. Pestel, Korref. Prof. K. Jaeckel. Oesterr. Ing.-Arch. 11 (1957) S. 194. 

5 §. Falk, Biegen, Knicken und Schwingen des mehrfeldrigen geraden Balkens. Abh. Braunschweig. 
Wiss. Ges. 7 (1955) S. 74. ‘ ' 

6 KE. Pestel, Ein allgemeines Verfahren zur Berechnung freier und erzwungener Schwingungen von Stab- 
werken. Abh. Braunschweig. Wiss. Ges. 6 (1954) S. 227. 

7? Natiirlich sind auch Ersatzsysteme mit kontinuierlicher Massenbelegung verwendbar. 

8 Wir haben dann drei Eigenfrequenzen zu berechnen, denen folgende Werte entsprechen: m oj = 0,0145 5 
m w2 = 0,55; m w? = 4,40 (vgl. Abb. 2). Fiir den gleichen Balken mit der Kontinuierlich Borer cay teenie 
masse M ergeben sich die folgenden (analytisch berechneten) Werte m ow? = 0,0190; mw = 0,746; m w3 = 5,87. 
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mit w; als Auslenkung, y; als Neigung, M; als Moment und Q; als Querkraft. Fur die Ubertragungs- 
matrizen erhalten wir! 


P ae, 
l bret Wi 6E-I 
0 1 Une a 3 imiee 
SS ea eck DI OYE 
0 0 1 [= 
2 w2 Bo 
mo mlw?=mo> seep = amo 1+e pal tmo 
und entsprechend 
ae Or ew 
Oe a Oe 
Le —= 
ORO eal eee O 
moO" 30) Ty 
Wegen der Randbedingungen am Ort 0 ist 
0 
ee ed) 
30 ia M, ? 
Qo 
wahrend die am Ort 4 
—w, 
$e > Ms 
0 
vorschreiben. Zur Erfilung des Gleichungssystems 
ja = Uy Ug Uy Uy Jo = U- Fo 
oder ausgeschrieben ’ 
Uy, 9 + Uy. 9 + Uyg My + 444 Q) = — Uy 
Ug O ++ Ugo 0 + Ug My + Usy Qo = Yy 
Ug, 0 ++ Ugo 0 + Ugg My + Uzy Qo oe 0 
Uy, 9 + Ugg 0 + U4g My + Ug, Q = 90 
ist erforderlich 
AEA) ee: 
(Ugg Ugy 
Wir brauchen also nur vier der insgesamt 16 Elemente von Ul zu berechnen. Fir m w? = 1 folgt? 
Do) ia - 
= = 22-55 — 14.- 84 = 1210 — 1176 = 34, 
(84 55 
furs ous 
pee Ly 
=| | = 82 - 289 — 42-558 — 23 698 — 23 436, 
(558 289° 
A = 262. 


So fortschreitend kénnten wir A(@?) punktweise berechnen und aus den Nullstellen dieser Funktion 
die Kigenfrequenzen ermitteln. Wir sehen jedoch, daB die Elemente von UU verglichen mit denen 
von ll; mit steigendem @ stark anwachsen und A somit eine kleine Differenz schr grofer Zahlen 
wird (die gewahlten Werte m wm? = 1 und m w? = 3 liegen zwischen der zweiten und dritten Eigen- 
frequenz). Je nach der verfiigbaren Stellenzahl liefert das Verfahren bei héheren Eigenfrequenzen 
ungenaue Werte und kommt schlieBlich zum Erliegen. 

Dieser rein rechnerischen Schwierigkeit kann man dadurch begegnen, dafs man fiir die von 
Null verschiedenen Zustandsgréfen des Zustandsvektors %, in Abhangigkeit von w geschatzte 
Werte einsetzt, die den ,,wirklichen‘‘ Werten nahekommen und danach die 3; schrittweise von 


1 Die Ubertragungsmatrizen sind dem Katalog von Ubertragungsmatrizen zur Berechnung technischer 
Schwingungsprobleme von E. Pestel, G. Schumpich und S. Spierig entnommen. Er erscheint demnachst im . 
VDI-Verlag, Diisseldorf. 

* Dabei ist davon Gebrauch gemacht, da im vorliegenden Falle 3, = Ul, + % = 3) und damit 4, = 
Ul, + Uz + Uy + go ist, Was auch mit Hinweis auf Abb. 1 sofort einleuchtet. 
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i = 1 bis i =n berechnet!. Hat der Vektor 3, 2r ZustandsgréBen, so verschwinden i. a. r von 
ihnen. Um die Beschreibung zu vereinfachen, ordnen wir 39 (und damit Ul, und U) so um, daB jene 
die Zeilen p = 1,2,...,r belegen. Auf die r + 1-te Zeile wird cine mit der Dimension der be- 
treffenden ZustandsgréBe behaftete ,,1*+ gesetzt, da bei Eigenschwingungen nur das Verhiltnis 
der ZustandsgréRen zueinander interessiert: 


0 0 Om 0 
0 0 0 0 
lf 
0 0 0 0 
eat wal +o} 0 | +8] 0 |+--- +1] 0 (4) 
rhe 1 0 0 
18 0 1 0 
4o_, 0 0- Ay 


Die GréBen 4}, sind die vorerwahnten geschatzten (Zahlen-)Werte und die GréBen x, aus den 
Randbedingungen bei 3,, zu bestimmende Korrekturfaktoren, mit deren Hilfe M, in der Form 

M = +2 (5) 
verbessert wird. Bevor diese allgemeine Entwicklung der Methode fortgesetzt wird, soll die Vor- 
gehensart zunachst mit Hilfe eines einfachen Zahlenbeispiels erlautert werden, fiir das wir den 
Fall des einseitig eingespannten Tragers (Abb. 1) nochmals heranziehen. Im Hinblick darauf, 
daB hier 2 r = 4 ist, folgt 


0 0 
0 0 
29 1 


Wir beginnen die Rechnung mit einer Frequenz entsprechend m w* = 1; da dieser Wert nur wenig 
oberhalb der zweiten Higenfrequenz liegt sind noch keine rechnerischen Schwierigkeiten zu er- 
warten. Daher wird der Einfachheit halber 7? = 1 gesetzt. Mit (1) erhalten wir 


0 0 
0 0 
+ xf = 31> 
1 ein 31 
1 1 
1 J 
bars 4 4 1 
Caml son ec iy 2 )|a, 4 EAS 
ade ot oem 3 Dae 2 1 
anes Ble aa 5 2 
1 y 
| Ee ea | 24, 9 
Oe tees] | 367) dese 15 ay 
Gene AI q 3 
We She ee 29 ll 
+ .) 
Teete 63) I 110 4A 
0 1 6 3 165 I OOn nao 
a = ON 
jem? Tal] 36 = e14 , 
ial 139 5S 


1 D. Csupor, Methoden zur Berechnung der freien Schwingungen des Schiffskorpers. Diss. T. H. Han- 
nover 1955, Ref. Prof. G. Weinblum, Korref. Prof. E. Pestel und Prof. K. Wendel. Jahrbuch der Schiffbau- 
technischen Gesellschaft 50 (1956) S. 206. — Diese Art der Bestimmung von Kigenfrequenzen geht auf Csupor 
zuriick, der sie fiir die Falle 2 r = 4 und 2 r = 6 verwendet hat. Csupor verbesserte die geschatzten Anfangs- 
werte nicht systematisch, sondern wenn die Rechnung zahlenmaBig auszubrechen drohte. 

17 
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Aus 3° folgen unter Beachtung der Randbedingungen zwei Gleichungen fiir die Unbekannte ae 
36 + 14x2 =0, 139 + 5549 =0. 

Fiir den Fall, da& beide Gleichungen denselben Wert x! liefern, waren sie voneinander linear 

abhangig, d. h. ihre Determinante wiirde verschwinden. Somit lieBen sich bei dem gewahlten w 

beide Randbedingungen gleichzeitig erfiillen, d.h. w ware eine Kigenfrequenz m,. Fir w = a, 

ergeben vorstehende Gleichungen zwei verschiedene Lésungen fiir x, die mit «? und y} bezeichnet 

werden und im vorliegenden Fall folgende Werte annehmen: 


x? = — 36/14 = — 2,5714, y? = — 139/55 = — 2,5273 . 
Die Differenz x? — y$ wollen wir mit ,,RestgréBe‘+ R° = R°(w*) bezeichnen. Sie steht mit der 
Determinante A = A(w?) in folgender Beziehung: 
— Ro Ugy Uy = Ao?) 
und tritt damit an die Stelle der Determinantenberechnung des tblichen Verfahrens. 
be ee tian ll 
ist also die Bedingung fiir m = ~,. Im hier erérterten Beispiel ergibt sich 
x? — y? = — 0,044. 
Wir bilden nun das arithmetische Mittel der beiden Zahlenwerte x und y fiir den Korrekturfaktor x 
und setzen diesen Wert 


1 
+ (a +98) =— 2,55 
als Korrekturfaktor x? in (6) ein. Dann ist der Anfangsvektor 
0 
0 
Ogee ; 
30 1 
== 115s 
der wie folgt verbessert werden soll 
0 0 
(igen 0 1 0 
= + yg 
b1 1 Ale 
— 1/5 i 
Mit diesem an wiederholen wir nun die Rechnung fiir dasselbe w: 
0 0 
0 0 
+ ey =$i> 
1 ei hcci 
— 1555 I 
v 
lgsgal | S30 i 1,45 1 
0) 1 6 3 135) at 3 1 
oY, ne 
0. O-eat md 0,55 asics Ba baat 
ae 8 2 = (10 2 


iS eee ae 
eK oOo Oo = 
= Oo = 
GC me Oo 
Se woe 
| 
Doe 
NO 
ma on 
heat Si ea 0 Me Sa SS i ee 
+ 
a 
ae ere sl hae oe 4 es Bae VT: ers 
=) 
a ty gra ag Sie a SS ed il ES Se 
! 
oe. 


= Oo © 
WO = HN. & 


KF or eS 
Ue te 
S 
ws 
iS 
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Wir erkennen, daB die Elemente der ersten Spalte von ai im Gegensatz zu denjenigen von 3; klein 
geblieben sind und da sich daher xt und yt} bei gleichem Rechenaufwand genauer berechnen lassen. 
Mit den Randbedingungen am Ort 4 ergibt sich 


xi = —0,30/14 = —0,0214, 


yt = +1,25/55 = +0,0227 
und damit 


Ro?) = x} — yt = — 0,044 = Rw?) = R(w?) , 
unabhangig von /,. Ferner erhalten wir 
xj = 1/2 (xt + yj) = 0 (im Rahmen der Rechengenauigkeit), 


d. h. die Iteration ist folglich nach dem ersten Schritt bereits beendet. 

Bei der Berechnung von R(q?) geht man nun allgemein so vor, daB man von w; kommend um 
Aw* fortschreitend R (wf 41 = wi + Aw*) mit 22 (cw? = wi 1) =A! (w? = wf) berechnet. Die so 
gewonnene Restgrofe zeigt Abb. 2, in der R(w*) iitber m w* aufgetragen ist. Diesem Bild kénnen 
wir die den drei Eigenfrequenzen entsprechenden Werte mw? = 0,0145, mo; =0,55 und mw: = 4,40 
entnehmen. 


2 


R-10 


© berechnete Werte 


=e 


mo 


01 1 10 


Abb. 2. RestgréBe R abhangig vom FrequenzmaB mw’. 


Bevor wir den allgemeinen Fall eines Systems mit 2 r ZustandsgréBen behandeln, wenden wit 
uns dem technisch wichtigen Fall 2 r = 6 (z. B. Biegung mit Langskraft oder Biegung mit Torsion; 
Rahmen etc.) zu. Hier ist 


Aus (1) folgt 
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Die Gesamtiibertragungsmatrix ll [vg]. (3)], deren Elemente u;,, seien, betrachten wir hier lediglich, 
um %,, % analytisch zu bestimmen. Den Zustandsvektor 3° ordnen wir so um, da8 seine ersten drei 
Elemente Null sind. Dann erhalten wir mit (5) drei nichthomogene Gleichungen fiir x, und x,: 


Uy, + Uys (AQ + 24) + 46 (22 + x) =0,] 
Ug, + Ups (Ad + x4) + Usg (AQ + 2g) =0, (7) 
Uzy + Ugs (Ay + xq) + Use (AQ + 2) = 0. 
Es gebe eine von Null verschiedene Unterdeterminante, etwa 
“45 U6 +0; 
U25 U6 | 
ferner sei z. B. uz, == 0. Aus den beiden ersten Gleichungen (7) ergeben sich dann (mit tp = a) 


x? = —/9 + A,/A, 


und : ‘ 
x3 = —A, + A,/A; 
worin 
TEU ay Whine Wks icuilee 
Ab, ee 16 14 ; Ag = | 14 15 und As = At 
(Ugg Usy (Ug, Ug5/ \Ug5 U6 


bedeuten. Aus der dritten Gleichung (7) errechnen wir mit x? = x} einen Wert y? fir x2, der fir 
w + w, von x§ verschieden ist [vgl. R(w?)]: 
A,\ 1 
a (ce T Ugs zi) | : 
Dann ergibt sich fur die RestgréBe 


A 1 
R(o2) = §— ya + 
3 


A 
Hos + Us 5) ig 


1 5 
3/ U36 


R ist bei festem @ wiederum unabhangig von Jj, 49. Fiir R, = 0 ist wm = @,, da dann alle vorge- 

schriebenen Randbedingungen gleichzeitig erfiillt werden kénnen. Fiir den nachsten Rechendurch- 

gang bei demselben w erhalten wir mit x? = x? und x} = 1/2 (x$ + y$) die neuen Ausgangswerte 
Ay = Ay + my = Ay/As 


und 


U36 


IL iat Aj\ 1 
AHH = 3 | (Hat U35 Za , 
welche ebenfalls von Aj und A) unabhangig sind. Ein erneuter Rechnungsgang liefert 
mb = at = — B44 =0 
3 
und 
=z ty) =0. 


Damit wird 
pees 
und wegen 
R,(w2) = a} —y} 
gilt 
x} = —yh = > R(o), 


d. h. x} und y} sind bei festem w nach der ersten Verbesserung von gleicher Groé®enordnung wie R, 
selbst, so daB sich das Kriterium fiir die Eigenfrequenzen nicht als kleine Differenz groBer Zahlen 
wie beim iiblichen Verfahren, sondern als Differenz kleiner Zahlen ergibt. 

Im folgenden wollen wir zeigen, daf fiir den allgemeinen Fall eines Systems mit 2 r Zustands- 
gréBen alle Korrekturwerte xp fiir festes @ Null werden, d. h. daB alle Al (p=, 2,...,7— 1) von 
den J), unabhingig sind. Aus 3° = 1. go ergeben sich r Gleichungen fiir die r — 1 Unbekannten xs 
die nur fiir @ = @, lésbar sind. Fiir w + @, beschranken wir uns auf ein Gleichungssystem vom 
Rang r—1. Dann gibt es ein nichthomogenes Teilgleichungssystem mit nicht verschwindender 
Determinante. Es besitze die Lésungen x) (p =1,2,...,r—1). In der bisher nicht verwendeten 
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Gleichung trete wenigstens eine Unbekannte — z. B. x® — mit von Null verschiedenem Koeffizienten 
auf’, Fiir die anderen x (p + s) dieser Gleichung substituieren wir die errechneten x), und ge- 
winnen ebenso wie in den beiden bereits behandelten Fallen fiir x, einen weiteren Wert, namlich y°. 
Die RestgréBe definieren wir wiederum durch 


R,(@*) = x8 — y?. (8) 
Ferner gelte auch hier 
ee xD fir p+s / (9) 
*  y2(@2+y) fir p=s 


Aus 3), erhalten wir das folgende System von r linearen, nichthomogenen Gleichungen fiir Poised by 
Eee oy F— 1): 
Uy, (AY + xt) +--- ar Uy, (Ap Sia) fone a ty, (AD + 28) oe 
: + ui,,—1 (AP + x?_4) ++ Uy = 0) (1). 
Up (At + x4) = ks Uy, (4p x) a Uy, (A ++ 5) amos 
F Up,,—1 (Ar—i + 1) +u, =0 (p), 
Ura (Aye ) <u, (Ap mp) > bu, (A) + of) +--- 
+ Ur —1 (Ai + 41) + u, = 0 (r).. 


Das Gleichungssystem (10) (1),...,(p),...,(r—1) mége eine von Null verschiedene Determinante 
haben. Fiir x9 gilt dann mit (9) 


(10) 


0 =x 


ow =— I + Aly 
mit 4 als der Determinante des Gleichungssystems vom Rang r — 1 und 4 p als der x? zugehorigen 
Zihlerdeterminante dieses Systems: 


Uy, Up - U4, eee U,r—1 
ear Usp Phas i - U2,7—1 
| 
An =' uy, pp cea eee Bagel 1 


Uy—2,1+ ++ U;p_2,p +++ Ur—2,5++ 6 Up—2,r—1 | 


gs ESS Ney ea eed u;—1, p © 06 Up fis ess Up) 71 | 

Uj,p+1 enero tlt el uy, U4, «++ Ui, p—1 

U2, p +1 os lg yal Ug Uo4 +++ U2, p—1 
4, = Up, p+1 2+ + Up, r—1 Un Uni +++ Up, p—1 

Uy — 2, p+ Le + + Up_2,,—1 Up—2 Ur—2,1-+6 Uy; —2, p—1| 


U,—1,p4+1+ + + Up—1,r—1 Ur—1 Ur—1, 1+ LF | 
Mit (5) wird 
A= 2, + x = 4,/4n fir “p =5:s 
unabhangig von 42. Dann folgt 
a, =—A + A,/4y = %5 = fir p=s. . 
Entsprechendes gilt fiir x1 = 1/2 (x! + y!). Aus der r-ten Gleichung (10) erhalten wir mit x, = x, 
fir p + s fiir x? den Wert y? wie folgt: 


1 A Ap As—1 

a een ee An 
As +1 Ar—1 
ae a ol An a => Ur,r—1 a 


Die RestgréBe wird somit wieder unabhangig von 4}: 
As 1 
R(o) =2—= {a+}. 


1 Technische Probleme erfiillen i. a. die beiden gestellten Bedingungen. 
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Weiter folgt 


1 yale i 
Me = (A, Ye) = — a) An il I) 
Entsprechend wird der verbesserte Wert 
ely if A 
R=R+ => ( 


An Ur s 


also ebenfalls unabhangig von 72. Damit ergeben sich x} und yj zu 


Lae, 1 \ 1 . 
A= =o lan ( JH zRO, 


d. h. auch 
1 
us = > (x +3) =0. 


Wir fassen das Ergebnis des allgemeinen Falles, der natiirlich die Resultate der Spezialfalle 2 r = 4 
und 2r = 6 enthalt, zusammen: Fiir ein festes w wird x, = 0 (p = 1, 2, .., r —1) unabhangig 
von A. und R,(w?) = 1/2 [R,—(—R,)] eine Differenz, deren Glieder von gleicher GréBen- 
ordnung sind und die nicht mehr kleine Differenz sehr groSer Zahlen ist. 

Bei der theoretischen Betrachtung der Werte x, wurde aus Griinden vereinfachter Darstellung 
mit der Gesamtiibertragungsmatrix ll gerechnet. Bei der zahlenmaBigen Durchfihrung des Ver- 
fahrens gehen wir jedoch wie im vorgefiihrten Zahlenbeispiel (2 r = 4) schrittweise von einem 
Zustandsvektor zum nachsten tiber und erhalten so schlieBlich 


$1 $11 1p 

oO o 

8 §21 §2 ; 0 82,7 

ea emi fees rare Ce Ure ec ad a Ges eet 
§2-r §2-r,1 82-7, p 82.7, 8 Blox 


Im Hinblick auf die Randbedingungen bei n miissen r Gleichungen von 3) gleich Null sein. Aus 
diesen n Gleichungen bestimmt man in der gezeigten Weise x? = x° fiir p + s und x? = 1/2 (x?+ -y?) 
fiir p = s, woraus sich J, =A), + x} (p = 1, 2,...,r—1) bestimmen laBt, das als A), des folgenden 
Rechnungsganges dient, der mit einem neuen benachbarten Wert von qw durchgefihrt wird (vgl. 
hierzu den bereits behandelten Fall 2 r = 4). 

Die zu den Eigenfrequenzen gehérigen Eigenschwingungsformen findet man leicht durch Zu- 
sammenfassen der Spaltenvektoren von 3°, wobei die errechneten Werte ie einzusetzen sind. 

Als weiteres Zahlenbeispie] zu der beschriebenen Berechnungsmethode wurden die Biegeeigen- 
frequenzen (2 r = 4) eines zweifach gestiitzten homogenen Balkens durchgerechnet, der in n = 30 
gleiche Abschnitte aufgeteilt wurde. Fir die Zahienrechnung wurde ein elektronisch arbeitender 
Digitalrechner (Typ IBM 650) eingesetzt, der bei sog. einfacher Genauigkeit acht Ziffern je Zahl 
besitzt. Die Rechnung wurde bei der 16. Eigenfrequenz abgebrochen, obwohl auch da noch keine 
Rechenschwierigkeiten aufgetreten waren. Dagegen konnte bei gleicher Stellenzahl mit dem 


ublichen Verfahren der Ubertragungsmatrizen bereits die 7. Eigenfrequenz nicht mehr bestimmt 
werden. 


(Eingegangen am 9. Dezember 1958.) 


Anschrift der Verfasser: Prof. Dr.-Ing. E. Pestel und Dipl.-Ing. O. Mahrenholtz, Lehrstuhl fiir Mechanik, 
Technische Hochschule, Hannover. 
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Zur Theorie der Plattenbeulung im plastischen Materia!bereich 


Von K.-A, Reckling 


1. Einleitung und Zielsetzung. Das Problem der plastischen Plattenbeulung ist schon haufig 
behandelt worden, kann aber immer noch nicht als theoretisch véllig geklart angesehen werden. 
Die ersten Arbeiten auf diesem Gebiet brachten halb-empirische Lésungen, die dem Konstrukteur 
schon durchaus brauchbare Richtlinien vermittelten. Vom Standpunkt der mathematischen Plasti- 
zitatstheorie aus konnten sie jedoch nicht befriedigen. In den letzten beiden Jahrzehnten sind dann 
verschiedene Beultheorien aufgestellt worden, die von den Grundannahmen der Plastizitatstheorie 
ausgingen und teilweise auch schon die Shanleysche Konzeption der Instabilitat im plastischen 
Materialbereich einschlossen; unter Ziffer 3 wird noch im einzelnen iiber diese Theorien berichtet 
werden. Wir kénnen sie nach den ihnen zugrundeliegenden Spannungs-Deformationsgesetzen in 
zwei Hauptgruppen einteilen. Die Beultheorien der einen Gruppe gehen von den sog. differentiellen 
Gesetzen nach Prandtl und Reuf aus, durch welche die Komponenten des Tensors der Deforma- 
tionsanderungen mit denen des Spannungstensors in der einfachsten tiberhaupt méglichen Form 
verkniipft sind, wahrend die Theorien der anderen Gruppe die sog. finiten Gesetze nach Hencky 
voraussetzen, nach denen die Komponenten des Deformationstensors selbst den Komponenten des 
Spannungstensors proportional sind. 


In der mathematischen Plastizitatstheorie! wird gezeigt, daB die finiten Gesetze nur dann zu in 
sich widerspruchsfreien Lésungen fiihren, die mit den aus differentiellen Gesetzen gewonnenen 
tibereinstimmen, wenn sie auf solche Falle angewendet werden, bei denen die Verhaltnisse der 
Spannungskomponenten sich bei fortschreitender Belastung nicht andern. Gerade bei der Beulung 
von Platten z. B. durch Normalspannungen andern sich jedoch die Hauptspannungsachsen infolge 
der hinzutretenden Schubspannungen. Fiir die Behandlung von Beulproblemen sollten also die 
differentiellen Gesetze maBgebend sein; ihre Giiltigkeit wurde fiir bestimmte Spannungskombina- 
tionen iiberdies auch bereits mehrmals (z. B. durch Rohrversuche) direkt experimentell nachge- 
wiesen. Dem scheint jedoch der merkwiirdige Sachverhalt entgegenzustehen, daB speziell die mit 
differentiellen Gesetzen errechneten Beulspannungen betrachtlich iiber den experimentell ermit- 
telten liegen, wihrend die aus finiten Gesetzen gewonnenen gut mit den Versuchswerten tiberein- 
stimmen. 


Hieraus zu schlieBen, daB die differentiellen Gesetze ausgerechnet bei der Plattenbeulung nicht 
gelten, wahrend sie sonst zu verniinftigen Resultaten fiihren, mu als eine etwas gewaltsame Be- 
seitigung der geschilderten Diskrepanz erscheinen. Eher ist es naheliegend, bei der Aufstellung 
einer in sich widerspruchsfreien Beultheorie, deren Ergebnisse auch mit der Wirklichkeit iiberein- 
stimmen sollen, von erweiterten differentiellen Gesetzen auszugehen. Da sich das Material der in 
der Praxis verwendeten Bleche vielfach infolge des Walzvorgangs anisotrop verhalt, erscheint es 
sinnvoll, die differentiellen Gesetze so zu erweitern, da sie von vornherein eine orthogonale Walz- 
anisotropie auch fiir den plastischen Materialbereich mitheriicksichtigen. Dieser Weg soll — unter 
gleichzeitiger Anwendung der Shanleyschen Theorie — im folgenden beschritten werden. Dazu 
wird zundchst einiges iiber diejenigen Grundlagen der isotropen mathematischen Plastizitatstheorie 
vorausgeschickt, an die bei der Aufstellung der anisotropen Gesetze unter Ziffer 4 anzukniipfen sein 
wird. 


- 2. Grundannahmen der mathematischen Plastizititstheorie fiir isotropes Material. Der Span- 
nungszustand wird durch den symmetrischen Spannungstensor o;, beschrieben, den man zweck- 
maBigerweise in den hydrostatischen Spannungszustand 

1 


O oy Oik Oi (1) 


1 Vel. als Gesamtdarstellungen hierzu z. B.: I. Szabé, Hohere Technische Mechanik, S. 319, Berlin 1958; 
A. M. Freudenthal und H. Geiringer in Handbuch d. Physik, VI (1958) S. 229; W. Prager and P. Hodge, Theory 
of Perfectly Plastic Solids, London 1951; R. Hill, The Mathematical Theory of Plasticity, Oxford, 1950; A. 
Nadai, Theory of Flow and Fracture of Solids, New-York and London 1950; W. Prager, Journ. Appl. Physics 
20 (1949) S. 235; W. Prager, Journ. of Appl. Mech., 15 (1948) S. 226. 
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und den Spannungsdeviator 
ik = Cin — 6 Oik (2) 
aufspaltet.1 

Da der hydrostatische Spannungszustand erfahrungsgema® die plastischen Deformationen 
praktisch nicht beeinfluBt, hat die Aufspaltung den Vorzug, daB sich der Spannungszustand — wie 
man zeigen kann — besonders einfach durch die beiden Invarianten 


' 1 1 ee , , 
I => Gin Cin ; i = 7 Fik O41 Oi (3) 


des Deviators ausdriicken 1a8t, wenn man beachtet, daB die Invariante 


i = 14 Oi, = 0 (4) 
ist. 

Um einen in einem Bauteil aus verfestigendem Material herrschenden Spannungszustand mit 
einem anderen, insbesondere mit der einachsigen sog. Vergleichsspannung o, des Zug- bzw. Druck- 
versuches in Beziehung setzen zu kénnen, mu8 eine Belastungsfunktion von der allgemeinen Form 
f(Ii, I) = h(o,) — fir idealplastisches Material mit h(c,) = konst. ,,FlieBgesetz‘ genannt — be- 
kannt sein. Die einfachste, iiberhaupt mégliche, stetig differenzierbare Beziehung dieser Art ist das 


Gesetz 
/ / 7 / 1 ‘ 
f(I,) = 1, = 3 Cik Cie = ZO (5) 


-— 


nach R. von Mises”, in dem der Einflu8 der Invariante I, zwar vernachlassigt ist, das jedoch trotz- 
dem nach Versuchen® auch fiir verfestigendes Material recht gut mit der Wirklichkeit ttbereinstimmt 
und daher dem folgenden zugrundegelegt werden soll. Das Vorzeichen von df = dI, = oj, doi. 
= = 0,do, ist das Kriterium fiir Belastung und Entlastung: Wahrend beim einachsigen Spannungs- 
zustand nur die Spannungsvariationen do, =} 0 einen physikalischen Sinn haben und do, = 0 ein- 
fach anzeigt, daB die Spannung konstant gehalten wird, kénnen sich die einzelnen Komponenten 
eines mehrachsigen Spannungszustandes auch bei df = 0 noch dndern. Durch df = 0 wird eine 
sog. ,,.neutrale Spannungsvariation“ gekennzeichnet, bei der die 4quivalente Vergleichsspannung g,, 
konstant bleibt, und bei der auBerdem die plastische Arbeit pro Volumeneinheit 


dA? = dA —dA° = oj, (dei, — dety) = oi, de? (6) 


Null ist, so daB fiir df = 0 keine permanente Deformationsanderung dé! = de;, — de), stattfindet. 
Man kann dann die Beziehungen zwischen den Spannungen und den plastischen Deformationen 
in der allgemeinen Form‘4 


def, = Giz df = Cit Oimd0i m 


ansetzen, indem man einen symmetrischen, zu de!;, koaxialen Tensor G;, einfiihrt, der von den 
Spannungskomponenten und evtl. vom vorhergegangenen Deformationsgeschehen abhiangt. Da 
erfahrungsgema®B bei plastischen Deformationen keine Volumendilatation auftritt, mu wegen 
eg 

Vik 
Potential g(o;,) ableiten. Am einfachsten werden die Beziehungen, wenn man die Belastungsfunk- 
tion f selbst als plastisches Potential verwendet und die skalare Funktion p nur von der zweiten 


Se = Oik Oik SS i =0 nach (4) 


de?,, di, = 0 auch G;;, 6;, = 0 sein. Man kann nun den Tensor G;, = P=. aus einem plastischen 


Invariante des Spannungsdeviators abhangen 1aBt. Wegen 


OO%k 
ist die Bedingung de? d;, = 0 erfiillt, auBerdem ist Ce wegen a =o; zu ef, koaxial. Das 
Spannungs-Deformationsgesetz lautet dann cy 
d ) ela 2 if of d —< TT , d , , 
ik = PCI) doik if = p( 2) Oik I, = 034 dA (7) 


1 In der zur Abkiirzung gewahlten Tensorschreibweise hat man den i,k die Werte 1, 2, 3 zu erteilen, so 
da zum Vergleich mit der iiblichen Schreibweise z. B. 01, = 0x; O12 = Txy usw. gilt; diz bezeichne das Kro- 
necker-Symbol. Ferner gelte die Summierungsvorschrift, nach der wiederholte Indizes in einer GréBe wie z. B. 
O.,, Oj, anzeigen, daB eine Summierung fiir alle Werte 1, 2, 3 von i und k auszufiihren ist. 

* Gott. Nachr., math.-phys. Klasse. (1913), S. 582—592. 
* Vel. z. B. die in R. Hill, (Fu®n. 1) S. 14ff. angegebenen Arbeiten. 


ne Die beiden letzten Faktoren sind mit den Indizes | m ausgezeichnet, da sie nur untereinander zu summieren 
sind, 
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fiir den plastischen Materialbereich (dA = p(I;) dI; => 0). Es geht auf R. von Mises! zuriick und 
ist die einfachste mégliche Form eines differentiellen Spannungs-Deformationsgesetzes (,,incremen- 
tal law“ in der angelsachsischen Literatur). Eine allgemeinere, wesentlich kompliziertere Form 
ergibt sich nach W. Prager®, wenn man den EinfluB der Invariante I ; beriicksichtigt. Schreibt man 
(7), d. h. def, = p(I;) oik (im doim) in Komponentenform, so zeigt sich an den einzelnen Gliedern 
des in Klammern gesetzten Faktors dI;, da8 durch die Spannungen eine Art von Anisotropie her- 
vorgerufen wird, insofern als z. B. die Schubspannungen die plastischen Dehnungen beeinflussen. 
_ Diese Anisotropie verschwindet aber bei Entlastung wieder und ist nicht mit einer von vornherein 
im Material vorhandenen, z. B. orthogonalen Walzanisotropie zu verwechseln. 
L. Prandtl* und E. Reuf+ haben das Gesetz (7) fiir solche Falle erweitert, in denen die elastischen 
Deformationsanderungen de?;, = de;, — de? von gleicher GréBenordnung wie die plastischen sind. 


: A é Plas ; 5 : ; 1 
Fiir die deviatorische Variation de;, = de;, — de 6;, erhielten sie mit de}, d;, = 0, de = deé;, 0: 
und mit dem Schubelastizitatsmodul G das Gesetz 
do; do; , 
dé; 1 = me + de?, — a -|- Oik di (dA = 0) $ 


do« (8) 
dey, = >it (da <0). 


Ks erfiillt die Ubergangsbedingung zwischen dem Zustand der Belastung und Entlastung, d. h. bei 
einer neutralen Spannungsvariation (dj = 0) wird wegen de}, = 0 keine plastische Arbeit geleistet, 
fir Entlastung (dA < 0) gilt das Hookesche Gesetz. Wegen dA = q(c,) do, ist das Differential dA mit 
dem aquivalenten einachsigen Spannungsdehnungsgesetz verkniipft. 

Aus einer formellen Ausdehnung des Hookeschen Gesetzes auf den plastischen Bereich ist das 
sog. finite Spannungs-Deformationsgesetz (,,finite law“‘) 


piesa eae (9) 


v2 
ab — Ic 


nach H. Hencky® entstanden, wobei der Wert G(I;) vielfach als Plastizitatsmodul bezeichnet wird. - 
Der Deformationszustand ist danach eindeutig durch den Spannungszustand bestimmt, die Haupt- 
achsen beider Tensoren fallen zusammen. Die Ahulichkeit mit dem v. Misesschen Gesetz (7) ist nur 
oberflachlich; denn schreibt man (9) in differentieller Form 
, i , Ct ae 9 
de; Meta a eee = do; + Ey at: Oik ( a) 
ered jar eco 
so erkennt man, daB auch bei neutraler Spannungsvariation (dI, = 0) plastische Deformations- 
anderungen de?, = P(I;) do;;, stattfinden, was der oben erwaihnten Ubergangsbedingung wider- 
spricht, sofern nicht CP) = G wire; tatsachlich ist jedoch stets G(I;) < G. Beide Gesetze fiihren 
dann und nur dann zum gleichen Resultat, wenn die Hauptachsen wahrend einer Belastungssteige- 
rung ihre Richtung beibehalten, wenn also o;, = C(o,) o?; ist, wobei of, einen konstanten Aus- 
gangsspannungszustand und C(o,) einen monoton anwachsenden Parameter bezeichnet. Dann 


kann man namlich (8) integrieren und erhalt mit dA = p(I;) dI, = q(a,) do, 


g , ; 1 1 a] f 
cin = 36 Tait | Clo.) ale.) dos =|a¢ + ayaa) | loo) (00) do] on 
°%0 50 


was mit dem finiten Gesetz (9) iibereinstimmt, da man fiir den zweiten Summanden P(JI;) schreiben 
kann®. 
Abgesehen von diesen theoretischen Erwagungen sprechen auch Versuche, bei denen oa seuEE: 
spannungsrichtungen geadndert wurden, zugunsten der differentiellen Gesetze: Insbeson ce a 
man z. B. beobachtet, daB in einem durch Normalspannungen bereits plastisch verformten, dtinnen 


1 Vg]. FuBn. 2 von S. 264. 

2 Quart. Appl. Math. 4 (1947) S. 397. 

3 Proc. Ist. Int. Congr. Appl. Mech., Delft (1924) S. 43. 

4 Zeitschr. angew. Math. u. Mech. 10 Cee 

5 Zeitschr. . Math. u. Mech. 4 (1 Moos ore 

6 Pais aniekes finiten an differentiellen Gesetzen s. u. a. auch die in den Fun. 1, paee "a9 ae 
S.265 zitierten Arbeiten, sowie D. C. Drucker, Trans. A. S. M. E. (1949) S. 587; Journ. Appl. Mech. 
S. 349; Quart. Appl. Math. VIT (1950) S, 148. 
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Rohr die Anfangsgleitung dy =2 de,, =dz/G in Ubereinstimmung mit dem differentiellen Gesetz (8) 
auftritt, wenn man einen zusatzlichen Torsionsspannungszustand iiberlagert; man hat dagegen 
keinen plastischen Anteil dy’ = 2 P(I;) dr gemessen, wie er nach dem finiten Gesetz (9) zu er- 
warten gewesen wire!. Es scheint daher nach allem sinnvoll, bei der Behandlung solcher Probleme 
der Plastizitatstheorie, bei denen die Hauptspannungsachsen ihre Richtung andern, von differen- 
tiellen Gesetzen auszugehen, sofern nicht mathematische Schwierigkeiten dagegen sprechen. 


3. Entwicklung der Beultheorie fiir Platten im plastischen Materialbereich. Die bereits vor- 
liegenden umfassenden Gesamtdarstellungen iiber plastische Plattenbeulung® sollen hier nur inso- 
weit erginzt werden, als es zur Begriindung der anschlieBend vorzunehmenden Erweiterung der 
Theorie nétig erscheint. 

Véllig unabhangig von den der Lésung des Beulproblems zugrundegelegten plastizitatstheoreti- 
schen Grundannahmen kann man ganz allgemein die bekannte Differentialgleichung der Beulflache 
w(x, y) einer durch Normalspannungen o,, 0, in ihrer Mittelebene belasteten, diinnen elastischen 
Platte in kartesischen Koordinaten fiir den plastischen Materialbereich modifizieren, indem man 
an Stelle der Konstanten des Operators AAw Koeffizienten einfiihrt, die im allgemeinen noch von 
den Randspannungen und den plastischen Materialeigenschaften abhangig sein werden. Die 
Hauptaufgabe besteht dann darin, die drei Koeffizienten C,, C,, und C, in der Plattengleichung 


h 
C, Wrnnx + 2 Cry Wjrxyy + Cy Wy yyy = =H (Ox W,2% + Gy W, yy) (10) 


zu ermitteln, wobei hinter einem Komma stehende Indizes partielle Differentiation kennzeichnen. 
Rein formal ist das die Gleichung der orthotropen Platte aus elastischem Material, die bei vorgege- 
benen Konstanten C, usw. zuerst von M. T. Huber? behandelt wurde. Wiirde man daher die 
Koeffizienten auch fiir den plastischen Beulfall von vornherein kennen, so kame man verhiltnis- 
maBig einfach zu einer Liésung, ohne die Plastizitatstheorie heranziehen zu miissen. Das gelingt 
jedoch nur, wenn man vereinfachende Naherungsannahmen einfiihrt. S. Timoshenko* hat als erster 
eine derartige Naherungstheorie aufgestellt, indem er vorschlug, die Steifigkeit einer auf einseitigen 
Druck im plastischen Bereich beanspruchten Platte in Druckrichtung wie bei der plastischen 
Knickung eines einfachen Stabes herabzumindern und senkrecht dazu unverandert zu lassen. Be- 
zeichnet man das Verhaltnis des ,,reduzierten Moduls“ E, zum Elastizitatsmodul E mitt = E,/EF, 
so ergeben sich die Koeffizienten 


C= te ea 


wobei C,, nur ziemlich willkiirlich abgeschatzt werden kann; die Platte verhalt sich also beim 
Ausbeulen anisotrop. 

M. Ros und A. Eichinger® sowie E. Chwalla’ kommen zu einer noch einfacheren Gleichung, in- 
dem sie annehmen, daB die Platte beim Beulen isotrop bleibt. Die Rechnung ist bei beiden An- 
nahmen grundsatzlich nicht schwieriger als fiir die elastische Platte, allerdings kommt man nur auf 
iterativem Wege zum Ziel, dat eine durch Versuche vorgegebene Funktion von 0, ist. 

Geht man von der Shanleyschen Instabilitatstheorie’ fiir den plastischen Bereich aus, d. h. von 
der Fragestellung nach der kleinsten Belastung, unter der ein Bauteil unter gleichzeitiger Last- 
steigerung von der geraden in die ausgebogene Lage iibergehen wird, wobei keine Spannungsumkehr 
im Querschnitt erfolgen soll, so ist in der Naherungsrechnung als reduziecrier Modul E, der Tangen- 
tenmodul einzusetzen, d. h. der Anstieg der o,-¢,-Kurve fiir den Belastungsbereich, der bereits 
von F’. Engesser® in dessen erster Arbeit tiber plastisches Knicken vorgeschlagen wurde. Die spater 


1Vegl. z. B. J. L. M. Morrison and W. M. Shepherd, Proc. Inst. Mech. Eng. (1950); F. Stiissi, Zeitschr. f. 
angew. Math. u. Phys, | (1950) S. 254; A. Phillips, Journ. of Appl. Mech. 19 (1952) Nr. 4, S. 496; K. Hohen- 
emser und W. Prager, Zeitschr. angew. Math. u. Mech. 12 (1932) S.1. In einer Arbeit von P. P. Bijlaard, 
Journ. Appl. Mech. 23 (1956) S. 27, wird allerdings tiber hiervon abweichende Versuchsergebnisse berichtet. 

2 Z. B.in F. Bleich, Buckling Strength of Metal Structures, New York, London 1952 und C. F. Kollbrunner 
und M. Meister, Ausbeulen, Berlin 1958. 

3 Probleme der Statik technisch wichtiger orthotroper Platten, Warschau 1929, 

4 Ann. ponts chaussées IV (1913) S. 410; auch Theory of Elastic Stability (1936) S. 384 desselb. Autors. 
Eine Weiterentwicklung stammt von F’, Bleich; naheres hierzu FuBn. 2 von S. 266. 

5 Final Rept. Ist. Congr. Intern. Assoc. Bridge and Struct. Eng., Paris (1932) S. 144 

6 Ing.-Arch. 5 (1934) S. 54, 

? Vel. zur Shanley-Theorie u. a. F. R. Shanley, Journ. Aeron. Sc. 14 (1947) S. 257; Strength of Materials 
S. 581, New-York 1957; C. F, Kollbrunner und M. Meister, Knicken, S. 17, Berlin 1955; F’. Schleicher, Taschenb. 


f, Bauing. I. Bd., S. 970 u. 1007, Berlin/Gottingen/Heidelberg 1955; A. Pfliiger, Ing.-Arch. 20 (1952) S. 291; 


sowie die in Fun. 2, S, 266 gen. Werke. 
8 Zeitschr, f. Arch. u. Ing.-wesen (1889) S. 455. 
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von Engesser’ veranderte und von Th. v. Kérmén2 neu aufgestellte plastische Knicktheorie, die auf 


den sog. Doppelmodul oder Knickmodul fiihrt, liefert dagegen einen nur theoretisch interessierenden 
oberen Grenzwert fiir die Knickspannung. 


Obwohl z. B. C. F. Kollbrunner® recht gute Ubereinstimmung der auf diesem Wege berechneten 
Naherungswerte der Bruchspannungen mit den Ergebnissen zahlreicher Versuche feststellte und 
dariiberhinaus fiir verschiedene Randbedingungen Korrekturfaktoren zur noch besseren Anpassung 
der Rechnung an die Wirklichkeit mitteilte, hat man damit natiirlich noch keine theoretisch be- 
friedigende Lésung des plastischen Beulproblems gefunden. Es sind daher verschiedene Arbeiten 
entstanden, in denen die Grundannahmen der mathematischen Plastizitatstheorie auf das Beul- 
problem angewendet wurden. Zur Gruppe der von finiten Gesetzen ausgehenden Theorien sind 
insbesondere die von P. P. Bijlaard* und A. Ilyushin® zu nennen. Wahrend Bijlaard in seinen 
neueren Arbeiten bereits die Shanleysche Hypothese beriicksichtigt, nimmt I lyushin noch an, daB 
in den Plattenquerschnitten Entlastungs- und Belastungsbereiche nebeneinander existieren. E. Z. 
Stowell® hat die Theorie von Ilyushin abgeiandert und vereinfacht, indem er von Shanleys Annahme 
ausging und durch einen Kunstgriff teilweise den EinfluB der unrealistischen Annahme inkompres- 
siblen elastischen Materialverhaltens (vy, = 0,5) durch Ilyushin eliminierte. Die Differentialglei- 
chung der Plattenbeulung hat bei allen diesen Arbeiten die allgemeine Form der Gleichung (10), 
wobei die drei Koeffizienten auf der linken Seite in mehr oder weniger komplizierter Weise von den 
Spannungen o,, 6, und dem dquivalenten einachsigen Spannungs-Dehnungsgesetz abhangen. 
Wahrend Ilyushins Theorie zu groBe Beulspannungen ergibt — was durch die Annahme y, = 0,5 
und die Benutzung des Engesser-Kaérmdnschen Knickmoduls erklart werden mag —, stimmen die 
nach den beiden anderen Theorien errechneten Beulspannungen und Wellenzahlen offenbar be- 
friedigend mit der Wirklichkeit iiberein. 


Die differentiellen Gesetze fiihren im allgemeinen zu gréBeren mathematischen Schwierigkeiten 
als die finiten, nicht dagegen bei der Behandlung von Stabilitatsproblemen. Da hier stets infinitesi- 
male Anderungen der Konfiguration untersucht werden, miissen die finiten Gesetze sowieso in diffe- 
rentieller Form benutzt werden, wie das auch tatsachlich bei allen im vorigen Absatz genannten 
Arbeiten geschehen ist. Fiir die Anwendung der finiten Gesetze auf das Beulproblem liegt also kein 

zwingender Grund vor, gegen ihre Anwendung ist aber gerade das unter Ziff. 2 Gesagte einzu- 
wenden: Beim Ausbeulen einer z. B. durch einseitigen homogenen Druck o, belasteten Rechteck- 
platte tritt zur Grundspannung o,, im Nachbarzustand die Schubspannung drt,,,, hinzu, die Haupt- 
achsenrichtungen werden verdreht. Die plastische Gleitung dy,, ist nach dem differentiellen Ge- 
setz (8) Null, nach dem finiten Gesetz (9a) dagegen 2 p(I;) dt,,, genau so wie beim Rohrversuch. 
Dieser Unterschied wirkt sich insbesondere auf die GréBe des Koeffizienten C, , der Gleichung (10) 
und damit auf die Beulspannung erheblich aus; sie fallt wegen des fehlenden plastischen Anteils im 
mittleren Koeffizienten gréBer aus als die mit dem finiten Gesetz errechnete Spannung. Daf die 
Beulversuche diesen Sachverhalt eigenartigerweise nicht bestatigen, daf sie also insbesondere nicht 
mit den Ergebnissen der auf differentiellen Gesetzen basierenden, bisher wohl umfassendsten 
Theorie von H. G. Hopkins’ ttbereinstimmen, wurde bereits einleitend erwahnt. Da nicht einzusehen 
ist, warum sich das Plattenmaterial im Kleinen nach dem differentiellen Gesetz — wie beim Rohr- 
versuch —, beim Beulversuch selbst dagegen nach dem finiten Gesetz verhalten sollte, ist es nahe- 
liegend, die sich auf die differentiellen Gesetze griindende Theorie zu erweitern. Es wurde bereits 
vorgeschlagen®, eine von vornherein vorhandene geringe Abweichung der Plattenmittelflache von 
der Ebene zu beriicksichtigen. Im folgenden soll ein anderer Weg eingeschlagen werden: Die 
Theorie soll so erweitert werden, da® der EinfluB einer von vornherein im Blech vorhandenen Walz- 


1 Schweiz. Bauztg. 26 (1895) S. 24. 

2 Phys. Zeitschr. 9 (1908) S. 136. es : 

3 Vel. die in den unter FuBn. 2, S. 266 genannten Werken aufgefiihrten Versuchsergebnisse, sowie Mitt. 17 
aus dem Inst. f. Baustatik der E. T. H. Ziirich 1946. ; 

4 Vel. Abhandlg. d. Intern. Vereins f. Briickenbau u. Hochbau VI, Ziirich 1940/41; Mitt. Nr. 21 aus d. 
Inst. f. Baust. a. d. E. T. H. Ziirich 1947; Journ. Aeron. Sc. 16 (1949) S. 529 und die dort zitierten Arbeiten. 

5 Prikl. Math. i. Mekh. USSR 8 (1944) S. 337. Ubersetzung mit Zusatzen als Mitt, Nr. 20 aus dem Inst. f. 
Baustatik der E. T. H. Zurich 1947. 

6 NACA Techn. Note 1556, 1946; Auszug in Bleich, S. 13, FuBn. 2, S. 206. ; 

7 Quart. of Appl. Math. 11 (1953) S. 185; vgl. auch die Arbeiten von G. H. Handelmann and W. Prager, 
NACA Techn. Note, Nr. 1530, 1948; C. E. Pearson, Journ. Aeron. Se. 17 (1950) S. 417; H. G. Hopkins, Re- 
search Eng. Struc. Supplement, 2 of the Colston Papers, London 1949; in denen das Problem ahnlich, jedoch 
weniger allgemein, insbesondere ohne Beriicksichtigung der Shanleyschen Hypothese behandelt wurde. 

8 Vel. E. T. Onat und D. C. Drucker, Journ. Aeron Sc. 20 (1953) S. 181 und weitere dort zitierte Arbeiten, 
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anisotropie beriicksichtigt werden kann. Dies erscheint auch im Hinblick auf Versuche? sinavoll, die 
gezeigt haben, daB sich gerade diinne, gewalzte Bleche aus verfestigendem Material (z. B. aus 
Aluminium-Legierungen) sowohl im elastischen als auch im plastischen Materialbereich ausge- 
sprochen anisotrop verhalten. 


4, Erweiterung der Plastizitatstheorie fiir orthogonal-anisotropes Materialyerhalten. Vorausge- 
setzt werde ein Material, das in drei zueinander senkrechten Richtungen, die als Hauptachsen der 
Anisotropie bezeichnet werden und mit den (x, y,z)-Achsen eines rechtwinkligen Koordinaten- 
systems iibereinstimmen sollen, verschiedenes, jedoch zu den Achsen symmetrisches Verhalten zeigt. 
Als erster hat R. Hill® fir derartiges Material ein FlieBgesetz vorgeschlagen, das denkbar einfach 
ist und fiir den Sonderfall der Isotropie in das v. Misessche Gesetz (5) iitbergeht. Hill wahlt ebenso 
wie beim isotropen Material als FlieBbedingung eine in den Spannungen homogene quadratische 
Funktion f(o;,), die einer Konstanten — z. B. der Spannung an der FlieBgrenze — gleichgesetzt 
wird. In sinngemaSer Erweiterung auf verfestigendes Material kann die Belastungsfunktion 


i 
F (Gx) = tere [% (0, —0,)? + % (0, —9,) + 3 (0, —9,)? + 2 (Bitzy + Botzz + Pstys)] = a Oo 
(11) 
mit o, als Vergleichsspannung angesetzt werden, wobei die sechs Parameter das anisotrope Material- 
verhalten kennzeichnen. Fiir isotropes Material geht (11) mit «, =o = =/3,/3 = ,/3 = B,/3 in 
das v. Misessche Gesetz iiber. Die Anisotropieparameter werden im allgemeinen auch vom jeweiligen 
Verfestigungszustand abhangen, hier sollen sie jedoch zur Vereinfachung als Materialkonstanten 
angenommen werden. Da der Anisotropiezustand sich dann mit steigender Belastung nicht ver- 
andert, wird sich ein bestimmter Verfestigungszustand ebenso wie beim isotropen Material durch 
einen Aquivalenten, einachsigen Spannungszustand o,, ausdriicken lassen, wie es (11) aussagt. 

Die Belastungsfunktion f(o;,) ist dann zwar koordinaten-invariant, kann allerdings nicht mehr 
wie beim isotropen Material direkt der Deviator-Invariante I} gleichgesetzt werden. Gleichwohl 
kann man sie auch hier als plastisches Potential auffassen und fiir die plastische Deformations- 
anderung wie unter Ziff. 2 

6) 
deh, = p(o,) 32d (12) 


ansetzen, nur mit dem Unterschied, daB p nicht mehr direkt von I}, sondern vom Verfestigungszu- 


By : : wee 4) : 5 
stand, d. h. vono, abhangt. Dieser Ansatz ist zulassig, da er wegen a 6;, = 9 — wie man leicht 
ik 
nachpriift — die Bedingung de? 6;, = 0 der verschwindenden plastischen Volumendilatation er- 


fiillt. 

Der Verfestigungszustand — also o, baw. f(¢;);,) — sei weiterhin vollstandig durch die gesamte 
plastische Arbeit, d.h. die Gestaltanderungsarbeit 4° = f 0;, de}, gekennzeichnet, die zu seiner 
Erzeugung aufgewendet wurde, so daf die allgemeine Beziehung 


Fin) = F(A*) = Ff oi defs) (13) 


besteht, wobei also auch F(A?) eine koordinaten-invariante, monoton wachsende, positive Funktion 
ist. Mit df = F’ dA? = F’ o;), de?, geht (12) nach Multiplikation mit o;, und mit dem Satz von 
Euler fiir eine homogene, quadratische Funktion iiber in 


of 


Cik de? = P(0,) F' oix ope L m defn =2 P(o,) F’ f(oix) Oik de? , : 
1 : Les 2 : : 
Setzt man hieraus p(o,) = SF in om fin) = 3 Fv und df = 3 9,do, in (12) ein, so geht der 
plastische Deformationszuwachs iiber in 
of doy of 
P =-=- = — 
devi OGi% Op Fo Ys Cory 2) 
und der Zuwachs an plastischer Arbeit pro Volumeneinheit wird 
) en iy ae of Seen © 
dA’ = Oi; dé; Oi 20:4 d) => 2 f (o:%) dj = 0 > (15) 


1 Vel. L. J. Klingler and G. Sachs, Journ. Aeron. Sc.15 (1948) S. 599; sowie die Versuche von F, Stiissi 
(FuBn. 1,5. 266.) j 

* Proc. of the Royal Society, Series A 193 (1948) S. 281; vgl. auch R. Hill, S. 318 (FuBn. 1, S. 263); sowie die 
Arbeiten von J. E. Dorn, Journ. of Appl. Phys. 20 (1949) Nr. 1,S. 15 und L. W. Hu, Journ. Appl. Mech. 23 (1956) 
5. 444, die von denselben Voraussetzungen ausgehen wie R. Hill. 
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da f(o;,) als homogene, quadratische Funktion angesetzt wurde. Der Zuwachs dA? ist fiir Be- 
lastung (dA > 0) wegen f(a;,) stets positiv, die plastische Deformation ist also ein nicht-reversibler 
Vorgang im thermodynamischen Sinne, wahrend der neutrale Spannungszustand dA = 0 durch 
einen stationaren Wert von A? gekennzeichnet ist. 

Labt sich der jeweilige Verfestigungszustand — wie vorausgesetzt — durch einen elnzigen 
aquivalenten Spannungswert o, ausdriicken, so kann man jedem Wert von g, eine aquivalente 
einachsige, plastische Dehnungsanderung de! derart zuordnen, daB o, = O[f de? eine Funktion 
der gesamten plastischen Dehnung { de? ist, wobei die Integration iiber den gesamten Deformations- 
weg zu erstrecken ist. Der Zuwachs an nicht zuriickgewinnbarer Arbeit laBt sich dann auch durch 


dA?’ =o, de? ausdriicken. Gleichsetzen mit (15) liefert mit dA nach (14) und mit TOR) = fis oF 


die Bezichungen 3 
Le re 3 3 deP dh 9 
es ag a POH Fae: . (19) 
durch die der allgemeine plastische Spannungs-Deformationszustand vermége (14) und (11) mit 
einer Aquivalenten — aus Versuchen bekannten — einachsigen Spannungs-Dehnungskurve, also 


der (o,, €?)-Kurve mit dem Anstieg ©’, verkniipft ist: Die speziell bei einem ebenen, fiir das Beul- 
problem in Frage kommenden Spannungszustand auftretenden plastischen Deformationsanderungen 
ergeben sich dann durch Einsetzen von (11) in (14) zu! 


of d) 
dg? ee dj = (a, Co Oe Oy) 7-3 
of dh 
def = a i (a, Ok =O nO) re | (17) 
P eS dn 
de? = de? = =a dj LPS | 


mit den zur Abkiirzung eingefiihrten Anisotropiekonstanten 0, = 01 - 3 0, = 01 + O33 &yy =O; 
B= 6, und A=o, +%+0,;=a0,4+,—a,,. Hierin ist dj nach (16) bekannt, wenn die 
(o,, €?)-Kurve vorliegt und wenn die aquivalente Dehnung de? mit den de?,, verkniipft werden 
kann. Dazu werden die Gleichungen (17) in die Form 


Pp 
eer oe A oa ted toed A _ May A 
a Omg Oy — HF y dj’ x Oe Oy — OE y dj’ DS B da 


gebracht und in die fiir den zweiachsigen Spannungszustand vereinfachte Belastungsfunktion (18), 


d.h. in 


1 oe 
Ff (ix) = 54 (4,0: —24,, 0,0, + 0, 0; + 2B try) =F (18) 
eingesetzt, woraus zundchst 
= A aty(dek)? + 2 oxy deP def + atx(del)® 2(dexy)? Ss 
Six) =| te tty — a2 “am ees ae (19) 
und schlieBlich mit (15) 
Pe Lr [24 ay(def)” + 2 oxy deP def + otx(dey)” is ae Ba) 
v Ov Gp ay 3 Ope Ly — oy 
9 9 
folgt. Fiir isotropes Material geht dieser Ausdruck mit a, =o, = 20,, = = a A uber in 
9 | / 2 2 
de? =~ [(de?)® + def de? + (de®)? + (def,)°)"? = |/ 5 [dels defi]. (21) 


y3 
Man kann die in (18) und (20) auftretenden Anisotropiekonstanten aus Versuchen ermitteln, 
indem man verschiedene Plattenstreifen als Zugproben unter verschiedenen Winkeln py gegeniiber 
der z. B. als x-Richtung gewahlten Walzrichtung aus der Platte herausschneidet. Bezeichnet o 
die Zugspannung in der Probe, so folgen mit 


ye OE ae a ee 
0, =o cos’ yp; o, =o sin’ yp; Ty = 0 siny cos p 
1 Die Komponente de? wurde fortgelassen, da sie fiir das Weitere nicht interessiert. Bei der Differentiation 


sind die Schubspannungen Tx y und tyx getrennt zu behandeln, so daB f/0txy = B+ txy/A ist. Ferner besteht 
der Zusammenhang dyPy = 2 dePy mit dem Gleitwinkel yy. 
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aus (17) die Komponenten der Dehnungsanderung 

eee di se dh 
def = (a, cos*y — 4, sin*y) 7-0, def = (a, sin? yp — a, , cos*y) 7 0, dely = B sin y cos zo: 
Aus dem Verhaltnis der Dehnungsanderungen fiir bestimmte Winkel y kann man die Verhaltnisse 


der Anisotropiekonstanten errechnen. 

Wendet man (18) speziell auf den einachsigen Spannungszustand in Walzrichtung (x-Richtung) 
und senkrecht dazu (y-Richtung) an, so ist die Vergleichsspannung o, mit den in diesen Rich- 
tungen gemessenen, mit X bzw. Y bezeichneten Spannungen durch 


ocr a =| fo Ope ao 

OG, =Vs 7% =a, X baw. 0, =\54 X=a,Y (22) 

verkniipft (fiir Isotropie isto, = X = Y). Weiter ist z. B. wegen dA? =o, de? = a, X de? = X de? 

die aquivalente Dehnungsanderung de? mit den gemessenen Anderungen de? und de! durch die 
Beziehungen 

1 1 
Pie ee ee aie ‘ 
de? = om de? = 7 de! (23) 


verbunden. Die aquivalente Spannungs-Deformationskurve o, = P(f de?) ist also einfach die 


ef ef one 
aus Zugversuchen gewonnene Kurve a, X = dee bzw. a, Y= o( z und damit ist auch deren 


Anstieg os “y 
5 doy dX dY 
oD) = “deP = az deP — ay, de (24) 
bekannt.1 Aus (16) folgt dann 
9 del 8 def : 
P(e) = 4 gaX3 dX — Lap 2 aY C2) 
Hiermit sowie mit 
- 1 
ae as doi, == [(04 %v— Ay 6,) do, + (4, 6, —t,, 0,) do, + 2B7,, dr,,] (26) 


kann man dA = p(o,) df und daher wegen (17) auch die Variationen der plastischen Deformationen 
durch die Spannungen und deren Anderungen ausdriicken. 

Zu den plastischen treten noch die elastischen Deformationsanderungen hinzu. Auch im elasti- 
schen Bereich soll Anisotropie vorausgesetzt werden. Dann gilt 


Pa = Ox in cg : Os Oy Ox ; = oe (27) 
FE, Ey, y Ey Ye ~S 2G 
bzw. 
0, —_ - == Ve Ey - : o, s ey + Vy ee ee (28) 
— Vx Vy , Ll—vg_vy 9 


Zwischen den insgesamt fiinf Materialkonstanten bestehen noch gewisse Beziehungen: Aus der 
elastischen Formanderungsarbeit A’ folgt 


pe A Ee OC Ee st 
ze eg 2 (1 — vx vy) 
und eine entsprechende Gleichung fiir ys welche neben (28) nur dann bestehen kénnen, falls 
v, E, =, E, (29) 
ist. Kine zweite Beziehung erhalt man ferner zwischen den Elastizitatsmoduln: 


E, By 


G¢ =—— — 
Ey (lS 20) ) Ey 


(30) 


Zur Beschreibung des anisotropen elastischen Zustandes geniigen also wegen (28) und (29) drei 
der fiinf Materialkonstanten E,, E., G,y,, v,.2 


i Vel. hierzu auch K, Sattler, Osterr. Bauzeitschr. 10 (1955) S. 237. 
* Wolff, Zeitschr. angew. Math. u. Mech, 14 (1935) S. 249; H. A. Conway, Journ. Appl. Mech. 20 (1953) Nr. 1. 
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Die Superposition der elastischen und plastischen Deformationsanderungen liefert schlieBlich 
aus (17) mit (25) und (26) sowie aus (27) die gesamten Deformationsvariationen 
de, = (e, + sz) do, + (s, s, — 9) do, 23, t,,dv,, ; | 
de, = (s,s, —¥) do, + (e, + s}) Oxi 2 5,4 ,,0T (31) 


dé,, = S, ty On -+ S, bp pat 2. dt. 
mit den Abkiirzungen 


1 i Vx y 
e=— 3 = — == ke a yp 
x Ey ey Ey ? Ey rae p ? 
} 9 
2) 3) 
ae (01, 0, = Gz, Oy)'s s, = Ih (0,0, Baya) 3 (31a) 


Vp 1 
tey =F P txys Tey a tay ta 


Umgekehrt kénnen auch die Spannungsanderungen durch die Deformationsvariationen ausge- 
driickt werden: 


1 Ss} Sx S = : 
Be (ew Palin, [EF dey —2 cy 6 dr, 
do, = : Beit 7 Sx r é 
te ie pas (re —? Tey) de, + (6 +e, Ty} de, — 2 try d, déxy| , (32) 


il = 
dy =p = tyy a, de, — ty, a, de, + {(e, + 82) (e, + 2) — (s,s, —7)} dery 


mit der Determinante des Gleichungssystems 


Duy = 57 (0, 88 + ey 82 + 275, 5,) + (0, ¢, —P) Tey (32a) 
und den Abkiirzungen 
a, = s,e, + 5,73 A, = 5,0, + 5,03 a3 =2 ty G (e,e,—). (32b) 
Das Kriterium fiir Belastung ist df > 0, also wegen (26) 
s, do, + 8, do, +2 tyydtxy > 0 oder a, de, + ade, + 2asde,y > 0. (33) 


Damit sind alle Vorbereitungen getroffen, um die Plattengleichung fiir anisotropes Material auf- 
stellen zu kénnen. 


5. Die Differentialgleichung fiir das Ausbeulen anisotroper diinner Platten im plastischen Bereich. 
Wie in der Theorie diinner, elastischer Platten werde vorausgesetzt, daB die urspriinglich zur 
Mittelflache normalen Plattenelemente auch zur ausgebogenen Plattenmittelflache normal bleiben. 
Die bei dieser als klein vorausgesetzten Ausbiegung auftretenden Deformationsanderungen de,, de, 
dy. = 2 de,y sind teils Deformationen der Plattenmittelflache de,, de,, dy, teils entstehen sie durch 
die Biegung der Platte; letztere andern sich linear mit dem Abstand von der Plattenmittelflache 
und sind proportional zu den Kriimmungsdnderungen dy, und dy, in x- baw. y-Richtung sowie 
zur Anderung der Verdrehung dy,. Es gelten dann die Beziehungen 


de, = de, — z dy; ; de, = de, — 2 dy; dyxy =dy—22 dy, (34) 
worin —h/2=z=<h/2 den Abstand des Elements von der Plattenmittelflache kennzeichnet. Mit 
(34) erhalt man aus (33) als Belastungskriterium 

a, de, + ay dé, + a, dy > 2 (a, dy, + ay dy, + 2 a; dys). (35) 
Hieraus wird eine Gleichung fiir die Grenzkurve 2 = %,(x,y) zwischen Belastungs- und Ent- 
lastungsbereich, wenn man das Gleichheitszeichen setzt. Die Grenzkurve \zo| =h/2 entspricht dem 


Zustand der Belastung iiber den gesamten Plattenbereich. Fiir das Belastungskriterium 1aBt sich 
auch abgekiirzt schreiben 
ZS 2% fiir d¥v20 (35a) 
mit 
zy dV = a, de, + a, de, + a, dy, dV = a, dy, + a, dy. + 2 az dy. (35b) 
Unter Verwendung der mit (34) aus (35b) abgeleiteten Beziehung 


— (z —%,) dV = a, de, + a, de, + a3 dyxy 
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kann man aus (32) die fiir den Belastungs- und Entlastungsbereich giiltigen Ausdriicken 
e, do, —v do, = de, ee med aes a 


e, do, —v do, = de, + (36) 


aie ee Zp) dE, 


dtxy = Gdyxy += ie (z — x) dW | 


bilden. Fiir den Entlastungsbereich (df << 0) wird wegen des Verschwindens der plastischen De- 
formationsanderungen nach (25) auch p(o,) =0 und damit folgt aus (3la) s, =s, =t,, = 0 
und schlieBlich aus (35b) d¥Y = 0; die fiir den elastischen Bereich giiltigen Gleichungen hatte 
man auch direkt aus (27) und (28) ableiten kénnen. 

Will man zunachst noch die Méglichkeit zulassen, daf sich beim Ausbeulen Entlastungsbereiche 
ausbilden kénnen, so sind zwei Falle zu unterscheiden: Fiir d'Y¥ > 0 hat man Belastung im Bereich 
%y > 2 > —h/2 und fir d¥ <0 im Bereich + h/2 >> %. Die resultierenden Normalkraft- 
variationen dN ,, dN. ¢ und dN,, werden durch 


+ h/2 


(dN, dN,, dNxy) = = ak Nees do, Oty) dz 


definiert. Die den Ausdriicken (36) entsprechenden Seek sind z. B. 


+ h/2 
e,dN,—vdN,= Jf (e,do,—vdo,) dz. 
See 
Bei der Ausfiihrung der Quadraturen ist zu beachten, daf} der Integrand entsprechend (36) fiir 
Belastungs- und Entlastungsbereich verschiedene Gestalt hat: Fir d¥> 0 hat man z. B. den 
vollstandigen Integranden nach (36) fiir die Integration von z = —h/2 bis z) und den mit d¥ = 0 
iibrigbleibenden Integranden fiir die Integration von z = 2, bis + h/2 einzusetzen. Die Ausfiihrung 
der Quadraturen ergibt 


tt = h 2% 

5 (2 AN, — 9 dN,) = dey — 6 mel rts a 

1 ~ I 2 

=, (¢, AN, —9dN,) = dey— 555 wat ets s dV, (37) 


dNey _ ho ieee 2 e 
Cr ee oar 1) ra 


Durch Elimination von de,, de, und dy mittels (35b) lieBe sich hieraus eine quadratische Gleichung 
fiir die Trennflaiche z) zwischen Entlastungs- und Belastungsbereich ableiten. 
In entsprechender Weise bildet man die Momentenvariationen, welche durch 


+ hj2 
(dM,,dM,,dM,,) = (doy, doy, —dtzy) 2 de 


z= —h/2 


definiert sind. Dazu berechnet man zunachst Ausdriicke von der der Gleichung (36) entsprechenden 
Form, also z. B. 
+ h/2 
e,dM,—vdM,= Jf (e,do,—v do,) 2 dz. 
3s = —h/2 
Die Ausfithrung der Quadraturen liefert 
12 bes 
— ja (¢, ey — ») dM, = (e, — a} By) dy, + (v — ay ag By) dy, — 2 a, a, By dy, 
ae 2 Ce, e, — 0°) dM, = (v — ay a, Bo) dy, + (¢,, — a} Bo) dy, — 2 a, ag By dys, (38) 


8 GaMxy = try Bo (0, dx, + Oy dx2) + (2 ty 43 By — 1) dys 
mit der Abkiirzung 


Cera eral vale ee (38a) 
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Wenn man noch die Kriimmungsinderungen durch die infinitesimale 
ausdriickt, d. h. 


Ausbiegung dw der Platte 
dy, = dwn dy, = dw,yy 3 dy, = dw,xy, (39) 
schreibt, so liefern die Gleichgewichtsbedingungen z. B. nach S. Timoshenko} 
AN CRINGE? 
ao 5 Ny = 05 (40) 
OMs, 22 —2 IMs y,ny + dMy,yy = h (0, des +0, dw, yy + 2 tey dv,xy) . 


Die beiden ersten Gleichungen lassen sich durch Kinfiihrung einer Spannungsfunktion ¢ erfiillen, 
die mit den Normalkraftvariationen durch 


dN, =hdy,yy; dN, =hdQj nx; dNiy=—h dP,xy (41) 


verkniipft ist. Die Deformationsainderungen kénnen durch die Verschiebungen u und v ausge- 
driickt werden 


de, =du,~;  de,—=—dv,y;  dyzy =du,, + dv,, (42) 
und sind nur dann miteinander kompatibel, falls 
déx,yy + déy, xx — dye 
erfiillt ist, was wegen (34) mit (39) in 
dé, + déo,..—dy,zy = 0 (43) 
tbergeht. Aus (37) folgen mit (41) die Deformationsanderungen der Plattenmittelflache 
de, =e, dy,yy—vdq,xx. + Cys,d¥, 
de, = € dQ,xx —VAPyy + Cys, dP, (44,) 
dy = Cy tay PP — = dey 
mit der Abkiirzung 


it, h 2 Z 2 
C epee y 1 . (44a) 


Setzt man (44) in die Bedingung (43), so folgt eine partielle Differentialgleichung zur Bestimmung 
der Anderungen der Spannungsfunktionen y und damit der Normalkrafte 


1 = 
¢, dp, xxxx + (= ao ») dep, azyy + &, EP, yyyy = (Co tey BP) xy — (Cy 5y PP), un — (Cy 8, P),yy (45) 


auf deren rechter Seite man noch d¥ mittels (35b) und (39) durch die Ausbiegung dw ausdriicken 
kénnte. 

Aus der Momentengleichgewichtsbedingung folgt schlieBlich als Differentialgleichung fiir die 
infinitesimale Durchbiegung, die von jetzt an der Kinfachheit halber mit w bezeichnet wird 

(ey — a? By) W,xxxx + 2 {7 4+ 2G (e, ey —¥*) — (ay ag + 2 G3) Bo} w,xxyy 
12 (ex ey — VP? 

—4 Bods (4,0, x2xy 3, xyyy) + (Ce — 4; Bo) W, yy yy = aS a 2 {Fx W,xx + Oy W,yy + 2Txy Wey} 

(46) 
Zu diesen beiden Grundgleichungen des Problems treten noch die durch die Art der Auflagerung 
der Platte an ihren Randern vorgeschriebenen Randbedingungen. Die Differentialgleichungen 
sind im allgemeinen nichtlinear: Erstens geht die Gleichung der Trennflache zwischen Entlastungs- 
und Belastungsbereich iiber die Koeffizienten By und C, in die Rechnungen ein, zweitens treten 
in diesen Koeffizienten die Randspannungen auf, die noch von x und y abhangig sein koénnen. Die 
zweite Gleichung (46) nimmt nur fiir verschwindende Schubrandspannungen die allgemeine Form 
(10) an. 

Die allgemeine Lésung dieser Aufgabe, bei der also noch Entlastungsbereiche zugelassen werden, 
dirfte sich vielleicht am besten auf folgendem Naherungswege erreichen lassen: Man kénnte zu- 
nachst die homogene Gleichung (45) lésen und wiirde Naherungswerte fiir die Normalkraftande- 
rungen erhalten; die Stabilitatshypothese nach Engesser-v. Kérmén — Stabilitatsverlust bei be- 


1 Theory of Elastic Stability, S. 302 ff, New-York, London 1936. 
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nachbarter Gleichgewichtslage unter gleicher Last — wiirde z. B. nach (41) die Randbedingungen 
dN, = dN, = dN,, = 0 fiir eine Rechteckplatte fordern und aus (45) die Naherungslésung dp = 0 
liefern. Dann lieBe sich z, aus (37) und damit wiederum B, und Cy berechnen. Damit kénnten 
dann unter Beriicksichtigung der jeweiligen Randbedingungen naherungsweise die Eigenwerte 
und Eigenfunktionen von (46) errechnet werden. 

Die oben durchgefihrten, fiir d¥Y > 0 giiltigen Rechnungen kénnen sinngemaB fiir d¥ < 0 
wiederholt werden; in diesem Falle muf man nur in (38) und (44a) z durch —z, ersetzen. 

Gliicklicherweise ist es fiir die Bestimmung der fiir die Praxis allein wichtigen Lésung nicht 
nétig, diese angedeuteten Rechnungen durchzufiihren, wenn man zur Berechnung der kleinsten 
méglichen Beullast von Shanleys Hypothese ausgeht und annimmt, daB nirgendwo eine Entlastung 
auftreten soll. Dann ist in (38a) einfach 2) = h/2 zu setzen, man braucht also keinen Entlastungs- 
bereich zu berechnen und erhalt bei nicht von x und y abhangigen Randspannungen lineare Dif- 
ferentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten. Man sieht iibrigens leicht, daB dann die linke 
Seite von (46) und damit auch die kritischen Spannungen wegen 


[Bol:, =h/2 = [Bol-, <h/2 


ihren kleinsten méglichen Wert annehmen. Eine analoge Uberlegung gilt fiir den Fall d¥ < 0. 
Dies kann als hinreichendes Kriterium dafiir angesehen werden, da die Shanley-Hypothese auch 
bei der Platte zu den fiir die Praxis allein interessierenden kritischen Spannungen fiihrt. Es kommt 
also gar nicht mehr auf die Lésung von (45) an, deren Existenz im iibrigen vorausgesetzt werden 
soll. Die dann nur noch interessierende Integration von (46) wird aber prinzipiell schwieriger sein 
als im isotropen Fall. 


6. Die rechteckige Platte mit homogenem Normalspannungszustand als Beispiel. Die gleichmabig 
uber die Plattenrander verteilten Normalspannungen sollen in einem vorgesehenen konstanten 
Verhaltnis 


a (47) 


zueinander stehen: Ferner sei t,, = 0. Dann liefert (32a) 


ex [poz v2 
mit 
Fy, 
= (48a) 


und der durch die Anisotropie des Materials und das Spannungsverhaltnis r bestimmten Kon- 
stanten 


K=02 + kray + Oxy (kK+2,r-+r?) +2 Mahe Oy? —2 Oy? |Oe(1 +2] +o, (k +, 7r)} . (48b) 
/ 


Ferner erhalt man aus (32b) die GréBen 


Gi shBiGhee mit Ay Hig Ong Tl a Pry — Ones 
Uy == ee oe mit Ag = (Gy fT — Gay) & +E (Ox — Oey 7) Pe (49) 
Cos 


Zur Bestimmung von p(o,) muB noch der nach (24) aus dem Spannungs-Dehnungsdiagramm X(e?) 


: : dX _ do 
eines Druckversuchs bekannte Anstieg ®’ = az 7 tae ie 

ex € 
mationsdiagramms mit der Spannung o, in Beziehung gesetzt werden: Fiir die Platte hat man 
nach (18) als aquivalente Spannung 


des aquivalenten Spannungs-Defor- 


GF, =O, \/ = (%,— 2 Oyy7T + Oy T°) (50) 
und damit nach (16) 
= 34 l 
ae 2 o2 (COn—2 Chee y T aig ay r2) a2 dX ~ 
de? 


(51) 
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Nun ist der aus dem Druckversuch bekannte Anstieg dX/de? der Druckspannung A= ove 
— und daher mit a, nach (22) und wegen (50) auch einer ganz bestimmten Plattenspannung o nes 
zugeordnet. Wenn man noch die Umformung ‘ 
he ot aay 

dX mpage ee) (52) 

de? 
mit dem in bekannter Weise von o, abhingigen Verhiltnis e(o,) = E/E, > 1 vornimmt, erhalt 
man . 
poy 3 ex (e — 1) 


A 


2 


(53) 


2 (ey — 2 Oxy nae oy r) a2 


und kann schlieBlich die Differentialgleichung (46) der Plattenbeulung in folgende, der allge- 


meinen Gleichung (10) entsprechende Form bringen: 
2 (k — v2) 
TE a eta hies 
— 1W(k—»v?) 
=p ee (we. +rwyy). (54) 


(1—x A}) W, xxxx + 2 1¥,—x A, A,+ (k —x A?) 


Wy yyy 


Darin ist 
Sete eee pe (ese tT) 
kK (¢ — 1) + (hk — 22) (a — 2 tey r + ay 7?) Oe 


x (54a) 


_ mit k nach (48b). 


Die Lésung dieser Gleichung bietet grundsatzlich keine gréBeren Schwierigkeiten als die der 
bekannten isotropen Plattengleichung fiir das elastische Gebiet — in welche (54) fir e =k =1 
iibergeht —, obwohl die Beulspannung o,, durch die Funktion e(¢,) auch auf der linken Seite der 
Gleichung erscheint. Dieser Umstand macht noch eine Iterationsrechnung erforderlich. 

Fir gleichmaBigen Druck in x-Richtung, also fiir r= 0 geht (54) tber in 

ee, 2, 0.) 2 
ees le 2 Telit, (nee 


12 (k — v2) 


Shs {k —# (6 Ys —k)?} w,y yyy = —— Evhtk 0% “.%# (53) 
mit den Abkiirzungen 
Me ae <a ae k (e — 1) h = Oe 5 
~ k@ + k— 2, %) (e—1) + @ (k—22) ” Sie eA (93 a) 


Fiir den Fall der Isotropie hat man speziell 
e—l 


Ie oe ate? a ene 1 Av(e+ v—l) ° 


Die Eigenwerte der Differentialgleichung (53) bestimmt man in iiblicher Weise: Nimmt man freie 
Auflagerung an den Randern « = 0, a an und schreibt zur Abkiirzung wie in (10) C, usw. fiir die 
mit den Spannungen o, veranderlichen Koeffizienten, so liefert z. B. der die Randbedingungen 


w = wz, = 0 fir x = 0,4 erfiillende Ansatz’ 
w(x, y) = YY w,(y) sin “= * (54) 


m mn 


aus (53) die gewohnliche Differentialgleichung 


Wo Oi, (55) 


nm a 


mM 
ma\ Cyy “| [/m=\" _, 12 (k — v2) 

uly — (72) ea loam v8 ie D mem ET ag 
deren Lésung noch den Randbedingungen an den Randern y = 0, b anzupassen ist. 

Die fiir samtliche Randbedingungen giiltige kritische Beulspannung o,, erhalt man aus den 
Eigenwerten der Gleichung (595) 
E, h?2k ma \" gGNe (age Ne 

[e(e] +9 Go(s) +9 lias) 6 


Ter 19 (k — v?) a 


in der fiir verschiedene Randbedingungen verschiedene Koeffizienten p und q gelten, z. B. fir 
gelenkige Lagerung p= 1, q = 1, fir beiderseits feste Einspannung p = 1,25, ¢ = 95 und fir 


1 Der Ursprung des Koordinatensystems liege in einer Plattenecke. 
18* 
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einerseits feste Einspannung, anderseits gelenkige Lagerung p = 1,135, q = 2,45. Fiihrt man hier 
noch das Seitenverhaltnis 6 = a/b ein, so folgt aus 00,,/08 = 0 dasjenige Seitenverhaltnis 


0 ares 4 7 — ie on 
~ Cy y 1—#(&— rx)? _ 2 
by =m | CRON: ae | {k —2% (@ x —k)}q_ ( 7) 
fiir welche die kritische Spannung bei hestimmter Beulenzahl m ihren Kleinstwert 


Ey, hk x? {Va = % (a a V)?] [k = (XV — kj] 


Okrmin = 6 (k — v2) b2 


! P| H (% — Vy) (re —h) + 2 eyes | (58) 


annimmt. Umgekehrt laBt sich die Beulenzahl m fiir ein bestimmtes Seitenverhaltnis aus (57) 
errechnen. 


7. Zusammenfassung und Ausblick. Die vorliegende Arbeit bringt eine Erweiterung der Theorie 
der Plattenbeulung fiir den plastischen Materialbereich, die von den einfachsten, in sich wider- 
spruchfreien Spannungs-Deformationsgesetzen der mathematischen Plastizitatstheorie — den dif- 
ferentiellen Prandtl-ReuB-Gesetzen — ausgeht. Mit dieser erweiterten Theorie wird es méglich, 
einer durch den Walzvorgang erzeugten, also von vornherein im Plattenmaterial vorhandenen 
Anisotropie auch im plastischen Bereich Rechnung zu tragen. Als Instabilitatskriterium wurde 
dabei die Shanleysche Hypothese zugrundegelegt. Angewendet wurde die Theorie auf die Be- 
rechnung der Beulspannungen diinner Rechteckplatten, die einen homogenen Normalspannungs- 
zustand an deren Randern ausgesetzt sind. Damit sollte vor allem zur Beantwortung der bisher 
noch nicht endgiiltig geklarten Frage beigetragen werden, woher die betrachtlichen Abweichungen 
der mit den differentiellen Gesetzen errechneten Beulspannungen von den in Versuchen gemes- 
senen stammen. Zu diesem Zweck wurden die Kollbrunnerschen Beulversuche mit Platten aus 
der Aluminiumlegierung Avional M-hart nach der erweiterten Theorie nachgerechnet, wobei die 
fiir dieses Material nicht bekannten Anisotropiekonstanten aus Versuchen abgeschatzt wurden, 
die Stiissi an Rohren aus einer ahnlichen Aluminiumlegierung (Avional M-weich) vorgenommen 
hatte. Obwohl die Ergebnisse einer Rechnung, die auf derart abgeschatzten Anisotropiekonstanten 
basiert, natiirlich unsicher sein miissen und daher auch nicht mitgeteilt werden konnten, soll 
erwahnt werden, daB die Anisotropie im Mittel cine Verringerung der Beulspannung um etwa 
20% bewirkte: Die mit Beriicksichtigung der Anisotropie errechneten Beulspannungen und Halb- 
wellenzahlen stimmen daher mit den von Kolibrunner gemessenen wesentlich besser iiberein als 
die fiir isotropes Material berechnéten. Die endgiiltige Entscheidung iiber die Frage, ob es geniigt, 
die Diskrepanz zwischen Theorie und Versuch allein auf den EinfluB der Walzanisotropie zuriick- 
zufiihren, oder ob es woméglich noch nétig sein wird, von einem komplizierteren, differentiellen 
Spannungs-Deformationsgesetz (z. B. nach Prager) auszugehen bzw. dariiberhinaus den EinfluB 
einer geringen Abweichung der Plattenmittelflache im unbelasteten Zustand von der Ebene zu 
beriicksichtigen, mu} allerdings weiteren experimentellen Untersuchungen vorbehalten bleiben, 
die erst nach genauer Bestimmung der Anisotropiekonstanten einen einwandfreien Vergleich 
zwischen Theorie und Versuch erméglichen werden. Hieriiber soll spater noch berichtet werden. 


(Eingegangen am 6, Juni 1958.) 


Anschrift des Verfassers: Professor Dr.-Ing. Karl-August Reckling, Technische Universitat Berlin, 
Institut fiir Mechanik, Berlin-Charlottenburg 2, Hardenbergstr. 34. 
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Théorie thermodynamique condensée de l’Elasticité linéaire 


Par Maurice Roy 


Membre de |’Académie des Sciences 
Professeur 4 Ecole Polytechnique, Paris 


En hommage particuliérement 4 la concision et 4 la rigueur des exposés du Professeur Dr. 
R. Grammel, la présente Note vise 4 fournir, 4 partir de la Thermodynamique, un exposé condensé 
et intrinséquement complet de la théorie de l’Elasticité linéaire et parfaite. 

Cet exposé, qui dérive de mon enseignement de Mécanique, met a profit plusieurs remarques 
a ce sujet de mon distingué collaborateur J. Ferrandon. 

Sans y revenir ci-aprés, on admet ici que sont satisfaites les conditions mathématiques garan- 
tissant la définition des fonctions considérées et de leurs dérivées utiles. 


1. Etat et transformation du continu deformable. En chaque position actuelle P (coordonnées x; 
dans le repére d’espace a trois axes x;; ci-aprés et sauf mention contraire, les indices i, j,... sont 
»muets, et chacun égal successivement a 1, 2, 3) de l’élément de masse dm = 0 dV du corps (C) 
de volume V, déformable et macroscopiquement continu, l’état de ce corps est censé ne dépendre 
que de ’échauffement local tr = T— T° (conditionné par le comportement calorifique du 
corps et ses relations thermiques avec l’extérieur) et de la déformation locale, a partir de la 
température initiale T° (l’exposant zéro repére |’état initial) et de la forme initiale (O°), ot P est 
en P® (coordonnées a; = x®). 

A Vélément linéaire initial pope (P?, coordonnées a; + da;), de longueur ds®, correspond 
élément actuel PP, (Pi coordonnées x; + dx;), de longueur ds. La différence ds* — (ds°)? est 
forme quadratique des da;, soit 

dx? — da? = 2 ¢;, da; da, . (1) 


Les six ¢;, (ou, visiblement, ¢;, = ¢,;) définissent le tenseur symétrique droit € de la défor- 
mation locale, celle-ci n’existant que si dx? — da? - 0, et réciproquement. 


2. Potentiel thermodynamique interne. Le potentiel interne F' de (C), défini a partir de sa fonc- 
tion spécifique ou potentiel p(e;,,,t) de Punité de masse matérielle de (C), est F = J pdm, avec 
Vv 


conservation de dm =o dV dans toute transformation réelle, ou virtuelle et licite (celle-ci 
at invariable, a liaisons actuelles respectées y compris la continuité macroscopique, a liaisons 
extérieures indépendantes du temps en englobant au besoin dans le systéme les obstacles extérieurs 
a liaisons inadéquates). 

En transformation élémentaire, virtuelle et licite (symbole 6; dt = 0), i ne varie que du fait 
de la déformation élémentaire additionnelle liée au déplacement virtuel dP, a trois composantes 
5x;, fonctions continues des a; pour respecter la continuité interne de (C). La variation virtuelle 
6,F — at (x;, ou a;) inaltéré — s’exprime donc: 


; oy 
OF = | 5,p dm =| 2, d8ndY (2) 


avec 9 dV invariable et 00/0 = — (é;;). 
‘Appliquée a (1), l’opération différentielle 6 donne: 


d’ou, par identification des facteurs de da; da, (et, alors, avec j et k non muets): 
Ox; foot 0x (3) 


Caj | Ox) Ca, 


O€; i SS 


En posant (ici avec i et / non muets): 


_ Op (Ox; Ox, (4 
tee arte (4) 
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ce qui définit, car Opq = gp, un tenseur symétrique droit ¢, (2) s’écrit: 


*  a(dx; a 
r= Oy ee dV [(- grad OP) av’. (5) 
B 
l 
V Vv 

3. Equations indéfinies du mouvement et expression des contraintes. Nous partons de ’équation 
fondamentale de la Thermodynamique exprimée, en transformation 6 et en potentiel F 
a variables normales (cas des é;, et T), par: 


6,F =63, +é6T—6f (6 licite queleonque) (6) 


(Of,, travail virtuel des forces extérieures; OT, travail virtuel des forces fictives d’inertie; Of, travail 
virtuel non compensé des irréversibilités intrinséques). 

Pour le corps élastique considéré (élasticité parfaite, donc pas d’irréversibilités intrinséques)”, 
on a of = 0. 


Les forces extérieures se composent d’actions massiques [X;, dans V et par unité de masse 
u 


et de contraintes superficielles [/7,, par unité de surface] agissant sur la surface X' qui limite V — 


et dont la normale extérieure unitaire m a pour composantes 4; (cosinus directeurs). 


L’action unitaire d’inertie est — y; (7, accélération actuelle de P). 

Ainsi, (6) s’écrit, compte tenu de (5): 
| oy ") av = je (X= 9) ba, 4V + | Heard (7) 
. iy l - 
v Vv ps 


Par la formule d’Ostrogradsky, Vintégrale du premier membre se dédouble: 


[ou Ky = | > 6; OX; az — | dx, dV. (8) 
; ex, : } OM 

Isoions alors aux deux membres de (7) les intégrales dans V, et celles sur X. Puis, envisageons 
un 6x; tel qu’il soit non nul et quasi-constant ou bien dans un seul élément dV, ou bien sur un 
seul élément d2' et dans une couche avoisinante infiniment mince, et qu’il soit nul partout ailleurs. 

Enfin, identifions successivement l’indice i, qui cesse alors d’étre muet, a 1, 2,3. Pour l’unique 
élément d’intégration dV ou dS retenu, son facteur se révéle nul, d’ot les deux séries de trois 
équations (J muet; i = 1, ou 2, ou 3): 


0o;,/0x;, + 0 (X;—y;) = 0 (Mouvement) , (9) 


IT, —0,0;,= 9 (Contraintes) . (10) 


Comme la surface X peut étre tracée a l’intérieur de (C), I/ a la signification, dans le continu 
2 : ; eye ie = cares 
déformable, d’une contrainte unitaire définie par le tenseur o et par la normale unitaire n 


orientant |’élément d2’ sur lequel s’exerce la force de liaison interne iid. Et Yona: 


ll=n-=3G. (11) 
; 4. Elasticite lineaire. Celle-ci traduit la linéarité-des contraintes par rapport aux 
deformations (loi de Hooke) et implique que l’on-se restreigne 4 de petits changements 
d’état, c’est-a-dire a des ¢;, et t petits, A partir d’un état initial restrictivement défini, et dit 
naturel s’il est sans contraintes et A température uniforme (6° = 0, et T? = C*), ou dit quasi- 
naturel si o® et To — (T°) oy Y sont de Vordre au plus des variations ultérieures de G et de T. 
Dire que les oj; et t restent ,,petits“ signifie que, E étant un ,,module“ de référence, fini et homo- 
gene aux 0;;, les quantités o;,/E et (t/E) (@0;,/0r) restent du méme ordre de petitesse que les ¢,,. 
Alors, la variation p(¢,,,t) du potentiel spécifique & partir de l’état initial reste elle-méme 
petite, et se développe jusqu’au 2éme ordre inclus en 


C= c Ale + Byt® = DY Ei a5 Fy T Ei aie GP, mn il Emn » (12) 
ee OME ADL 


. six 0 S] 0 y 1 iL ~ 4 . . . 
one (six D?,, six Fo et vingt et un Gr mn) €tant fonctions de l'état initial, done des 
ae ie 
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Faisant intervenir le déplacement P°P, de composantes (i non muet) &, = x,—a,, on a 
en variables a;: is ‘i 
erad PUP = ~@ 4-7, (13) 

ou le tenseur symétrique gauche r (7;; = 9; r;; = —T;;) représente le vecteur de la rotation parti- 


culaire dans les axes x;, soit r =1/, rot P°P, et ot les composantes ein = Yo (0&;/Oq, + a&,/8a,) 
du tenseur symétrique droit e constituent V’approximation au second ordre prés vice Ea, lorsque 
les €;, comme l’exige la petitesse des changements d’état considérés, sont petits a une enttente 
prés (translation uniforme) et de méme ordre que les Exns Cj, CUT. 


Evaluons alors, au second ordre prés, les o,, définis par (4). 


L’on a, par €; = x; —a;: 
Ox; 0a; 0, 
Tee tT Sr ay (14) 
avec K = ‘s (tenseur sphérique unité), et (4) s’écrit ainsi, avec i et ]non muets: 
an riley eae ae : 
Oi, = 0 ej, K;; ret Tr; ;) (iat Cig tig) (15) 


Par K =‘ et par (13), et négligeant les produits de e et r (second ordre), l’on a: 


ai op 
2 Cejg K;, Ky, =@ Ge; 
Cp OY 
eej5 K;; (e+ M1.) =@ 2:5 (er, + 11x) » | (16) 
© K _, 2 
Q Gej, Ky, (¢; aie T;;) 10, Ge}, (e;; =f r;;) . | 


Au second ordre prés, la continuité (ou invariabilité de dm = 9 dV) entraine que 0 = 0° (1 — 0), 
avec 9 = (e;;) = Kyq enq- 

Dérivant (12), utilisant (16) et enfin e;, ~ e;,, expression (15) de oj, devient (toujours avec i 
et J non muets) 


O71 = 0° {D9, ae ee T ie 2 Caiae Cog te DY (e+ "1, ) oF Dj (e;; +e r;;)} y (17) 


Dans l'état initial, ot tous les 7, ¢, e sont nuls, les contraintes initiales o?, s’identifient aux 
e D9,, coefficients donc petits comme les o?, eux-mémes. En posant f°, = — 0° D%,, (17) devient 
alors: 


OiI as Cit Se T ce (0°, Thi ate ao, r;;) So (2 0° Ene Cnn ce ote ek + OF e;;) : (17’) 


Le second terme —f?%, t donne Vinfluence de l’échauffement t suro;), indépendante de l’élas- 
ticité. Le troisiéme terme, qui traduit une influence de la rotation particulaire sur la composante 
6; relative au repére d’espace adopté, s’élimine parce que du second ordre, les r,, comme les op 4/E 
étant par hypothése petits. 

Enfin, le quatriéme terme de (17), ot les produits des a}, et é,,,, S’éliminent de méme parce que 
du second ordre, est seul lié, et seulement lié, a la déformation petite e,,. Posant: 


0 = 20°G (18) 


il,mn il,mn ? 


(17) devient finalement, toujours avec i et / non muets: 
la 0 
Gi Oe Pt ee Cnn * | 3 (19) 


Les °,, »n Sont a priori au nombre de vingt et un comme les G?, ,,,,, de la forme quadratique des 
é;, incluse dans @p selon (12), et constituent les coefficients d’élasticité linéaire de (C), rela- 


tifs a l’état initial considéré. 


5. Isotropie homogéne. a) Admise désormais pour l’état initial, elle implique que 9(é;;, 7) 
défini par (12) ne dépende pas de l’orientation de la déformation € dans la matiére et, par suite, 
que les ¢,, n’y interviennent que par les invariants de leurs formes linéaire et quadratiques, soit 
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par O = (¢;;) = Kye, par O? et par (c?,). Ainsi, (12) peut se mettre, avec quatre constantes 
seulement relatives A l’état initial (0°, 6°, A°, u°), sous la forme: 


0° (p — C°— A°r — Bz?) = (6° — ft) 


2,9 
Kj, & + zZ (K;, €;))* + p® (e?,) | (20) 


Alors, les éy/ée,, de (15) conduisent, dans (19) et compte tenu finalement de €)q % @pq a l’ex- 


pression 
| oi = Ku (0 — fx +296) +2 ue; E 0 = (e;;)- (21) 


Les A° et w° sont les coefficients d’élasticité linéaire de Lamé. Le ,,module“ de référence E 
précédemment visé peut étre pris égal a 


0 
=e “Sat (Medule de Young) , 
et ce sont les o9/E, B°t/E et o;,/E qui doivent étre, ou rester, de petitesse comparable a celle des 
io Ci jo Vij: 

b) Il ressort de (21) que l’isotropie en l’état initial exige que le tenseur de la contrainte 
initiale se réduise au scalaire K,, 0° (contrainte normale, et indifférente a l’orientation). Cette 
isotropie est donc admissible non seulement pour un état naturel (o° = 0), mais aussi pour un état 
quasi-naturel et a o°/E scalaire (et petit). 

c) L’isotropie homogéne serait encore admissible pour un état initial a T° quasi-uniforme, et a 
contrainte initiale scalaire et finie(o°/E fini). Le raisonnement du n° 5. a) reste valable et conserve 
la loi (21) pour ce cas, mais les f°, A° et w° y dépendent a priori aussi de 0°. 

I] serait mal commode, par contre, d’établir ce résultat a partir de (12), (15) et (16), parce que 
les D},, deviennent finis et de méme ordre que les G?,_,,,, et que les termes —g° O D}, ne sont plus 
négligeables. 

Le cas en question englobe le fluide compressible et non visqueux (élasticité parfaite), pour lequel 
on admet alors 4° = 0, et dont la Mécanique se traite plus facilement suivant d’autres voies. 

6. Comportement calorifique du corps a élasticité linéaire. La loi (20) associe les effets respectifs, 
sur les contraintes, de l’échauffement et de la déformation, en transformation assez petite et a 
partir d’un état initial ot la température est uniforme, ou quasi-uniforme au premier ordre prés 
(ordre de t lui-méme). 

Dans cette transformation, la quantité de chaleur DQ dm recue par l’élement dm = 0 dV 
s’exprime, d’aprés le principe de Carnot-Clausius et compte tenu de S = — dg/0T = — 0p/ét 
(S, entrepie spécifique) : 


(22) 


OT CE; , 


DQ = TdS=~—T? k ee me ( ay ) 


Notant c° et A? lachaleur spécifique du corps et ses chaleurs latentes de déformation 
en l’état initial, DQ s’identifie par définition a ¢°t + A%, ¢;,. L’on a donc, au second ordre prés et 
pour un état initial isotrope, compte tenu de (20) et de (22): 


0 
Ot seedy e;, = —2 T° 0° B°r + i Ki, ei, 
dot 
co = —_ 9 "79 0 Po: A= TE K 
¥ ? il 0° ol 


Pour une transformation partout adiabatique (donc aussi isentropique), (21) donne: 


To 
Po, (0 = e;;); 


t= - 
co 


et 0j;, dans (20), peut n’étre relié qu’a la déformation e;, en posant A’? = 7° + T(B°)?/c® 99 (4 est 
dit parfois coefficient d’élasticité linéaire adiabatique). 

Ce qui précéde découle directement de la définition admise pour le potentiel g du corps (C) et 
de labsence de résistances passives, conditions qui définissent en effet complétement (C) au point 
de vue thermodynamique et pour ce qui nous occupe. 


(Eingegangen am 4, September 1958.) 
Anschrift des Verfassers: M. Maurice Roy, Directeur de l’O.N.E.R. AN 


Chatillon-sous-Bagneux (Seine), Frankreich. 
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Zur Theorie elastischer Schalen 
Von D. Riidiger 


1. Einleitung. Die Theorie der elastischen Schalen, wie sie zuerst von W. F liigge fiir die Kreis- 


zylinderschale, dann von A. I. Lurje, R. Byrne Jr.2 fiir beliebige, auf Hauptkriimmungslinien be- 


zogene, schlieBlich von W.S. Wlassow® fiir in allgemeinen Koordinaten beschriebene Schalen auf- 
gestellt wurde, geht von der Voraussetzung aus, daB alle Punkte, die vor der Formanderung auf 
einer Normalen zur Schalenmittelflache liegen, sich auch nach dieser auf einer Normalen zur ver- 
formten Mittelflache befinden. Demzufolge verschwinden die Winkelanderungen in Normalen- 
richtung, so daB die Querkraftverformungen null sind. E. Reissner! hat am Beispiel der Drehschalen 
gezeigt, daB diese Voraussetzung — kurz Bernoullische Hypothese — zu einer Inkonsequenz der 
Grundgleichungen der Schalentheorie fiihrt. Es treten in den Gleichungen zwischen Schnittkraften, 
Schnittmomenten und Verschiebungen der Schalenmittelflache Terme auf, die dieselbe GréBenordnung 
haben, wie die nicht beachteten Querkraftverformungen. Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, diese 
Inkonsequenz fiir beliebige Schalen in allgemeinen Koordinaten aufzuzeigen. Zu diesem Zwecke wird 
eine Theorie der Schalen mit Beriicksichtigung der Querkraftverformungen in schiefwinkeligen Koor- 
dinaten aufgestellt. Dabei werden auch naherungsweise die Normalspannungen quer zur Schale beriick- 
sichtigt. Es wird nachgewiesen, daf sich die von den Querkraftverformungen herrithrenden Terme der 
Elastizitatsgleichungen zu anderen in den Gleichungen auftretenden Termen, wie h? K:1 verhalten, 
wobei h die Schalenstarke, K die Gaufsche Kriimmung ist. Glieder von derselben GréBenordnung 
treten aber auch auf, wenn man die Bernoullische Hypothese benutzt. Vernachlassigt man in den 
Elastizitatsgleichungen konsequent alle — bedeutungslosen — Terme von der GréBenordnung der 
Querkraftverformungen, so erhalt man ein System von Schalengrundgleichungen, das in sich wider- 
spruchsfrei ist und die Gleichgewichtsbedingung gegen Verdrehen um die Schalennormale erfiillt. 

Zur geometrischen Beschreibung der Schalenmittelflache und des Raumes innerhalb der oberen 
und unteren Schalenleibung werden einige Satze aus der Theorie allgemeiner Koordinaten und der 
Theorie der Flachen verwendet. Die rechtwinkelig kartesischen Koordinaten eines Raumpunktes 


sind x', x", xP, «1, wobei die lateinischen Buchstaben an Stelle der Zahlen 1, 2, 3 stehen. Die drei 
krummlinigen Koordinaten eines Raumpunktes werden mit x’, x, x” bezeichnet. Die griechischen 
Buchstaben A, uw, v,0 kennzeichnen die Zahlen 1,2,3. Die kartesischen Koordinaten «* sind differen- 
zierbare Funktionen der krummilinigen K oordinaten x’ und umgekehrt. Durch partielle Differentiation 
a) a) 
ary a ( ya ? aes ( im 
erhalt man die Tangenten- und Gradientenvektoren 
ck = aha cl — whi, (1,) 
Fir ihre partiellen Ableitungen wird 
: 3 Coe of eh =a oh (1,) 
Au Ale? ky ku 
geschrieben. Die Ubertragung des Kroneckersymbols 6;, = 0'* in die allgemeinen Koordinaten 
liefert den MaBtensor in kovarianter und kontravarianter Darstellung 


lu 
Bru = Oi, On git = Och eg, (2) 
wobei verabredet wird, daB iiber gleiche, in einem Produkt oben und unten auftretende Indizes 
zu summieren ist. Die Unterdeterminante g,, 9» —g%» der kovarianten Koordinaten des Maftensors 


wird mit g abgekiirzt. Die kovarianten Ableitungen im Raum werden durch einen langen Doppelstrich 


A'l|, ? BiH, ? Boy ? (3;) 
Uberschiebungen der kovarianten Ableitungen mit dem MaBtensor durch 
A’|!’ = All, gt” (32) 
gekennzeichnet. Die Christoffelschen Dreiindizessymbole zweiter Art sind durch die Gleichungen 
1 
Le a cy oy —— ch ae 7 =e! (Boru a Sueolr — 8n»|0) (4) 


gegeben. 


1 W. Fliigge, Ing. Arch. 3 (1932) S. 463. 

2A. Te ape. IIpunnaquaa MaTeMaTukKa MU MeXaHiika 4 (1940) Nr. 2. Ralph Byrne Jr., Seminar 
Rep. in Math. (Los Angeles), University of California Publications in Mathematics 2 (1944) S. 103. 

3 B. 3. Baacoe, IIpuxnaquaA MaTeMaTuKa M MexaHuka 8 (1944) S. 109. 

4 E, Reissner, J. Math. Phys. 31 (1952) S. 109. 
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Zur geometrischen Beschreibung der Punkte innerhalb der Schalenleibung dient ein allgemeines 
Koordinatensystem, dessen Koordinate x* = z mit der Richtung des Normalenvektors IN’ == ING 
der Schalenmittelflache in jedem Punkte identisch ist. Fiir dieses System verschwinden wegen 
ck N, = ck N, =0, ch N* = cf N* = 0 die gemischten Koordinaten des MaStensors im Raum 
gid — 923 — g, = g,., = 0, und es ist g?? = g3, = 1. Die kartesischen Koordinaten der Schalen- 
mittelflache seien x‘, x*, x?, x1, die krummlinigen Flachenkoordinaten x*, x, x’, x°, «7,27. Die 
eriechischen Buchstaben 4, 8, y, 6, 0,7 sind im Gegensatz zu A, u, ¥, 9 Reprasentanten der Zahlen | 
und 2. Die Tangenten- und Gradientenvektoren des Koordinatennetzes der Schalenmittelflache sind 


50 2 
k ac 
0 Ox 0 Ox 
ee Cis 
CK ae Ch 0 (5,) 
: ‘ ; Ox’ xls 
Fiir ihre Ableitungen wird 
0 0 0 0 
ie ee OF gsc 5. 
c c c c 
ap “ap? kB “RIB (52) 


eingefiihrt. Der Ma tensor, der Haupttensor und die Koeffizienten der dritten Fundamentalform 
der Schalenmittelflache bzw. ihre kontravarianten und kovarianten Koordinaten sind durch die 
Gleichungen 


Ati 110 Op Ok 
anh Seka! Ol Tape ek Pepe en (6) 
DN by» a*? abe, G3 bx bg» ea, ” 


gegeben. Die kovariante Differentiation auf der Schalenmittelflache und die Uberschiebung dieser 
Ableitung mit dem MaBtensor der Schalenmittelflache wird durch einen langen senkrechten Strich 


AN ls oA ae 
gekennzeichnet. Die Christoffelsymbole zweiter Art der Schalenmittelflache lauten 


oa Ox Ok Ok 0% 1 
DB y = Ck py = — Cf Chy => O° (As y 1p + AB 51» — 98 p10) - 


Fir die Koordinaten der Schalenpunkte im Raum innerhalb der Schalenleibungen gilt 
ak = xk 4+ x NE, 
Daraus folgen durch Differentiation unter Beachtung von N*|, = — bf Ch mit 
Fy = 0; — 2 03 (71) 
ca = Fa (72) 
Der Tensor Fy wird in Anlehnung an F. Kraujit als Schalentensor bezeichnet. Aus den Glei- 


chungen (6) kénnen die fiir die weitere Rechnung notwendigen Koordinaten des MaStensors und 
der Christoffelsymbole zweiter Art berechnet werden, Fiir diese gilt? 


die Tangentenvektoren zu 


8p = 4p —%2 byg + Beye, 


gt 8 = atb ob ge Phe 4+ 2 3 cee & (8) 
Be BS 1a” bag Oe 
I'py = 1%, —2¥5,—2 bs aly» 
DP yp = byg —% Cyps (9) 
[33 = — b3 —z ce; —2 O24, 


[2 =P ap eT 53 0 


Mit den Gleichungen (9) kann man die kovarianten Ableitungen des Verschiebungsvektors im 
Schalenraum berechnen: 


yr = ee ire Fa v3 =a a5 cx Bb V3 pl pe” Ve 
+ 28(— 60" of V8 430°" y* 


»— vl, y 
cab Ba eae 


Vase V le bp? ee 8 OV ste bali aa) 

+ 2 (— 6 bck V8 +35 V"|, — 05 bel, V’ —2 bg BIL, V”), a 
Vy =v (b, + wc, + 22d, cf) ie 
Vi = Vit 4 tack + 28 bh ob) VY + (5 2% + 223 8 BE) |”. 


2 FB. Kraus, Math. Annalen 101 (1929) S. 61. 
Rid E. A. Deuker, Z. Angew. Math. Mech. 23 (1943) S. 81; H. Neuber, Z. Angew. Math. Mech. 29 (1949) 
5.97, 142; W. Zerna, Ing.-Arch. 17 (1949) S. 149; H. Parkus, Osterr. Ing.-Arch. 4 (1950) S. 160. 
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Fiir die Festlegung der Kigengewichtsbelastung der Schale ist die Kenntnis des Flachenelementes 


dF(z) =a ( aie 2) de dic? (11) 
im Abstand z von der Schalenmittelfliche notwendig. res (IT) ist a= a,; Gy, — Gyo" die Deter- 
minante der kovarianten Koordinaten des Ma®tensors der Schalenmittelflache. Das Volumen 
eines Schalenelementes von der Dicke h ist mit (11) und b = bj; by, — b2, 


i h2 Bb’ 
av =jah(1 +33] dx! dx? ; (12,) 
der Schwerpunktabstand 2 von der Schalenmittelflache betragt 
0 Raa h2 b 
Pesos i. 2 | (125) 


2. Das Elastizitatsgesetz der Schale. Das Hookesche Gesetz des dreidimensionalen Spannungs- 
zustandes fiir homogen isotrope Medien lautet mit dem Schubelastizitatsmodul G und der Quer- 


dehnungszahl y 


v 


or == 2 G(D’" =i pay gil Di). (13) 


Die Gleichungen (13) werden fiir die hier benutzten allgemeinen Koordinaten des Schalenraumes 
ausgeschrieben: 
a es a Bp v or y : 
g*P =26|D oe = +D9).} 
o*3 — 26 D*3, (14) 


v 


o8t = 2.6/ Des ee ee Dp. 


Aus der Gleichung (14;) wird die Dehnung D3? quer zur Schale berechnet 


= yy v 


eye. ee pL 
es 2ci=s Sia? i 
und in die Gleichung (14,) eingesetzt. Das Ergebnis ist 
op ap a a g o 
os? = 26(D ae AD}|-bqoe gi (16) 


Mit g*? nach Gleichung (8,) kann (16) in der Form 


| a B me gy 2Gy 
6 26(D A, Dye 


v 


(226? +283 c%) Dy + 7" grP oh, 
oder mit dem Elastizitatsmodul H und dem ¢-Tensor in der Form 
E Ey ” 
ee eed Vea 20 ese) Dts 


p= 
¥ 1 
dargestellt werden. 


v 3 
il pee gr? 03 (17) 
F : ads : : 
3. Der Deformationstensor der Schale. Bezeichnen V“ die kontravarianten Koordinaten des 
Verschiebungsvektors fiir kleine Verschiebungen, dann sind der Deformationstensor bzw. seine 
kontravarianten Koordinaten durch die Gleichungen 


DY => (Vl + Vell (18) 
definiert. An Stelle von (18) gilt fiir die Flachenkoordinaten D*"’, D** und D3 
DP => (VIP + VA), | 
p= 5 (ve[P + Vill, (19) 
oy v : ee 
ee thee a Ca): | 
Fiir die Dehnungssumme D?, gilt nach Gleichung (19,) 
Die VAs 


Der Funktionsverlauf V? = V%(z) ergibt sich aus Gleichung (19,). Er ist infolge der Querdehnung 
des Mediums durch den Langsspannungszustand und durch die mit der Belastung in Normalen- 
richtung in Beziehung stehende Spannung 03 bestimmt. Diese setzen wir als Polynom 


4 0 UF 2 
o8 = o8 + 263 -+- Pan 
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an, da sie fiir ein annahernd zweidimensionales Kontinuum nicht exakt berechnet werden kann. 
Der Verschiebungszustand V1, V2, V3 jedes Schalenpunktes soll so sein, daB die Winkelanderung 


2 D** normal zur Schale 
2D VP ele (20) 
keine Funktion von z ist (Ebenbleiben der Querschnitte). An Stelle der Hypothese (20) kann 
auch eine Entwicklung der GréBe 2 D** nach Potenzen des Abstandes z von der Schalenmittel- 
flache treten mit der MaBgabe, daB an den Schalenleibungen die Schubspannungen verschwinden. 
Diese Festlegung hat jedoch keine Verbesserung der Theorie zur Folge. Setzt man die Raum- 
ableitungen nach Gleichung (10) in die Gleichungen (20) und (193) ein, so ergeben sich diese zu 
VE 4 V8 4 (e205 + 283 08) Vl’ 4 $* 0, 
+7 [Vln — be V8 — 2 (08 V8 + Bely V") a? (08 ch V8 + 85 bal, V")] 
heey 
Gane 
Die Gleichungen (21) sind zwei Differentialgleichungen, aus denen die Verschiebungen V~ = V%(z) 
und Ve == Vz ) durch die Ansatze 
0 1 2 
V%=V*+tzeV*+eVrt..., Vite W+sVet 2p. (22) 


leicht berechnet werden kénnen. Bei Beschrankung der Ansatze (22) auf die ersten drei Glieder 


ovs 
oz 


(21) 
=O, 


erhalt man mit dem Verdrehungswinkel 0* = W|* + ye 


Nee et 
Vea Vi 28 —# (65 (Ak ogee 5 Dal + aed ): 


: Vv Ds 1—2 od oa a“ 3 
vv= W— ‘(= D, me eval my + ae ra (0 . a Cy W == bel Wa) (23) 
vy (1 — 2) ae ESAT a 
Fa ve bs. SDs + fea be a 2 aed ; 


0 
Die Summe der Flachendehnungen Dy ist in (25) erklart. Die Gleichungen (23) erméglichen es, 
die Flachenkoordinaten des Deformationstensors als Funktion des Abstandes von der Schalen- 
mittelflache in der Form 


«Pp 0 xB 1 xB 2 2 x B o On 1 ox 2 oe 
De AeAD ae ea) gon D, = D,+2D, +2 D, (24) 
darzustellen, wobei die in (24) verwendeten Abkiirzungen folgende Bedeutung haben: 


Dears emer tien 


pv? —— Sef +o) 0 + Pe?) 30° 
+ GPE yoga BF 
D*? = —— (6 WP" 4.08 wie”) oP wl — 6 8 oo Ww — (6% Ol” LH O"|) +01, 0 
+ FEV +e VP) — 5 (la 0” + Bh|5 0%) 1” 
tyr Buh + 8 Dy ch? +5 Dy oh oth (6, +8, +) 8 i Re 
+360 — 5 bat dor? _3 dpe? 53! em, 
Done 
Dt = — 9"|, 04, —e8 W +5" Di th— seq 8s, 
Di = — Hof, yl Ww? — ve of 7 + te Pi 
ete ee P+ Ds ef + qt De bh of by — = (9° pV" +c) by 
+ s6qzy Fah —Z ae dy | 
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4. Die Schnittgréfen als Funktion der Verschiebungen der Schalenmittelfliche. Die Schnittkrafte 
und Schnittmomente bzw. deren kontravariante Koordinaten sind mit dem Spannungstensor o%? 


-und dem Schalentensor F3 durch die Gleichungen! 


if +h/2 cia 2 
Nee = | yz ox” Fe dz, mM*é = | ee o*? F’ x dz, Q* = | We o*3 dz (26) 
—h/2 —h/2 —h/2 


-verkniipft. Die kontravarianten Koordinaten des Spannungstensors kann man mit Hilfe des 


Hookeschen Gesetzes (17) und des Deformationstensors (24) als Funktion des Abstandes von der 
Schalenmittelflache darstellen: 


E 0.2 : ee he ee eee 
ob eee ere 3 De +2[D? +(e, 6) D'* 12 o D’)| 


yp 
+ 29[D™? +(e, 28, B’? 4.20"? DY 43 2° B)]| 
tlh 5 + 2(2 8763 + a8 o8) + 22(8 on PBs 4 20°F 38 + aX G8)], 


Ee el 5 es a 
Sr = 8)" 


(27) 


o*3 — 


Werden die Gleichungen fiir die Spannungen (27) in (26) eingesetzt, so erhalt man nach Ausfithrung 
der Integration die folgenden Beziehungen zwischen den SchnittgréBen und den Verschiebungen 
der Schalenmittelflache 


Nit aD vei Bi 4 TDD" ha + 8) +BY + Hh 

fon le. e’, (oi D°* —D** (6 65 + 08) + D> +0 i) 

+27 Dy + Dy (oo —2 5°" 0) 

$y ores + Ta [let — 0 oF + F o8) 8 + (6 8 of) 2 + ara (28) 
Me = EN, FD — DY (6h 05 +08) 

+[2 6°? DY +e, e”, (6° D* — DB (6 03 +-8))]| 

+0 E [le oP 0% an — 0°) 63 + at? 58], 

ee Eh tol ttH 

Oa my, &). 9) 


In den Gleichungen fiir die Querkrafte (29) wurden die beiden im allgemeinen Falle von den Kriim- 


1 pee 
mungsverhaltnissen der Schalenmittelflache abhangenden Faktoren ee x(x, Pg) ar aed © cate a) 
eingefiihrt, die der Veranderlichkeit der Schubspannungen tiber die Schalendicke Rechnung tragen. 
Den Verlauf der Schubspannungen kann man wie beim Stab mit Hilfe der Gleichgewichtsbedin- 


h x a - 
gungen eines Schalenelementes dx! dx? bs —z) aus den bekannten Langsspannungen (27) er 


1 
mitteln, doch ist diese Berechnung auBerordentlich miihsam. Die Ermittlung der Faktoren x 


und x erfolgt dann mit der iiblichen Mittelwertsaussage iiber die Formanderungsarbeit. mee 
gezeigt wird, der Einflu8 der Querkraftverformungen in der Schalentheorie vernachlassigbar klein 


ist, geniigt es, x und % durch 
1 @ bohe Wi 2 6 bone 
C——— (2 t }? “ “#=—i1- x 


im ie aaa; 


zu ersetzen, wobei He ms H(x1, x*) und i x(x, x*) von der Einheit nicht wesentlich abweichen. 
Die Gleichungen (29) kénnen daher durch 

Eh 5(1—» re 

Qt ot mt — 9") (30) 


1 — 7»? 


1 4, E.Green a. W. Zerna, Theoretical Elasticity Oxford (1954) S. 379, 380. 
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ersetzt werden. Mit den fiinf unabhangigen Gleichgewichtsbedingungen! 
N**|,—¥ Q" + p? = 0 ap NE pe 0, MN 

die sechste Gleichgewichtsbedingung 
Sey NE UNE: ee (32) 
ist wegen €,, 0° = 0 eine Identitat — stehen fiinfzehn Gleichungen, (28), (30) und (31) zur Ver- 


0 
fiigung, aus denen die fiinfzehn unbekannten N“ : ,M iy , 0°, V", W, ® berechnet werden kénnen. 
Zu diesem Zwecke setzt man die Gleichungen (28) und (30) in die Gleichgewichtsaussagen (31) 
ein. Nach Ausfiihrung der kovarianten Ableitungen erhalt man fiinf simultane partielle Differen- 


«—O+m=0 (31) 


tialgleichungen fiir die fiinf unbekannten Funktionen des Verformungszustandes V%, W, oO” der 
Schalenmittelflache. Die Ordnung des Differentialgleichungssystems entspricht den jedem Schalenrand 
zugeordneten fiinf Randbedingungen fiir die fiinf VerformungsgréBen (1. Randwertaufgabe), fiir die 
fiinf SchnittgréBen (2. Randwertaufgabe) oder fiir fiinf gemischte Bedingungen (3. Randwertaufgabe). 

Fiir die folgenden Betrachtungen ist es zweckmabig, die Verdrehung #* aus den Gleichungen 
(28) und (29) mit Hilfe der Gleichungen (30) zu eliminieren. Der Langskraft- und Momententensor 
erscheint unter Beachtung der Gleichungen (25) in der Form 


Eh (2 0, 
n°? aa [pr yee, D 


+5 2s ihe owl’ —w WP 43h W320 OW 


pel eV athe oy he ie 

ie VPP ak Vee oe Ve Oe)? eng en 
abr 2? (Wl? + W + Bis V*) + DY (eX? — 2.83 6") 

+ éo6, [—3 OL 7”) +b W 
ey tees aie V* +65 V4’) 
== Va hae eae 
Sere ah wav tart) +6867 |,V? +63 6D") 
+y{— ah (HE +4) — ZF a? + DiI + Dy (enh — u5 0") 


ot She ei 


v+b,W 


+ 


~) 


Ty 


or 


on , - 33 

pany [2 85" Dp — ec hb" D se 
. 1 ) y OT y Ot oe Y 
+é,°[—> (Wh + 2) b°* —— lb" V? + = De 


2 


ED (ere 


1 
sig i) OM ee ee 


teaca ol tah ef, —L ters ieee 

+9 eboe! (65 (07 Oy) =o", ‘ 

ae ei alt aber dahil te 2 ay? (0° Q’|, ner fi b°7 1.) | 
Bert AML Le Le aot 

+e ye, “| + ogee : 05 Breas ae 

+50 OF b°" 63 — 2.63 BF BP + A (_* Ga yt? _y 1 Ga gt of Yoh 
Fy Taller e+ er) 8 + Oth) o5 + werd | 


1 Siehe die FuBnote 1 auf Seite 285 Gl. (10.4.6—10.4.11) S. 383. 
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La i a. ap a“ x Ms Y 5 or “Vy a fa a 
‘ [I — acco 4 os A ue oe, Be ara gt) 


; a *: 
+72 Re Di, — &, e, bf Dp” 
+e. (— Wl —3e WV LV 
1 
i 


=P. 


Y t y70|y ot| Qy 
"+ OV" — 8°), V1 =D" 8) 
(07 + veloc! B) Dy (34) 
| 
h2 a“ B Bla x 4 ale alah 
tiga OT + OP + rete’ (OF +077 


h2 (1 —2 v)h 0, ;,08 a Bp yor 


hy ( x B eNO! tly 
y\(O"? — bj a?) 38 + ar 03) 


——= 1 


Man erkennt aus dem Vergleich der Ausdriicke fiir die kontravarianten Koordinaten des Langs- 
krafttensors (33) mit denen des Momententensors (34), daf in (33) die mit h?/12 und h2/5 (1 — ») 
behafteten Zusatzglieder von der GréBenordnung der mit Kriimmungsgliedern der Schalenmittel- 
flache multiplizierten Momente (b Me by M ! 4 sind. Um die GréBenordnung der von den Quer- 
kraftverformungen herrithrenden Zusatzglieder abschitzen zu kénnen, wird N°’ in die Gleich- 
.gewichtsbedingung der Krafte in Normalenrichtung (31,) eingesetzt. Damit die Ubersicht er- 
leichtert wird, werden nur die zum Vergleich notwendigen Terme ausgeschrieben: 
x Eh (ya 2 p60 fy , he h2 
Oat aye PES + rea PUEDE + Mao) +9 yp boa Ll 


he 1 « 0 1X x ‘ ark 1 io 
+5a=H (29-5 Hi) Pl — tp UL, © +], (ge +72) Cb 


ett), 8, b O |-— 0 17 — |, 0") = 2 a 


b 
a 


35) 
h ao, , h(a b a. « BP) GF * GF : 
= — p? rap | Ta (Og 28 + (co thf) 38 + 08 83) 
= pep I a 0- 1 a 1: ly 7% B % 1B) 8 
+ yay Ta[ a BOR +p Sak + 2 ek 0 a 


1 a 0. b 1. ax pf 0- 1 l 7 b . 
$9 (G coe FOO + SO + HGS +H ae +r) was) 


r 


Aus (35) entnimmt man, daf sich die Zusatzglieder infolge der Querkraftverformungen zur Divergenz 


des Querkraftvektors Q*|, wie 
h2 b 


—— —:1l 
o(1—v) a 
; a lb Se WiOS oeeeiic . Me 

verhalten. Da die Spannungen 03, 63 und 03 mit p* in Beziehung stehen, kann die Grofenordnung 
der von den Querspannungen herriihrenden Terme durch den Vergleich mit der Belastungskompo- 
nente p® bis auf die beiden von der Verteilung der Unter- bzw. Oberflachenbelastung abhangigen 
Glieder leicht abgeschatzt werden. Die Zusatzglieder sind im Vergleich zu p* bis — méglicher- 
weise — auf 


h a 0. h2 [7 « BN Le a 23 
er uf 6g 4% ((& —03 of) 03 + 03 63) 
h2 1—2y 0 te nee a la i 
SE Toy | Ola + 088 +? (aoe bp O5\¢ +2744) (36) 


von héherer Ordnung als die Querkraftverformungen im Vergleich zur Divergenz Q*|,. Fir nicht 
allzu extreme veranderliche Oberflachenbelastung ist in (36) nur der erste Summand beizubehalten. 
In den Gleichungen (33) und (34) treten Terme auf, die sich zu ebenfalls vorkommenden Termen wie 
h2 bee 
12 (1— 2) a * 
verhalten. In den Gleichungen fiir den Langskrafttensor ist es das Verhaltnis von 


2 rm ’ 3 0 Bly ONY b h2 
+ [3b e@ W— 38 W 4+ 56,V")"... +D (2-5 + #65) +k] 


) 
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vAM pt +85 &5 D’ ° In den Gleichungen fiir den Momententensor sind es die Glieder 
h2 a Peay 
pl sew +B + eV...) 


: : he : 
wie der Vergleich mit —5 ae zeigt. 


Aus den Betrachtungen iiber die GroBenordnung folgt die von E. Reissner fiir die Drehschalen 
festgestellte Tatsache, da® bei Benutzung der Bernoullischen Hypothese Glieder von der GroBen- 
ordnung der Querkraftverformungen auftreten. Halt man also an den kleinen Gliedern fest, dann 
sind folgerichtig auch die Querkraftverformungen und Glieder infolge der Normalspannung o3 quer 
zur Schale zu beriicksichtigen, denn sonst ist die Theorie inkonsequent. 

Vernachlassigt man in (33) und (34) die Querkraftverformungen, so wird man auf folgende 
Gleichungen gefihrt: 


mS Eh Ors CL Moe 10 B B 
Nes = scl PoE Vey e6 (3b. 0 "+b W 


’ y B 
_ ate Sai 


**) +H 7") 


74+ bo W 


a. f ) \ 3 Cs 
dee, |-2 Be wW\; ee 


oT 1 


(=) (or? + é, ee, b° is w) (37) 


a) 


a y 76 y 
+e 56 70, W 


hy 


1 ryy|aB x B py 
baay Pr vege, D, 


Eh hh oo) ; 


ap 5 48} 
et U4 +VE56..W 
Die Gleichungen (37) sind zusammen mit den fiinf unabhangigen Gleichgewichtsbedingungen (31) 
die Grundgleichungen der Schalentheorie. 

Die Gleichgewichtsbedingung (32) ist, wie man durch Eintragen von (37) leicht bestatigt, 
identisch erfillt. Das gesamte Formelwerk ist in sich geschlossen, der Momententensor mit 


0 
3 B 
Ca? 3 


rhb 


=) 


Mee — — 


Exp M*? = 0 symmetrisch und der Langskrafttensor mit Zusatzgliedern der GréBenordnung 


b,, M ae by, M®” behaftet, die bewirken, da die mit den Schubkraften in Beziehung stehenden 


kontravarianten Koordinaten N1* == N*! voneinander verschieden sind. Diese Zusatzglieder ver- 


0 aes 
halten sich zu = D*” wie zb%:1, da diese nach (26) ihren Ursprung in dem Faktor |/g/a 


AD 
=l—zh+2 a und dem Schalentensor F; = Op —2 b; haben. 


Die Schalengrundgleichungen kénnen fir schwach gekriimmte Schalen — hb} <1 — durch 
Vernachlassigung samtlicher Summanden der GréSenordnung 2b; vereinfacht werden. In diesem 
Sinne ergeben sich aus den Gleichungen (31) und (37) die bekannten Grundgleichungen der tech- 
nischen Schalentheorie :1 


N+P? =0, OhtbeN + p?=0, M*"|,—Q°?+m=0, 


Eh oF Oe Eh h2 AaB 3 ae 
aha! (D }- y eee!) . Maes (w |! + ye, e's WwW *) : | 


Se (38) 
N 1 Soni 


= ye 


5. Zusammenfassung. Es wird in allgemeinen Koordinaten gezeigt, daB die elastischen Grund- 
gleichungen gekriimmter, annahernd zweidimensionaler Gebilde nicht mit Hilfe der Bernoullischen 
Hypothese aufgestellt werden diirfen, da sowohl die nicht beachteten Querkraftverformungen als 
auch die Spannungen in Normalenrichtung denselben KinfluB auf die Endergebnisse haben, wie eine 
Anzahl Glieder, die bei Benutzung der Bernoullischen Hypothese in den Endgleichungen auftreten. 

Die Berechnung der Tragwerke, fiir die die Querkraftverformungen von Bedeutung sind, ver- 
langt die Beriicksichtigung der Querspannungen, also eine dreidimensionale Theorie. Fiir Schalen 
ist der KinfluB der Querkraftverformungen vernachlassigbar klein, Auf Grund dieser Tatsache 
werden die in sich widerspruchsfreien Schalengrundgleichungen (31), (37) abgeleitet. 


(Eingegangen am 18, Marz 1958.) 


Anschrift des Verfassers: Prof. Dr.-Ing. D. Riidiger, Freiberg Sa. StraBe d. E. 12. 


1m H. Donnell, National Advisory Committee for Aeronautics. Rep. No. 479 (1933); B. B. Hoeoocunoe, 
JLATT CCCP, 38 (1943) No. 5—6; A. E. Green a. W. Zerna, Quart. J. Mech. Appl. Math. 3 (1950) S. 9. 
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Uberschallstr6mungen um Kreisschnittkérper mit gekriimmter Achse 


Von Robert Sauer 


Eines der ersten Probleme, die in der theoretischen Gasdynamik gelist wurden, betraf die 
linearisierte Uberschallstrémung um einen hinreichend spitzen und schlanken Drehkérper mit 
verschwindendem oder kleinem Anstellwinkel (Th. v. Karmén und N. B. Moore, C. Ferrari?, 
Shue-Shen Tsien*). Dabei wird die Kérperachse mit geeigneten Singularitaten belegt und die 
Intensitaéten der Singularitaten werden so bemessen, daB die Randbedingungen an der Kérper- 
oberflache (verschwindende Normalkomponente der Strémungsgeschwindigkeit) erfiiilt wird. Als 
Singularitaten werden Quellen und Senken verwendet, bei schiefer Anstrémung auBerdem noch 
Dipole. 

Neuerdings wurde diese Methode durch Hinzunahme hoherer Singularitaten (2m- Pole) ver- 
allgemeinert, wodurch dann auch ,,verbeulte“‘ Drehkérper, deren Querschnitte nicht mehr kreis- 
formig sind, der Behandlung zuginglich wurden (vel. z. B. 4°). Man scheint aber bisher noch 
nicht darauf hingewiesen zu haben, daB man schon mit den Quellen, Senken und Dipolen allein 
nicht-drehsymmetrische Kérper erfassen kann, namlich Kreisschnittkérper mit gekriimmter 
Achse. 

1, Geometrische Voraussetzungen. Ein Kreisschnittkérper entsteht aus einem Drehkérper da- 
durch, daB die Kreisschnitte des Drehkérpers in ihren Ebenen verschoben werden. Die Kreis- 
schnitte liegen dann nach wie vor in parallelen Ebenen, der geometrische Ort ihrer Mittelpunkte 
ist aber nicht mehr die Drehkérperachse sondern eine i. a. gekriimmte ebene oder nichtebene 
Kurve (Abb. 1). Da wir uns auf Uys oxo es 
die linearisierte Theorie der Uber- 
schallstrémungen beschranken wol- 
len, treffen wir folgende Vorausset- 
zungen: 

a) Der Drehkérper, aus dem der 
Kreisschnittkérper abgeleitet wird, Se 
soll hinreichend spitz und schlank | 
und der Anstellwinkel hinreichend 
klein sein, so dafs der Winkel der ) 
Strémungsrichtung gegen die Dreh- nes 
kérperachse im ganzen Strémungsfeld oo 
klein ist im Verhaltnis zum Mach- Abb. 1. Drehkérper und davon abgeleiteter Kreisschnittkérper. 
Winkel. 

b) Die Verschiebungen der Kreisschnitte sollen ebenfalls hinreichend klein sein, so dafs auch 
die Neigungswinkel der Tangenten der Kreismittelpunktskurve des Kreisschnittkérpers gegen die 
Drehkérperachse klein bleiben im Verhaltnis zum Mach-Winkel. 


2. Aufbau des Strémungsfeldes aus Quellen, Senken und Dipolen. Die Drehkérperachse sei die 
x-Achse eines x, r, w-Zylinderkoordinatensystems. Die Anstrémung erfolge parallel zur vertikalen 


Symmetrieebene w = 0 unter dem kleinen Anstellwinkel ? gegen die x-Achse. 

Wir beschranken uns zundachst auf die Falle, in denen die Ebene jm = 0 auch Symmetrieebene 
fiir den Kreisschnittkérper bleibt. Die Kreismittelpunktskurve ist dann eine ebene Kurve. Sie 
liegt in der Ebene w = 0 und ihre Tangenten bilden mit der x-Achse die Winkel y = y(2)- | 

Das Geschwindigkeitspotential der ungestérten Grundstrémung (w = Anstrémgeschwindigkeit, 


o& = Mach-Winkel, B = ctg &) ist 
P(X, T, @) = w(x + Orcosa). 


1 Th. v. Kérmén und N. B. Moore, Trans. Amer. Soc. mech. Engr. (Juni 1932). 
2 C. Ferrari, Aerotecnica 17 (1937) S. tame i 
3 Shue-Shen Tsien, J. Aeron. Sci. 5 (1938) 5. 480—483. 
eaGs ‘N. Ward, Linearized theory of steady high-speed flow. Cambridge, Univ. Press (1955) S. 187—221. 
5 R Sauer, ZAMP IXb (1958) S. 601—605. 
Lg 
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Die vom Kérper hervorgerufene Stérung der Grundstrémung wird durch die zusatalichen Po- 
tentiale @,(x, r) und —,(x, r, @) = x(x, r) - cos w dargestellt. Dabei ist 


A 
x—Br 


_m{(&) (« — 6) de 


Heo | A ee 
Agr p j V(< —&)2— fer? 


Das Zusatzpotential y,(x, r) wird von einer Quell-Senken-Verteilung, das Zusatzpotential p,(x, r, @) 
von einer Dipolverteilung erzeugt. Beide Verteilungen liegen auf der Drehkirperachse, die Dipol- 
achsen stehen senkrecht zur Drehkérperachse und liegen in der Symmetrieebene w = 0. 

Bisher wurde, wie gesagt, dieser Ansatz lediglich fiir Drehkérper beniitzt. Die Quellstarken f(€) 
sind dann durch das Profil des Drehkérpers, die Dipolstarken m(&) durch den vorgegebenen Anstell- 
winkel # bestimmt. Der Ansatz laBt sich aber ebenso fiir unseren Kreisschnittkérper in folgender 
Weise verwenden: 


Die Quellstarken f(€) werden wie vorher, d. h. aus dem Profil des Drehkérpers, aus dem der 
Kreisschnittkérper hergeleitet ist, ermittelt. Die Dipolstarken m(é) werden dagegen aus dem durch 
die Verschiebung der Kreisschnitte modifizierten, von Kreisschnitt zu Kreisschnitt variablen 
Anstellwinkel #— y(x) berechnet. Die Durchfiihrung der Rechnung erfolgt demnach beziiglich 
f(§) genau so wie beim Drehkérper, beziiglich m(x) ist sie nur dadurch abzuandern, dafi in den 


Berechnungsformeln # durch B —y(x) zu ersetzen ist. 

Man vergleiche etwa die Gleichungssysteme (107) und (108) in meiner ,,Einfiihrung in die 
theoretische Gasdynamik“, 2. Aufl. (1951), S$. 57. An den Gleichungen (107) braucht nichts ge- 
andert zu werden, in den Gleichungen (108) mu8 # — +(x) an die Stelle von ? treten. 

Der allgemeine Fall, in dem die Kurve der Kreismittelpunkte nicht eben ist, laBt sich leicht 
auf den eben erérterten spezielleren Fall zuriickfiihren: Man zerlegt die Verschiebungen der Kreis- 


schnitte inihre Komponenten inden Ebenen w = 0 und wm = 2/2 und spaltet dem entsprechend das 
Zusatzpotential p(x, r, w) auf in ~,(x, r, w) = 7,(x, 7) cos w + 7,(x, r) sin @ mit 


ane 
nite = | 
6 


jr | 
TUS) eo) (k = 1,2). 


/(@— fe 


3. Beispiele. Das einfachste Beispiel bieten die Kreisschnittkérper mit geradliniger Kreismittel- 
punktskurve. Dieses Beispiel ist trivial und bringt nichts Neues; denn im Giiltigkeitsbereich der 
linearen Theorie ist ein Kreisschnittkér- 

—— per mit geradliniger Achse nach ent- 
sprechender Verdrehung identisch mit 
dem Drehkérper, aus dem er hergeleitet 
wurde. Da y(x) konstant ist, andert 
sich in den Gleichungen (108) der Ans- 


| 
| 
| 
18 


tellwinkel @ nur um eine additive Kon- 
Fi stante. 

Kin nichttriviales Beispiel ist der 
wellige und der verdrillte ,,Zylinder“ 
(Abb, 2). Alle Kreisschnitte sind kon- 
gruent, die Mittelpunkte liegen auf einer hinreichend flachen Sinuslinie (welliger Zylinder) oder 
eer hinreichend flachen Schraubenlinie (verdrillter Zylinder). Der Ausgangsdrehkérper ist 
ein Drehzylinder. Die Quellenverteilung f(&) verschwindet und es bleiben lediglich m(&) baw. m,(&) 
und m,(&) zu bestimmen. 


Abb. 2. Welliger oder verdrillter »Zylinder*. 


(Eingegangen am 28. September 1958.) 
Anschrift des Verfassers: Prof. Dr. R. Sauer, Miinchen 23, Leopoldstr. 104/V r. 
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Die Spannungsfunktionen des dreidimensionalen Kontinuums; 
statische Deutung und Randwerte 


Von H. Schaefer 


1. Einleitung. Die Gleichgewichtsbedingungen eines dreidimensionalen Kontinuums, das nur 
an seiner Oberflache belastet ist, 


06..=0; One — Opes iy lh == Ih De et 
werden durch den Ansatz ; : ; ! a 


Or, = — Sing ekan 0,0 .F sn 5 Fe =F B (1,2) 


identisch in den F;,, befriedigt. Umgekehrt laBt sich jeder Spannungszustand, der den Gleich- 
gewichtsbedingungen (1,1) geniigt, durch geeignete Wahl der F;,,, in (1,2) erfassen. Diese 6 ,,Span- 
nungsfunktionen“ F’;,, sind die Komponenten eines symmetrischen Tensors. 

Zu unseren Bezeichnungen: Wir benutzen kartesische (x,, x», %3)-Koordinaten. Es gilt die 
Summenkonvention. ¢,,, ist in allen drei Indexpaaren alternierend und hat den Wert +1 bzw. 
—l, wenn afy eine gerade bzw. ungerade Permutation der Zahlen 1 23 ist. Zwischen ¢ und 
dem Kroneckerschen 6 besteht der Entwicklungssatz ¢;;, &, 4 = 9; 5jq — Siq Oj p « 

A ist der Operator 0,0,. 

(1,2) ist die funktionale Parameterdarstellung aller Gleichgewichtszustande des Kontinuums. 
Der zweite Schritt zur Lésung eines Gleichgewichtsproblems besteht nun darin, die Parameter 
— eben die Spannungsfunktionen — so zu bestimmen, daB sie Spannungszustande ergeben, die 
fiir den vorhandenen Werkstoff kompatibel sind. In einer fritheren Arbeit! habe ich gezeigt, daB 
im isotropen elastischen Kérper mit kleinen Deformationen alle kompatiblen Spannungszustande 
erfaBt werden durch 


q 


Lis aan 0: = OO 5 7 0;,£2 (1,3) 
mit 
AO;;, = 0 (1,4) 
und 
1 
AQ — 1p 229 a8 (1,5) 


(v = Poissonsche Zahl). 

Demnach sind die 3 Komponenten Fj, F\3, Fy; harmonische Funktionen. F',, Fy, F33 sind 
wegen AAQ = 0 zwar biharmonisch, unterscheiden sich jedoch nur durch harmonische Funktionen 
voneinander. 

Obwohl uns in dieser Abhandlung Verschiebungen grundsatzlich nicht interessieren, sei doch 
noch der einfache Zusammenhang zwischen Spannungsfunktionen und den infinitesimalen Ver- 
schiebungen u; vermerkt, 


Cit 0,04 == 00 (1,6) 


(G = Schubmodul), fiir den Leser, der unsere spateren Rechnungen mit dem Schrifttum vergleichen 
méchte. 

Unsere Darstellungen der Spannungsfunktionen der klassischen Elastizitatstheorie sind keines- 
wegs die einzig méglichen. Denn der Tensor der Nullspannungsfunktionen 


FQ) => (Gin, + 20) » (1,7) 


der symmetrische Gradiententensor eines Vektorfeldes v;,, fihrt nach (1,2) zu o;, = 9; er kann 
also jedem Tensor F;,, iiberlagert werden. So sind z. B. bei geeigneter Verfiigung tiber 1, v9, v3 
mancherlei Varianten unserer obigen Darstellung denkbar. 

E. Kréner? und K. Marguerre® haben eine Darstellung gegeben, in der die sechs F’;, als bi- 
harmonische Funktionen auftreten, verkniipft durch 3 Divergenz-Nebenbedingungen. 


1 H. Schaefer, Z. angew. Math. Mech. 33 (1953), S. 356—362. , 
2 E. Kréner, Kontinuumstheorie der Versetzungen und Eigenspannungen, Ergebnisse der angew. Math.; 
Berlin/Géttingen/Heidelberg 1958. 
3 K. Marguerre, Z. angew. Math. Mech. 35 (1955), S. 242—263. 
De 
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Wir haben nun den dritten und letzten Schritt zu tun, namlich die Spannungsfunktionen den 
Randbedingungen anzupassen. Dabei setzen wir voraus, das auf der ganzen Oberflache des Kér- 
pers die Belastung vorgegeben ist. Beim ebenen zweidimensionalen Kontinuum gibt es 3 Span- 
nungsfunktionen!, die Airysche der Scheibe und die beiden der Plattenbiegung. Sie sind die 
3 Komponenten eines Vektors, der sich anschaulich als Momentenvektor der Randbelastung 
deuten lat. Stellen wir uns die Randkurve mit ihrer Belastung als diinnen materiellen Draht 
vor, losgelést vom Kontinuum! Dann entsteht in diesem geschlossenen Drahte ein Spannungs- 
zustand, der bis auf 6 Eigenspannungszustande bestimmbar ist. Machen wir die Spannungs- 
ermittlung statisch bestimmt dadurch, da8 wir den Draht an einer beliebigen Stelle zerschneiden; 
dann setzen sich Torsions- und Biegemoment zum Vektor unserer 3 Spannungsfunktionen zu- 
sammen. Daf die 6-fache statische Unbestimmtheit erst bei mehrfach zusammenhangenden Be- 
reichen eine Rolle spielt, ist bekannt. Es bleibt noch die schwierige Frage, wieviele der Infor- 
mationen, die uns unser Drahtmodell vermittelt, fiir die Randbedingungen der Kompatibilitats- 
gleichungen der 3 Spannungsfunktionen benétigt werden. Es mu die materielle Struktur des 
Kontinuums bekannt sein. Bei der diinnen elastischen Scheibe mu man Randwerte und Normal- 
ableitungen der Airyschen Spannungsfunktion kennen. In der klassischen Theorie diinner Platten 
kénnen nicht mehr als die Randwerte beider Spannungsfunktionen verwendet werden. 

W. Giinther® hat gezeigt, daB auch beim gekriimmten zweidimensionalen Kontinuum, der Schale, 
die Spannungsfunktionen und ihre Randwerte ganz analog statisch anschaulich zu deuten sind. 

Ein sehr bemerkenswerter Versuch von Peretti®, eine statische Deutung der 6 Spannungs- 
funktionen F,, des dreidimensionalen Kontinuums zu erhalten, fiihrt zwar zu ahnlichen Formeln, 
wie sie bei der Airyschen Spannungsfunktion auftreten, liefert aber keinen anschaulichen Zu- 
sammenhang zwischen Randwerten und Randbelastung. 

Im nachsten Abschnitt soll nun dargelegt werden, das das obige Modell der materiellen Rand- 
kurve, der diinne Draht, dessen Schnittmomente die Randwerte der Spannungsfunktionen er- 
gaben, verallgemeinerungsfahig ist. Dazu haben wir uns die belastete Oberflaiche des Kérpers 
als belastete diinne Schale vorzustellen. 

Wir werden zeigen, daB der Tensor der Schnittmomente dieser ,,Krustenschale“ identisch mit 
dem Tensor der Spannungsfunktionen ist. Dieser ist wiederum nur bis auf Nullspannungsfunktionen 
bestimmt, die mit den Eigenspannungszustanden der unbelasteten Krustenschale zusammenhangen. 


2. Statische Deutung der Spannungsfunktionen des dreidimensionalen Kontinuums. (1,2) spalten 
wir auf mit Hilfe des unsymmetrischen Tensors S;, in die beiden Gleichungen 

Sin = EN Bk 0,F'3; =O. (2,1) 

On = — Eq Bi OS pK . (2,2) 


Der in (2,1) hinzugefiigte Gradient verschwindet bei der Rotorbildung (2,2). 
Unser Kérper sei ein Quader, mit Kanten parallel den Koordinatenachsen. Die Krustenschale 
besteht somit aus 6 Flachen. Wir betrachten die obere der beiden Flachen x; = const. 


Abb. 1. Gleichgewicht der Scheibe mit Plichenbelastung. Abb, 2. Gleichgewicht der Platte mit Flachenbelastung. 


In den Abb. | und 2 ist ein Element dx,, dx, dieses ebenen Kontinuums mit seinen Flachenbe- 
lastungen und Schnittreaktionen gezeichnet. Dabei sind Scheiben- und Plattenbelastung getrennt. 


1 H. Schaefer, Osterr. Ing.-Arch. 10 (1956), S. 267—277. 
OW Gunther, Abh, Braunschwg. Wiss. Ges. 8 (1956), S. 111—120. 
3G, Peretti, Atti Sem. Mat. Fis. Univ. Modena 3 (1949), S. 77—82. 
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Die F;,, smd Momente, die S;, Krafte, beide auf die Langeneinheit bezogen. In Abb. 1 mégen die 
Normalenmomente F,; und F,,; verwundern, die:in der Schalenstatik ublicherweise als nicht vor- 
handen angesehen werden. Solches bedeutet jedoch immer einen Vorgriff auf die Materialeigen- 
schaften der Schale. Da aber bei unserer Krustenschale nur die Gleichgewichtsbedingungen inter- 
essieren, spricht nichts gegen die Beriicksichtigung von Normalenmomenten. 

Unser ebenes Kontinuum ist neben den Flachenkraften 031» O39, O33 noch mit Flachenmomenten 
M31, Mg, M33 belastet. Dies, um zu iibersichtlicheren Gleichungen zu kommen. Zu gegebener Zeit 
werden wir die Flachenmomente gleich Null setzen. 

Und schlieBlich muB die Vorzeichenfestsetzung und Indizierung der Krafte in Abb. 1 unkonven- 
tionell erscheinen. Statt der im Schrifttum beliebten Divergenz-Form der Gleichgewichtsbedin- 
gungen haben wir hier die Rotor-Form, wie sie durch (2,1) und (2,2) naheliegt, anzustreben. 

Die 6 Gleichgewichtsbedingungen lauten 


0,So1 — 02S, + 03; = 0, (2,3) 
0,So2 — OS + 03, = 0, (2,4) 
0, F435 — 0,F,3 + Sy, + Soo -+ M33 = 0 (2,5) 
nach Abb. 1, und 
Gis, —O.h 3 — S15 ms, = 0, (2,6) 
0, Fy — 02F 12 — Sy3 + mg, = 0, (2,7) 
0,S23 — 0813 + 033 = 0 (2,8) 


nach Abb. 2. Dies gilt fiir den Teil x, = const. der Krustenschale. Wir brauchen aber nur die 
Indizes zyklisch zu vertauschen, um die Gleichgewichtsbedingungen fiir x, = const. und x, = const. 
zu erhalten. Gemeint ist immer diejenige der beiden parallelen Flachen, die zur gréBeren Konstan- 
_ ten gehért. So erhalten wir insgesamt 3 x 6 Gleichgewichtsbedingungen. Durch Tensorschreib- 
| weise zusammengefaBt: 

Ex Bi O55 5 + oy, = 0, (2,9) 
Exp: Gok gp + Mix, = Spi — OinSog + (2,10) 


_ Uber Symmetrieeigenschaften der hier auftretenden Tensoren ist nichts vorausgesetzt. Die Be- 
dingungen, unter denen o;,, = o;,,; gilt, erkennt man nach Elimination der S;, und F;,: 


OG: = 93 Om, + zap Fag =9- (2,11) 
Das sind die Gleichgewichtsbedingungen eines Kontinuums, in dem aufSer den ,,Kraftspannungen“ 
o;, noch ,,Momentenspannungen“ m;,, auftreten. Solche Kontinua sind von E. und F. Cosserat! 
betrachtet worden. Stoffe, in denen die m;, eine meBbare GréBe hatten, sind nicht bekannt ge- 
worden. Wir setzen hinfort m;, = 0 und haben damit nach (2,11) 0;, = 0;,;- 
Durch Verjiingung folgt aus (2,10) 


l 
F Expy Pak py = Sy (2,12) 
und weiter 
ere 
Sit = Expr Calas — 2 OinExpy Iakipy - (2,13) 
Wir zerlegen F;;, in seinen symmetrischen und alternierenden Teil: 
Fi, =a Fin) + Eika Ji: 2 (2,14) 
1 1 
Fon => (Fin + Fis) 5 Beg So Expy Mey - 
Aus (2,13) wird dann 
Six = Ex Bk 0,F 3; aaa 0:40 af, (2,15) 
oder 
Sip = Saez Gok ay — Ole - (2,16) 
Wir vergleichen (2,16) mit (2,1) und finden Ubereinstimmung, weil dort Fz; = F';3 vorausgesetzt 


und iiber @, nicht verfiigt worden war. Ferner ist (2,9) mit (2,1) identisch. 
Natiirlich wiirde man sich diese Rechnungen erspart haben, wenn man bereits von (2,12) an 
, = F;,,; gesetzt hatte. Dabei ware jedoch die Einsicht, daB man auf der Krustenschale keine 


F; 


i E. und F. Cosserat, Théorie des corps déformables, Paris 1909. 
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Symmetrie des Tensors der Spannungsfunktion vorauszusetzen braucht, verlorengegangen. Die 
Eigenspannungszustande der (unbelasteten) Krustenschale werden durch die Nullspannungsfunk- 


tionen si? und FY beschrieben. Es sind dies die allgemeinsten Lésungen von (2,9) und (2,10) fiir 
6;;, = 0m, = 0. Sie lauten 
SY = Oy, Fie = 8%, — Fina Pa (2,17) 


Daraus berechnet man 
1 tl 
Fe ae (0, -+ 0,2) ; Ff = 9 Ekap 0,05 — Yr « (2,18) 


Es gibt somit 6 Spannungsfunktionen ,, Ys, Ys, W4, Ws, Ws fiir die Eigenspannungszustande der 
Krustenschale. 

Abb. 3 zeigt, wie man sich das Gleichgewicht an einer Ecke der Krustenschale vorzustellen hat. 
Dabei mége die Krustenschale einen endlichen Raumteil oder ein Volumelement umhiillen. 


3. Der an seiner Oberflache belastete 
Halbraum. Problem von Boussinesq und 
Cerruti. An einem Beispiel — geeignet . 
fiir eine Rechnung in kartesischen Koor- 
dinaten — zeigen wir, wie die Begriffs- 
bildung ,,Krustenschale“ die Formulie- 
rung der Randbedingungen fiir den Ten- 
sor der Spannungsfunktionen erleichtert 
und alle dahinzielenden Uberlegungen 
durch Anschauung unterstiitzt. 

Der Halbraum x,< 0 sei an seiner 
Oberflache x, = 0 belastet; 031, 032, O35 
und m3), M39, M33 seien als Funktionen 
2 von x, und x, auf x,—0 vorgegeben. 
Gesucht ist der Spannungstensor 
0; 4(%1> Xq> X3) im Inneren des Halbraumes. 

Wir greifen auf Abb. | und 2 zuriick. 
Die Ebene x, = 0 ist Krustenschale. 
(2,3) bis (2,8) sind ihre Gleichgewichts- 
bedingungen. Wir miissen einen Span- 
nungszustand der Krustenschale finden, 
Abb, 3, Gleichgewicht an einer Ecke der Krustenschale. der diesen 6 Gleichgewichtsbedingungen 
genugt. 


6. 


Nehmen wir z. B. an, da alleine die normale Belastung 03; vorhanden ware. Die Krustenschale 
wird wie eine Platte beansprucht. Wir setzen samtliche Schnittreaktionen in Abb. 1 gleich Null, 
womit (2,3) bis (2,5) erledigt sind. In (2,8) fiihren wir ein 


Sig = 0,Hs ; Sp3 = — 0,H;,, (3,1) 
so daB 
(A’ sei fortan die Abkiirzung fiir 0,0, + 0,0,). (2,6) und (2,7) werden dann erfiillt durch 
P= ig = 0, By = Fay = — A. (3,3) 


Jetzt greife alleine die tangentiale Belastung 05, an. Dies ist eine Scheibenbeanspruchung der Kru- 
stenschale, deshalb werden alle Schnittreaktionen in Abb. 2 gleich Null gesetzt. Bleiben (2,3) bis 
(2,5). In (2,3) wird eingefiihrt: 


Sy, = Af; So, = — 0H, , (3,4) 
so daB 
A Ga. (3,5) 
Ferner setzen wir in (2,4) und (2,5) 
Soe = Sip = Fs = 0, (3,6) 
worauf (2,5) erfiillt.wird durch 
HbA Oe (3,7) 


Mit o3, wird entsprechend verfahren. 
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Die Momentenbelegung m3, alleine wird zu keiner Bie 
gebeanspruchung der Krustenschale AnlaB 
geben. Bleiben (2,3) bis (2,5). Man hat ,,reine Schubbeanspruchung“ zu erwarten, also cra 
Sig = Sq1. (3,8) 
Nun lage der Gedanke nahe, auf die in der Statik so ungewohnten Normalenmomente F,,, und F,, 


auf x; = 0 zu verzi : ir di sig al Sore 
2 ay chten. Indem wir diese Frage noch offen halten, setzen wir mit einer Kon- 
stanten a 


Fis = a 0,6; ; Fy3 = —a 0,6, (3,9) 
und , 
So —— (1 = A = 
m:, 22 (1 —a) 0,06; S4, = — (1 —a)2,0,6,, (3,10) 
AC, = Mes (3,11) 


und wegen (2,3) und (2,4) 
SchlieBlich betrachten wit noch ms, alleine, das die Krustenschale wie eine Platte belastet. Also 
setzen wir alle Schnittreaktionen in (2,3) bis (2,5) gleich Null und erfiillen (2,6) bis (2,8) durch 


Fy, = F,, =0, (3,13) 

= '0.G,; Sis = 0,0,6, 3 A Ge = Mays (3,14) 

7 Fy, = Fy; Sos = 0,0,6, . (3,15) 

Fir m,, entsprechend. 

Nun wird iiberlagert: 

Se, = — 0,H, — (1 — a) 0,06, ; Sy, = 0,.H, — (1 — a) 00,6, , (3,16) 

Ses = — 0H, — (1 —a) 0,0,6, ; Sj. = 0,.H, — (1 —a) 0,0,6; , (3,17) 

S13 = OH; + 0,0,6, + 00.6, ; So3 = — 0H; + 010,61 + 00,6, » (3,18) 

Fy, = Fy, = — Hy + 0,6, — 0,6, . (3,19) 

Ff, —0, (3,20) 

Fi; = H, + « 0,6; ; F,, = H, —« 0,63. (3,21) 


Die Berechnung der Randwerte der Spannungsfunktionen ist somit auf die Ermittlung von Parti- 
kularlésungen der 6 Poissonschen Gleichungen 


A'H; = 03,3 A’G; = mg; (3,22) 
zurickgefihrt. 
Der Korper sei isotrop und elastisch. Fir seine Spannungsfunktionen gelten (1,3) bis (1,5) mit 
F; —— F,,;- 


Da wegen (3,20) F,, auf x, = 0 Null ist, muB @,, als harmonische Funktion iiberhaupt verschwin- 
den. Nach (3,19) stimmen F,, und F, iiberein auf x, = 0. Aus (1,3) folgt, daB sie im ganzen Kérper 
ubereinstimmen, da also gilt 


O1,; = O22, = 0. (3,23) 
Zur Lésung von (1,5) empfiehlt sich der Ansatz 
Q=O6,, +4, X, AX = 0% (3,24) 
der nach einfacher Rechnung 
1 
X= 2 ie ») [2 (0,0,3 5G 0,03) =e 03(035 S70), (3,25) 


ergibt. Unsere Spannungsfunktionen lauten: 

Fy, =Fpp=O+4+%,X, Fy3= Ogg t+eyX, Fi = 0, Fi3 =O;3, Fes = Ogg. (3,26) 
Hierin sind 0,3, 9,3 und @ als bekannt anzusehen, da ihre Werte auf x, = 0 gegeben sind. 

Die noch fehlenden Randbedingungen haben wir unter denjenigen Gleichungen (2,10) zu suchen, 
die Ableitungen nach x, enthalten, also Ableitungen in Richtung der Normalen der Krustenschale. 
Zunachst bemerkt man, daB 03F3, dort nicht auftritt. In Betracht zu ziehen haben wir die 4 Glei- 
chungen (i, k = 1, 2): 


0,F'3; — 03 F, = — (Seo + So3) ? (3,27) 
O2}'s. — 0;F 5. = Soi ? (3,28) 
O3F,, — 0,F3; = Sie; (3,29) 
03F yy — OF 32 = — (Sy + Ss) - (3,30) 


(Es gibt nur Momentenspannungen m3; und zwar nur autx, — 0): 


296 H. Schaefer: Die Spannungsfunktionen des dreidimensionalen Kontinuums Ingenieur-Archiy 


Durch Addition von (2,5), (3,27) und (3,30) erhalt man 
— 2 (Sj; + Sgo + S33) = mgs » (3,31) 


wodurch sich S,, eliminieren laBt. 


Da F,, gleich Null ist, ergeben (3,27) und (3,30) zusammen mit (3,31) 
1 it 
0,F 3) = Sy, + ap, 832 — 0, F'39 = Spo + “9 Milas + (3,32) 


Damit kommen wir auf (3,9) zuriick, denn (3,32) entscheidet jetzt iber den dort noch offengelas- 
senen Faktor «; er mu8 den Wert 1/2 haben. Aus (3,28) und (3,29) wird, wenn man (3,16), (3,17) 
und (3,21) einsetzt: 

0; Fy, = 03Fy = 0, + OH, . (3,33) 
Diese Randbedingung erméglicht die noch ausstehende Bestimmung von @ , in (3,26). 

Die Randbedingungen (3,27) bis (3,30) sind Momenten-Gleichgewichtsbedingungen. Zwar hatten 
wir schon vorher samtliche Gleichgewichtsbedingungen der Krustenschale x, = 0, namlich (2,3) 
bis (2,8), erfiillt. Wie aber aus (2,10) hervorgeht, driicken die zusatzlichen Randbedingungen (3,27) 
bis (3,30) die Tatsache aus, da unser Kérper im Inneren keine Momentenspannungen besitzt. In 
einer Theorie des elastischen Kérpers mit Momentenspannungen — eine solche gibt es leider nicht 
— wiirden sich wahrscheinlich die Randbedingungen der 18 kompatiblen Spannungsfunktionen 
S;, und F,,, einfacher formulieren lassen. Auf x, = 0 gilt nach (3,19) und (3,21) 


@ = — H, + 2,6, — 4,C,, (3,34) 
1 

O13 = Hy + 5 965, (3,35) 

O23 = Hy = 0,5 - (3,36) 


H, und G;, auf x, = 0 durch (3,22) bestimmt, haben wir als harmonische Funktionen in x, < 0 
hinein fertgesetzt zu denken. 


Nach (3,26) ist auf x, = 0 


0;F\, = 03F 5 = 0,0 4- X , (3,37) 
also mit (3,25), (3,33), (3,35) und (3,36) 
IL 1 
AH, + Ogle = 049 + * | Aly + Bgl ++ 24(Osa— 0]. (3,38) 
Indem wir nun | 
H, = 0,4, ; y= 0,4; (3,39) 
(A, und A; harmonisch) setzen, lat sich (3,38) schreiben 
03 [O33 + (l—27) O + 2y (0,A, + 0,4,)] = 0. (3,40) 


Die eckige Klammer enthalt lauter harmonische Funktionen; da aber eine harmonische Funktion, 
deren Normalableitung auf x, = 0 verschwindet, iitberhaupt Null ist, wird 
O33 = — 29 (0,4; + 0,42) + (1 —2 ») (H, — 2,6, + 0,65) (3,41) 
und damit 
D, Gaed(s) i & by oe 0,H, + 03 (H3 — 0,6, + 0,G,) . (3,42) 


Wenn wir jetzt den Spannungstensor o;;, nach (1,2) berechnen, dann erscheinen an der Oberflaiche 


u 
x3 = 0 die vorgegebenen Spannungen 03,, 039, 0g3 vermehrt um die Betrage bzw. 


i: 1 
aa Onli s 5 S 0,M35 5 OyMg1 — 0,Mgp « 


Die auf x3 = 0 vorgegebene Momentenverteilung ist somit in eine statisch aquivalente Krafte- 
verteilung umgewandelt. Man wird an die klassische Biegetheorie der Platte erinnert, in der die 
Torsionsmomente am Rande durch statisch aquivalente Querkrafte ersetzt werden. 

Im Falle der singularen Belastung durch Hinzelkrafte P,, P,, P, (Problem von Boussinesq und 
Cerruti!) und die Kinzelmomente M,, M,, Mg, die im Punkte (x, = 0, X%_ = 0) angreifen, lauten die 
Lésungen von (3,22) 


| ee 
H;= ;—Inr; CS r=\<e +a. (3,43) 


Qat 


1 A, E. H, Love, Theory of Elasticity, 4, Aufl., Cambridge 1952, 
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Boussinesq hat die harmonische Funktion angegeben, die in x, < 0 regular ist und auf x, = 0 den 
Wert Inr annimmt: 


In (R — xg) = 0, [x3 In (R — x) + R], (3,44) 
{i= yr? + ce 
Damit sind auch A, und A, in (3,39) bekannt. 


Sonntag! hat die Spannungen infolge Belastung durch Einzelmomente berechnet, indem er die 
Lésungen von Boussinesq und Cerruti differentierte. Man vergleiche hierzu unsere Darstellungen 


(3,19) und (3,21). 


Zum Schlufs dieses Kapitels noch eine Bemerkung. Auf der Krustenschale ist Gleichgewicht 
méglich auch ohne Torsions- und Normalenmomente. Man kann also alleine mit den 3 Spannungs- 
funktionen F,,, F,, und F;, auskonimen (Maxwellscher Ansatz). Doch zeigt es sich im Falle der 
tangentialen Einzelkraft (Problem von Cerruti), da Rechnung und Resultat unangemessen kom- 
pliziert werden. Man kann jedoch durch nachtragliche Uberlagerung geeigneter Nullspannungs- 
funktionen auf unser obiges einfaches Resultat zuriickfinden. 


4, Zylinderkoordinaten. Koordinatenflachen als Krustenschale. Das Gedankenmodell einer 
Krustenschale, bestehend aus den Koordinatenflichen r= const, 9 = const und z = const, 
soll jetzt dazu benutzt werden, die Zusammenhinge zwischen o;,, S;, und F;, in Zylinder- 
koordinaten (%, =r; x. = 0; x, = 2) herzuleiten. 


Abb. 4. Zum Gleichgewicht der Zylinderschale; Krafte und Momente. 


Wir beginnen mit der Zylinderschale r = const (Abb. 4). Ihre 6 Gleichgewichtsbedingungen — 


wiederum mit Beriicksichtigung der Normalenmomente — lauten 


oe he pee Old? ay) 
ee es oa 
ee eG we 
op = — Sat Si) me 
Bent me 
Ea ee a 


Fiir das ebene Kontinuum 3 — const mit den cartesischen Koordinaten 2, r kénnen wir auf die 
Gleichgewichtsbedingungen (2,3) bis (2,10) zuriickgreifen 


os os 

a ou Cor: (4,7) 
pS OS 

oe = To» (4,8) 
AS33  OSy3 __ 4,9 
aa te 023 » ( 2 ) 


1G, Sonntag, Z. angew. Math. Mech. 28 (1948), S. 263—270. 
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oF) aii (4.10) 
Oz or - 

OF,, OF sy _ 4.11 
a ge se 
OF. OF ye 4,12 
ae ee oe 


Und schlieBlich die Gleichgewichtsbedingungen des ebenen Kontinuums z = const. in den Polar- 
koordinaten r, @ nach Abb. 5 und 6: 


aS S 1 
3 — St —— (Sey + Sys) = O51» (4.13) 
in eas 1 
—— oe = (Seo — Sy1) = 032 (4,14) 
a) aS, 1 es 
13 = Sos == O39 (4,15) 
oF, 1 : éF. 
+ = (Fan + Fi) — Fp = Sis (4,16) 
eF oF, 
we (Fa2— Fy) — = ap = Sy3, (4,17) 
aie Fis 5 aes 4,18 
Se a ok ae a 22) (4,18) 


Von Momentenbelastungen und -Spannungen haben wir diesmal abgesehen. Daf man diese 18 Glei- 
chungen in 2 Tensor-Gleichungen analog (2,9) und (2,10) zusammenfassen kann — man braucht 
dort nur die gewéhnlichen Ableitungen durch covariante zu ersetzen — ist wohlbekannt.’ Unsere 


Abb. 5. Zum Gleichgewicht der Scheibe; Polarkoordinaten r, 3. Abb. 6. Zum Gleichgewicht der Platte; Polarkoordinaten r, 3. 


dortigen Untersuchungen iiber die Symmetrieeigenschaften von F;, gelten auch in beliebigen 
Koordinaten, weil die Symmetrieeigenschaften eines Tensors invarianter Natur sind. Fiir unsere 
weiteren Zwecke geniigt es, den Tensor der Spannungsfunktionen von vernherein als symmetrisch 


anzusehen. Dann folgt durch Addition von (4,4), (4,11) und (4,18) 
Si, + S22 + S33 = 0. (4,19) 


Nimmt man als Krustenschale die Oberflache eines Volumenelementes, dann ist unmittelbar klar, 
daB sich die Spannungen g;, vermittels der Schnittreaktionen S;, und F;, der Krustenschale das 
Gleichgewicht halten. Nach Elimination der S;, in (4,1) bis (4,18) lassen sich also die 3 Gleichge- 
wichtsbedingungen fiir die sechs o;, am Volumenelement identisch in den sechs F,, erfiillen. 

Es bedarf keiner weiteren Begriindung, da8 man auf diese statisch anschauliche Weise die Dar- 
stellung der Spannungen durch Spannungsfunktionen in beliebigen Koordinaten finden kann. 

Die beiden Tensorgleichungen (2,9), (2,10) regen keineswegs zu einer anschaulichen Interpreta- 
tion an. Vielmehr méchte man es als Curiosum ansehen, daB sich die 18 Gleichgewichtshedingungen 
einer Krustenschale, die aus den Koordinatenflachen besteht, in 2 Tensorgleichungen zusammen- 
fassen lassen. 


' B. Finzi, Rend. Accad. Lincei (6) 19 (1934), S. 578—584, S. 620—623. 
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5. Die Spannungsfunktionen des elastischen K6rpers in Zylinderkoordinaten. 
ordinaten orthogonal sind, bietet der /-Kalkiil Vorteile. I 
wir uns Marguerre! an. 

Was die Integration der Kompatibilitatsbedingungen des Tensors F = (F;,,) anbelangt, so darf 
ich wiederum auf meine frithere Arbeit? verweisen. Die dorti 


fr gen kovarianten Formulierungen ge- 
statten unmittelbar die Ubertragungen auf Orthogonal-Koordinaten. Man erhilt folgende Dar- 
stellung fiir F 


Solange die Ko- 
n unserer Bezeichnungsweise schlieBen 


F =8-+-1(0 — 6,,) (5,1) 
~ mit 
40 =0 (5,2) 
und 
Ape ; div Div O (533) 
——~ 


(div DivO =V-(V.@); A=V.-P). 


Nur nebenbei bemerken wir, daf sich der Verschiebungsvektor 14 darstellt als 


GM — Div @— + grad Q. (5,4) 
In Zylinderkoordinaten r, 3, z ist A der Operator | 
Aastra t a ont a 65) 
Auf einen Vektor 9 = (D,, D,, Ds) angewendet, gibt er die 3 Komponenten 
AD, — 3 Fe 
Ce Np anne) (5,6) 
AD; 
Seine Anwendung auf den symmetrischen Tensor © ergibt: 
[40], = Sg ee = = (5,7) 
[AO]. —s AOo, a a (Ce cas 0,;) a = ae > (5,8) 
[A@],5 = 403; - (5,9) 
[A9};. = A@,,— =O, + a iC ? (5,10) 
ela] 40 On (5,11) 
Men 46, 6,42 (5,12) 
SchlieBlich bendtigen wir noch den Vektor 
eC on) ae 
Div@ =| 2247 6,, feet Se (5,13) 
und den Skalar ; 
cH) el ny Eee (5,14) 


1 Siehe FuBnote 3 von S. 291. 
2 Siehe FuBnote 1 von S. 291. 
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Wegen (5,2) gilt, wenn man 9 = Div O setzt, 


ADiviO =Adi— 0 (5,15) 
und 
Aidiv D =07 (5,16) 
so daB aus (5,3) f 
AAQ = 0 (5,17) 
folgt. : 
Eine Partikularlésung von (5,3) ist 
1 
io — O xn + 2 (1—») (r D, + z Ds) . (5,18) 


Dieser ganze Formelapparat ist recht monstrés und unangenehm dadurch, dab die ,,Potential- 
funktionen“ @,, bereits durch ihre Differentialgleichungen gekoppelt sind. 

Das im 2. Abschnitt in kartesischen Koordinaten behandelte Problem des Halbraumes kann in 
Zylinderkoordinaten ganz entsprechend gelést werden. Es wird nicht tiberraschen, daf auch jetzt 
in den Randbedingungen auf z = 

Ev] FP; also On =O, 0 (5,19) 
und 
Fi, =O, = 0 (5,20) 
sind. Lésungen der zugehérigen Potentialgleichungen (5,7), (5,8) und (5,10), die diesen Randbe- 
dingungen geniigen, sind 
OF OO AG =O; O,,=— 0 (5,21) 
im ganzen Halbkérper. Eine (3,25) entsprechende Partikularlésung von (5,3) ist bei Beachtung 
von (5,21) 


2 = Oy, + 


1 100 ¢ Or 1 COs) ae = 
Wik 2 or pie a + 5 (Oss 8) , (6:22) 
worin @,, und der Faktor von z harmonisch sind. 

Somit stimmen auf z = 0 die Werte von @ mit den bekannten von F,, = F,, iiberein, so dab O 
als harmonische Funktion festgelegt ist. Die weitere Rechnung verlauft nun ganz analog zu der- 
jenigen des 2. Abschnittes. 

Eine weitere Partikularlésung von (5,3), das Gegenstiick zu (5,22), ist 


One ee u + (O — O;;) 25. (5,23) 


ey Oz 


wieder unter der Voraussetzung 0,, = 0,,=0, 0,,=0. 0,3 und 0, sind durch ihre Potential- 
gleichungen gekoppelt. Man darf wohl vermuten, da diese Lésung fiir das Problem des beliebig 
belasteten unendlichlangen Zylinders geeignet ist. 

Die Nebenbedingungen F,, = F,, F,,=0 1m ganzen Kérper kann man selbstverstandlich 
immer durch Uberlagerung geeigneter Nullspannungsfunktionen erzwingen, womit aber noch nicht 
bewiesen ist, daf§ die Einschrankung (5,21) bei jedem beliebigen Problem méglich ist. Vielmehr 
miiBte gezeigt werden, daB die Darstellung (5,1) bis (5,3) auch nach Uberlagerung mit den Null- 
spannungsfunktionen noch giiltig bleibt. 


6. Rotationssymmetrie. Wir betrachten nun den Sonderfall, dafB Kérper und Belastung Rotations- 
Symmetrie besitzen. Unsere Spannungsfunktionen kénnen als unabhiangig von # angenommen 
werden. 

Wenn wir die Einschrankungen (5,21) weiterhin beibehalten, bleibt 


0, = On =O, = A@=0, (6,1) 
0,,=0, (6,2) 
AO,,—"#=0, © 40,—2=0; (6,3) 
Fat (6.4) 
De (6,5) 

20,5 Ore 0055 


De eee (6,6) 
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Die Differentialgleichungen fiir D, und D, bzw. fiir @,, und O,. sind jetzt entk It. Di i 
: t. Die 3 Parti- 
kularlésungen (5,18), (5,22) und (5,23) lauten baw. : - J DEROPPe le 3 Parti 


1 
Q => 0. f- 20>) (r D; + & Ds) > (6,7) 
fi 1 O15 O15 
2 = Ox + 5G! 2 "a P= | ae On 2)|, (6,8) 
1 é 2 30 | 
Q= Go, -F 5) (1— 9) i; Es (0 = O33) + 2 re : (6,9) 


Wegen (5,3) und (5,14) geht bei Rotationssymmetrie D, = 0@,3/0z nicht in 2 ein. Demnach steht 
@,, in keinem Zusammenhange mehr mit den anderen Spannungsfunktionen 


O41 — ©. =S 6) > Os; und 0; : 


Deshalb betrachten wir im nachsten Abschnitt @,, = Fy; gesondert. 


7. Torsion des Rotationskérpers. Anhand des Formelsystems (4,1) bis (4,18) stellen wir fest, dab 
F,; = F,,(r, 2) nur auftritt in (4,4), (4,6), (4,11) und (4,18): 


F, a OF,. OF, 
4 = ? S33 = a ag ea Se er aS Sa = ar (7,1) 
Diese vier S;, erscheinen aber nur in (4,2), (4,7), (4,9) und (4,14), so daB 
O / OF,; 1 
Gian = ae or = 7 Fas) , (7,2) 
0 / OF, il 
Oise 082 E poe fin Fas ; (7,3) 


alle anderen o;;, sind Null. Das ist aber der Fall der Torsion (Marguerre?). 


Betas 


Abb. 7. Momentengleichgewicht auf der Krustenschale bei Torsion. Abb. 8. Einzelmoment an der Krustenschale des Kegels. 


Nach Abb. 7 lautet die Bedingung fiir Momentengleichgewicht an einer Zone der Krustenschale 


(8 5,, +r F,) +2 P,=0. (7,4) 


ds 


Nach (7,1) sind Schubkraft S,, und Schnittmoment F,, nicht unabhangig voneinander, so dal} aus 
(7,4) die Randbedingung fiir die Spannungsfunktion F); folgt: 
g at i ) TA oe (7,9) 


ds |" (a — 7 %]| 


Demnach gilt auf der Schnittflache = const. 
(7,6) 


eine Darstellung, die mit (7,3) identisch ist. 


1 Siehe FuBnote 3 von S. 291. 
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Nach (6,3) hat F,, der Potentialgleichung 


1 
AF,3 — 


5 F,3 = 0 (7,7) 
zu geniigen, kann also als Ableitung einer harmonischen Funktion dargestellt werden: 
0G 


Fh3 = a 


ar > AG = 0). (7,8) 


Werfen wir noch einen kurzen Blick auf das bekannte Problem des Kegels, der an seiner Spitze durch 
cin Moment M belastet ist (Abb. 8). Das Momentengleichgewicht der Krustenschale verlangt 


2m (r2 Spo +1 Fos) +} M=0. (7,9) 


Bei « = 2/2 berechnet sich der Randwert der Spannungsfunktion aus (7,9) zu 


M 1 M 
A oem gs C= ae (7,10) 
wodurch wir auf die Lésung 
6 =—j_In (i? + #2) (7,11) 


ee : 0G 2G 
gefihrt werden. Da nun die in (7,9) auftretenden GréBen r Tae und oe homogen nullter 
Ordnung sind, bekommt man mit dem modifizierten Ansatz 


G = —cln (ir? +2 —2) (7,12) 
die Lésung! fiir beliebige a: 
=e : (7,13) 
oS ee 3 cos x + cos? « g 


8. Axiale Symmetrie. Nach Abschnitt 6 haben wir die Spannungsfunktionen 


Fy, =F, =F=0—6,,+ 2, (8,1) 
F33 = Oz = O50 =F Q 2 (8,2) 
Fi3 = O43, (8,3) 


wobei @ und 03, harmonisch sind und 0, nach (6,3) der Potentialgleichung 


1 
AOQ,3; —3 913 = 0 (8,4) 


zu geniigen hat. 


Den Gleichungen (4,5), (4,10), (4,12) und (4,17) entnehmen wir 


Fae oF. oF 
Dey Tiere tate ta 
ee Oe Pe (8,9) 
18 Ogee eee 2 ee Ore 


Die restlichen S;;, sind Null. 


Nun betrachten wir wieder das Kraftegleichgewicht an der Krustenschale. Die Gleichgewichts- 
bedingung fiir die z-Richtung entnimmt man Abb. 9: 


1 
=; (" Ses) +7 P, =0, (8,6) 
die fiir die radiale Richtung der Abb. 10: 
d dr dz 
ae (7 Soy) + Sye _ + Sgo He +rP,=0. (8,7) 


Die Krustenschale unseres Umdrehungskérpers haben wir approximiert durch Krustenschalen der 
Koordinatenflachen r = const. und z = const. mit den infinitesimalen Stufen dr und dz. ; 


1 C, B, Biezeno und R. Grammel, Technische Dynamik, 2. Aufl., Berlin/Gottingen/Heidelberg 1953, S. 338. 
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In 0, 05; und Q,, stehen 3 Funktionen zur Verfiigung, um die 2 Randbedingungen (8,6) und (8,7) 
zu erfiillen. Diesen Uberflu8 wird man gerne benutzen, um noch einmal das ganze Formelsystem 


zu vereinfachen. Dann liegt es nahe, wegen der etwas unbequemen Differentialeleich 8 
der Méglichkeit, (8,5) zu vereinfachen, z eronbiaelelerungtS,4) cand 


auf 0,, zu verzichten, also 


O13 = 0 (8,8) 


> 


a 


zu setzen. Eine andere Vereinfachung —— 
ware, O,, = © au setzen und @, ; bei- 
zubehalten. Und schlieBlich kénnte 
man daran denken, 0, und @,; an- 
einander zu binden, etwa dadurch, 


Zz 


dS;s 
le + Gs as 


Abb. 9. Kraftegleichgewicht an der Krustenschale Abb. 10. Kraftegleichgewicht an der Krustenschale in r-Richtung. 
in z-Richtung. 


daB man sie als die z- bzw. r-Ableitung einer harmonischen Funktion darstellt. Auf die Proble- 
_ matik solcher Vereinfachungen kommen wir noch im Schlu8kapitel zu sprechen. 

| Beim Problem von Boussinesq, Einzelkraft K auf Halbraum z < 0, empfiehlt sich (8,8). Fir Q 
_ benutzen wir die Partikularlésung 


il d 
5 = ue 
an | 2(l1—v) @ 


Q2=0 (Ox, — 0). (8,9) 


Die beiden Randbedingungen (8,6) und (8,7) auf z = 0 lauten, wenn man noch (8,5) beachtet, 


Pg gt (8,10) 
oF 
ei eaUle : (8,11) 
Wegen (8,1) und (8,9) folgt aus (8,10) : 
0 =— 5, mr (8,12) 
auf z = 0. (8,11) verlangt auf z = 0 
00 1 a 
iG ie ele nem —60)= 8,1 
BPI) oe Wissen) 50 (8,13) 


Da in dieser Gleichung nur harmonische Funktionen auftreten, folgt aus ihr in bekannter Schluf- 
weise 


O;, =— (lL—2») @ (8,14) 
im ganzen Halbraum z < 0. 
(8,1) und (8,2) lauten jetzt -_ 
Fy, = Fy =F=0—2—, (8,15) 
Peay Os. (8,16) 


Cz 
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Und die harmonische Funktion @, die auf z = 0 die Randwerte (8,12) besitzt und in z < 0 regular 
ist, lautet 


@=—=m(/F+2—2). (8,17) 


Die Homogenititseigenschaften dieser harmonischen Funktion gestatten es wiederum, daB man 
rasch die Lésung fiir den an seiner Spitze beanspruchten Kegel (Abb. 11) gewinnen kann’. 
In Abanderung von (8,14) und (8,17) setzen wir — unter 


i Beibehaltung der Partikularlésung (8,9) — 
@ =—a5~n (JF + 2 —3) (8,18) 
und 
O33 = —b(1—2)O. (8,19) 
Die Randbedingungen (8,6) und (8,7) auf dem Kegelmantel 
lauten a 
OF 
Or OMe. OF, 
Abb. 11. Kegel mit Einzelkraft an der Spitze. a al A ae = sin a ala = cosa = 0. (8,21) 


Die Konstanten a und b bestimmen sich aus diesen zwei linearen Gleichungen Zu 
1— (1— 2) cosa 

(1 — cos? «) — (1 — 2 v) cos « (1 — cos @) ’ 

ios 1+ cosa 

~~ (1—cos? «) — (1 — 2 2) cos « (1 — cos a) ° 


6) == 


(8,22) 


b 


(8,23) 


9. Die Integralsatze yon Peretti auf der Krustenschale. Die in (2,9) und (2,10) stehenden Rotor- 
bildungen legen die Anwendung des Satzes von Stokes nahe. 
Die Summe X, aller Krafte, die an einem Teil 0 der Oberflache des belasteten Kérpers an- 


greifen, 
X;, = f on vy, df (9,1) 
0 


(v; ist der nach auBen gerichtete Vektor der Flachennormalen) lat sich nach (2,9) ausdriicken durch 
ein Linienintegral iiber die Berandung C ven 0 


(6; 


Fir die Momentensumme der Belastung von 0, bezogen auf den Anfangspunkt des Koordinaten- 
systems, gilt 


mM = if m;,,¥; Uf + f exp X_ Ong, af . (9,3) 
0 0 
Setzen wir (2,9) und (2,10) ein und wenden wiederum den Satz von Stokes an, so folgt 


$ (Fin + Seap%o Sia) dm Mee = 0, (9,4) 


Die beiden Integralsatze (9,2) und (9,4) wurden von Peretti? aufgestellt. W. Giinther® hat sie in 
allgemeinen Koordinaten formuliert. 

Die statische Deutung liegt auf der Hand. Den betrachteten Teil 0 der Kérperflache haben wir 
uns als Teil der Krustenschale vorzustellen, begrenzt durch die Randkurve C. Die am Bogenelement 
von C vorhandenen Schnittreaktionen 


Si, Sta Sik dx; 3 F, se Fi, dx, (9,5) 


halten der am Teile 0 der Krustenschale angreifenden Belastung das Gleichgewicht. 


* J. H. Michell, Proc. Lond. Math. Soc. 32 (1900), S. 23. 
2 Siehe FuBnote 3 von S. 292. 


3 W. Giinther, Abh. Braunschweg. Wissensch. Ges. 6 (1954), S. 207—219; 10 (1958), S. 195—213. 
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Ist keine Belastung vorhanden, dann sind die Integranden in (9,2) und (9,4) totale Differentiale, 
und die S;, und F;,, Nullspannungsfunktionen (2,17). Auch bei Belastungssingularitaten miissen 
sich die S;, und F;, als Nullspannungsfunktionen darstellen lassen; allerdings sind diese dann mit 
Singularitaten behaftet. 


Fir das Beispiel des Abschnittes 3 sieht diese Darstellung folgendermafen aus. 


i ad are tg = K;9, (9,6) 
Sty = (M, — X_ Ks) 9 = (Mae> x, K;) ln 7, (9,7) 
— P, = (M, + x, K3) p — (M, — x, K;) nr, (9,8) 
a i Cs oer 4), ees X_ Ky) p — (x, K, + x, K,)Inr. (9,9) 


Wegen F,, = F,, (3,19) und F,, = F,, = 0 (3,20) bestehen zwischen WY, und Y, die Gleichungen 
City —— Ont == 0 3 oh ae a On, oe 0 . (9,10) 


Demnach hat man (9,7) und (9,8) aus den komplexen Funktionen In z und z In z aufzubauen. Auch 
YW; wurde harmonisch gewahlt. Wesentlich sind die Faktoren von @ in (9,7) bis (9,9). Sie geben 
auf x; = 0 das Momentenfeld der Lastsingularitat!. 

Man erinnert sich, daf es bei der iiblichen Behandlung des Problems von Boussinesq und Cerruti 
zum Schlusse erforderlich wird, den Betrag der Belastungssingularitat durch Integration iiber die 
Spannungen auf einer Halbkugelflache zu berechnen. Die Integralsaitze von Peretti erméglichen 
diese Bestimmung bereits bei Kenntnis der Randwerte der Spannungsfunktionen. Unsere inte- 
grablen Randbedingungen (7,4) und (8,6) sind als einfache Sonderfalle von (9,4) bzw. (9,2) anzu- 
sehen. In beiden Fallen ist der geschlossene Integrationsweg C ein Breitenkreis des Rotations- 
k6érpers. 


10. SchluBbetrachtung und Ausblick. Der erste Ansatz fiir Spannungsfunktionen des drei- 
dimensionalen Kontinuums stammt von Maxwell (1870). Es wurde 1892 von Morera und Beltrami 
verallgemeinert?. In seinem Handbuchartikel aus dem Jahre 1928° schreibt Trefftz: ,,Fir die 
rechnerische Durchfiihrung bei besonderen Aufgaben ist diese Methode bisher noch nicht ver- 
wendet worden.‘ 

Soweit ich habe feststellen kénnen, sind die erst kiirzlich erschienenen Arbeiten von G. Allen* 
und Knops® die ersten, die sich des Maxwellschen Ansatzes zur Lésung raumlicher Probleme des 
elastischen Kérpers bedienen. Allerdings wird dort der Frage der Randbedingungen keine beson- 
dere Beachtung geschenkt. Auf einem ganz neuen Gebiete, das nicht mehr zur klassischen Elastizi- 
tatstheorie zu rechnen ist, der Kontinuumstheorie der Versetzungen und Eigenspannungen, haben 
die Spannungsfunktionen inzwischen eine hervorragende Bedeutung erlangt. Wie E. Kréner® aus- 
fiihrt, sind im Falle dreidimensional verteilter Versetzungen, wenn also die Deformationen nicht 
mehr aus einem Verschiebungsfeld ableitbar sind, die Spannungsfunktionen unentbehrlich zur Be- 
rechnung der Eigenspannungszustande. Deshalb wird auch die Frage der Randbedingungen als 
besonders wichtig angesehen. 

Die von den Verschiebungen ausgehenden Ansatze von Papkovitsch (1932) und Neuber (1934) 
lieBen die Frage offen, in welchen Beziehungen sie zu den Spannungsfunktionen von Maxwell und 
Morera stehen. Diese Zusammenhange wurden 1953 von Schaefer? und 1955 von Marguerre® klar- 


gelegt. = ; 
Wer einmal die Lésungsmethoden der dreidimensionalen Elastizitatstheorie durchdacht hat, 
mu8 es als einen — zumindest didaktischen — Mangel empfinden, wenn man sich die Randbe- 


dingungen an einer Oberflache, auf der die Krafte gegeben sind, auf dem Umwege tiber die Ver- 
schiebungen verschaffen mu. Als einen ersten Versuch, diese Liicke auszufiillen, mége die vor- 


liegende Arbeit gewertet werden. 


1 H. Schaefer, Abh. Braunschwg. Wissensch. Ges. 7 (1955), S. 107—112. 

2 Siehe FuBnote 1 von S. 296. ane , 
3 E. Trefftz, Mathematische Elastizitatstheorie, Handbuch d. Physik, Bad. VI, Berlin 1928. 
4G. Allen und S. C. R. Dennis, Journ. Mech. and Appl. Math. 11 (1958), S. 172—184. 

5 R, J. Knops, Journ. Mech. and Appl. Math. 11 (1958), S. 326—350. 

6 Siehe FuBnote 2 von S. 291. 

7 Siehe FuBnote 1 von S. 291. 

8 Siehe FuBnote 3 von S. 291. 
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Was noch zu untersuchen bleibt, ist die Rolle der Nullspannungsfunktionen bei Kérpern mit 
Hohlraumen und bei mehrfach zusammenhangenden Bereichen. Die Forderung nach Freiheit 
von Eigenspannungszustinden legt den Spannungsfunktionen zusatzliche Randbedingungen auf, 
vermutlich 6 Bedingungen an jeder Oberflache, entsprechend den 6 Nullspannungsfunktionen. Es 
handelt sich also um die Festlegung der Eigenspannungszustande auf den Krustenschalen des 
K6rpers. 

Im Laufe der vorstehenden Untersuchungen haben wir den Potentialfunktionen @;,, aus denen 
sich die Spannungsfunktionen zusammensetzen, eine Reihe von Bedingungen auferlegt. Ob diese 
Bedingungen immer statthaft sind, mag mit der Frage nach Festlegung der Nullspannungsfunk- 
tionen zusammenhangen. Auch die Untersuchungen von Eubanks und Sternberg! iiber die Voll- 
standigkeit des Papkovitsch-Neuberschen Ansatzes fiihren auf topologische Kriterien. 


(Eingegangen am 5. November 1958.) 


Anschrift des Verfassers: Prof. Dr.-Ing. Hermann Schaefer, Braunschweig, Bernerstr. 9. 


' R.A, Eubanks und E, Sternberg, Journ. Rat. Mech, Analysis 5 (1956), S. 735—746. 
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Abstofende Wirkung von Wanden in reibungslosen Scherstrémungen 
Von F, Schultz-Grunow 


Es handelt sich darum, die Strémung um ein in einer Strémung suspendiertes Teilchen, das in 
Wandnahe mitschwimmt, und dann die Druckwirkung auf dieses Teilchen zu ermitteln.1 Es werde 
zunachst der ebene Fall mit einem Teilchen kreisférmigen Querschnitts behandelt. Die Bedingung 
des Verschwindens der Normalkomponente der Geschwindigkeit an der Wand wird durch Spiegelung 
erfillt (Abb. 1). Es mu8 also die Umstrémung zweier Zylinder ermittelt werden. Dazu wird das 
rechtwinklige Koordinatensystem x,y mit dem Nullpunkt im Zylindermittelpunkt, und mit der 
x-Achse in die Strémungsrichtung weisend und der y-Achse von der Wand wegweisend, eingefihrt, 
ferner werden die beiden Polarkoordinaten-Systeme 0, # am oberen, wirklichen und r, 9 am unteren, 
gespiegelten Zylinder mit ihren Nullpunkten in den 
Zylindermittelpunkten gebraucht. Es wird eine lineare 
Scherstrémung der Geschwindigkeit U vorausgesetzt 
(Abb. 1). Da das Teilchen mit der Hauptstrémung 
schwimmen soll, ist die Geschwindigkeit U auf der 
x-Achse Null, so daB, wenn U, der Geschwindigkeits- 
betrag am obersten und untersten Punkt des Zylinder- 
umfanges und c der Zylinderhalbmesser ist, 


U=U,> 


besteht. Am Zylinderumfang (9 = c) ist wegen y = csin # 
U = Uysind 


und die Radialkomponente 


1 Uy .. n der i inder 
U, = Uysindcos) = 5¢sin 28. Gh at 
Am Zylinderumfang mu8 aber die Radialkomponente verschwinden, was durch Uberlagerung 
eines Geschwindigkeitsfeldes erreicht wird, das am Zylinderumfang die Radialgeschwindigkeit 
— U, hat. Wegen der vorausgesetzten Reibungslosigkeit der Fliissigkeit ist diese Strémung eine 
Potentialstrémung. Die hier in Frage kommende Potentialstromung hat die Stromfunktion 


co [o.e) 

m bn . 

ts SF gr cos nt ee sinn?, (2) 
n=—1. A= 


wo sich Index o auf den oberen Zylinder bezieht. Entsprechend wird am unteren Zylinder 


[oe] CoO b 
1 Gn wes 94, 
Y= >, cos nO + >) sin nd 
n=1 1 
verwendet. 
Durch Uberlagerung der Stromfunktionen 


20 
Yio = EMS: bzw. y,,=E——, (3) 


mit einer noch zu ermittelnden Konstante E kann fiir jeden Zylinder fiir sich allein die Bedingung, 
daB die Radialgeschwindigkeit Null ist, erfiillt werden. Beispielsweise gehért am oberen Zylinder- 
rand zu der Stromfunktion yp, , die Radialgeschwindigkeit 


O10 <= E ‘ 4 
ge pee (4) 

Der Vergleich mit (1) zeigt, daB die Konstante E den Wert 
jee (5) 


4, 


1s. a. F. Schultz-Grunow, Rheol. Acta 1 (1958), S. 289—296. 
20* 
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haben muB, wenn die Randbedingung erfiillt sein soll. Gleiches gilt selbstverstandlich fiir den 
unteren Zylinder. 

Nun ergibt jede der beiden Stromfunktionen am anderen Zylinder Geschwindigkeiten, die 
dessen Randbedingungen nicht erfiillen. Statt aber die Geschwindigkeiten zu betrachten, geniigt 
es von jetzt ab die Stromfunktionen zu betrachten, denn an die Stelle der Aussage, das am Zylinder- 
umfang die Radialgeschwindigkeit Null sein muf, kann auch die treten, das jeder Zylinder 
Stromlinie ist und infolgedessen die Stromfunktion an den Zylinderrindern konstante Werte 
besitzen muB. Die Stromfunktion des anderen Zylinders stért den konstanten Wert, so daf eine 
weitere Stromfunktion an jedem Zylinder zu iiberlagern ist, die diese Stérung eliminiert. Aber die 
am einen Zylinder iiberlagerte Stromfunktion stért wiederum den konstanten Wert am anderen 
Zylinder, so da eine weitere Stromfunktion an jedem Zylinder zu iiberlagern ist, usw. Dieses 
Verfahren der zukzessiven Uberlagerung konvergiert, d.h. die Stérung der Randbedingung wird 
immer geringer, weil nach (2) die einzelnen Stromfunktionen mit dem Radius abnehmen. 

Zuerst wird die am unteren Zylinder tiberlagerte Stromfunktion w,, am oberen Zylinderumfang 
berechnet. Nach Abb. 1 hat man die geometrischen Beziehungen fiir den oberen Zylinderrand 


csinf =rsina; ccosB +reosa=L; r= LT +c—2Lccosf, 
wo L der Abstand beider Zylindermittelpunkte ist. Mit 
B=8— 270°; «a =O— 270° 


wird 
ccos? =rcos@; csn¥t+rsnO=——L; PF=f+ce2+4+2Lecsing. (6) 
Hiermit ergibt sich am oberen Zylinderrand 
cos 20. cos? @—sin® Og? _@ —1—2asind—2 a sin? 3 7 
ees ie ~~ (L? + 2)? (1+ dsin 9)? =. (7) 
mit den Abkiirzungen 
Ges d 2Lec 
er “Type (8) 
AufBerdem werden fiir die einzelnen Summanden in (7) die Abkiirzungen 
Pr ok? ae A mre 57 siae ; mat sin? } 
os (1 + dsin 9)?’ is (1 + dsin 8)?’ Wa (1 + dsin 3)? (9) 
eingefiihrt. 
Ferner sei fiir die spatere Verwendung sin 0/r am oberen Zylinderrand errechnet. Mit (6) wird 
an 2 ot i a sin & l 
aa gerd ere rae ie 
Zur Abkiirzung wird eingefiihrt 
a 1 f eee sity) 
IN = Teds" Iced O ce 
Die Ausdriicke (9), (11) werden in Fourierreihen entwickelt: 
IT=as;cos2$+...+ 5b ;sn9-+.-.-. (10 a) 
Il =agycos204+.---4+ diy sin? +... (10b) 
TT = agony cos2 9 +.-.+ bir sin ? Se (10c) 
IV =a cos29-+.---+ by sin? +.--- (lla) 
V =aycos294.---4+ diysin#+.... (11b) 
Fir die Koeffizienten werden, wenn noch 
ee ld 
~ l+d 
eingefiihrt wird, die folgenden Ausdriicke gefunden 
‘ Ja eS 4 1 1 
i ( aed)agt a(R ); (12a) 
ped e&— ] 
Lb = 71 a aya (12b) 
ring 1—é& 66 — 465 + § ef Se? + 4e—1 
4211 al d)2 63 = 8 dd de d)? & el ae, ?)4 ’ (13 a) 
Abe 2 2 ; 
n= Cp ate tO aya’ (13b) 
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1+ ¢ 6 6 
a = — — —— ——— 
ee Gate @T 7 yi—@ 
= 24 er Ae! —4 68 4e°+ 10ce4— 463 Ae? 1 4¢—] 
G+d) —Be&—beét+oe loa pe MT: (14a) 
b ne ae | e? — ] 4 : ; 
Bese gil os ae 4° 4 See etree 1) (14b) 
2 (@+)d—e)? 
a> — Sis 
| _ Jli—a@ (Q+d)eQ—e? we) 
| 2 ] 
| by = (1—- = 
| et (15b) 
4 
7 gs Rae tle Sl DOR ne Ge he ae pe ee se View a 
iad =p ( 66+ 3¢ é* + 263 —3 621 3¢ N+ 4(1 ya)’ 
l6a 
pe er) Gay ee 
| ey (l+d)e(l—e)? * se) 
| Es ergeben sich so die Reihenentwicklungen 
cos 20 P pte 
| = =A’ cos29-+...B' sin? + «.., (17a) 
| sin 0 
| > =A" cos29+.---B”’ sinf+..-, (17b) 
mit den Konstanten 
' L* 
> ee c)2 [(a? — 1) ag3 —2 a+ any — 2 @ aay] , (18a) 
r L* 
1 (L2 + ¢2) [(a? — 1) bh: —2 ab) —2 @ dim], (18b) 
” L 
A = gues 2 [a21v ae a: azy] . (19a) 
BS ae a zy [bitv + aby]. (19b) 


Durch Uberlagerung von y,, nach (3) entsteht somit am oberen Rand nach (17a) 
[Piulo-e = [A’ cos294.---B’ sind +.-.--]E, 
und ebenso durch Uberlagern von y,, am unteren Zylinderrand 
[p, rae = [A’ cos20+.--B'sinO+-.-]E. 


Daher ist nun am unteren Zylinderrand und ganz entsprechend am oberen Zylinderrand (vergl. (2)) 
die Stromfunktion 


Ss 2) a sin 0 (20) 


mit 
F,=—EA ¢; Gy=—EB é (21) 
zu iiberlagern, durch die nun wieder die Bedingung y = konst. am unteren Rand erfullt wird, 
jedoch am oberen Rand mit (17a, b) sich 
[Woulo-e= F(A’ cos 2 9 + B’ sin #) + G, (A” cos 20 + B" sin 9) 
ergibt und ebenso am unteren Zylinderrand 
[y..]-—c = F(A’ cos 2 0 + B’ sin @) + G, (A” cos 2 O + BY sin Q) . 


Dechalb ist jetzt am unteren und ebenso am oberen Zylinderrand 
i, =F, ee aeCN sin 0 


r 


zu uberlagern. Mit 
Pe ALG Ae) GC, == (FB 4. G, Be) e:5 (22) 
wodurch sich am oberen Rand 

[Wsuloac = F(A’ cos 20 + B’ sin #) + Cs (A” cos 2 9 + B’’ sin 8) 


ergibt und ebenso am unteren Rand, usw. 
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Man erkennt, daB fiir die i-te ttberlagerte Stromfunktion 


F,=—(Fii 4 +Gu4")e; 6,=—(F1 B+ G1 Be (23) 


v 


gilt mit dem niedrigsten Wert i = 2, fiir welchen (21) besteht. 
Die zahlenmafige Auswertung fiir L/c = 3 also fiir einen Wandabstand des Zylindermittel- 


punktes, der 50% groBer als sein Radius ist, ergibt 
1 


C= =OO8 e=05- 
O85 00 b,; = — 2,343 000 
ag = 1,417 820 bir => 2,530 000 
agit = — 1,689 590 bi int = — 1,880 781 
doty = — 0,280000 bitv = — 0,833 000 
day = 0,462 968 diy = 1,389000 
ite epee 
HAY! es i 0,3510864 i 73 07099 6154 r (24) 
1 i 
SWAP mee ad 9 Vee Be 
Aga L Ons 2 B L 053333005 
y E 2 
F, = — E- 0,0390096 G, = — 7 0,2198718 
E 
F, = E- 0,027633 C= L 0,032 9378 | 
Es wird also im Ganzen die Stromfunktion 
s2o in & 
yp = (E+ Fy + Fy) 5 + (6, + 6s) 2" (25) 


e 


am oberen Zylinder iiberlagert. Die tangentiale Geschwindigkeit, die am Zylinderrand besteht, 
setzt sich zusammen aus der Tangentialgeschwindigkeit der Hauptstrémung (s. Abb. 1) 


U, = — Usin } = — Uj sin? b (26) 
und der tiberlagerten Potentialstrémung 
oy S20 ee in 0 
i Fe] _=2E +R, +h) +6 +6). (27) 


Mit der Bernoullischen Gleichung ergibt sich, wenn p der statische Druck an einem Ort des Zylinder- 
umfanges und py der Gesamtdruck ist, 


(po Ploae == [U, + u]o—e- (28) 
Die senkrecht zur Wand auf den Zylinder wirkende Druckkraft ist 
i 2% 
A=]'(py—p) sin dedd = 5 jie + uo. edd. (29) 


Nach Einfiihren von (26), (27) und Integration wird 


5 5) ot Gy Se Cle. aioe FERS) (GALE 
A= 5 en\— = Uy 29 Cee ie ea) (30) 
erhalten. Mit (21, 22) wird 
is i hd / 1h 0) / vt / 9 19 / vr 
A=" (B'—A BY @— BY BY ¢) (8—2 A’ 4-2 A? ch 2 BAe), (31) 
Mit den Zahlenwerten (24) des numerischen Beispiels wird 
A = £ U2 0,097600. (32) 


Um sicher zu entscheiden, ob es sich hier um eine Druckkraft handelt, die den Zylinder von der — 
Wand abst6Bt, oder ihn an die Wand zieht, wird auch getrennt integriert tiber die wandferne und 
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wandnahe Hialfte des Zylinders. Die erste Integration ergibt 


f (Po—p) sin 9 cd) = 5 ee (33a) 
und die zweite 
J (Po— p) sin 9 cd = — 5 = 27,16. (33) 


Die Kraft, die aus — p- sin @ resultiert, ist also an der wandfernen Halfte eine gréBere Saugkraft 
als an der wandnahen Zylinderhalfte, so daB der Zylinder von der Wand abgestoBen wird. (5) in 
(33a, b) eingefiihrt, bestatigt sich (32). ; 

Nun werde das réumliche Problem betrachtet. Die Scherstr6mung sei wiederum eben, jedoch 
habe der in ihr befindliche Kérper quer zur Strémungsrichtung endliche Abmessungen. Um eine 
Tragfligelwirkung des Kérpers auszuschlieBen, soll er zur Strémungsrichtung symmetrische 
Querschnittsformen besitzen. Hier besteht nach einem Satz von G. I. Taylor’ die Schwierigkeit, 
daf} die nun raumliche Verdrangungsstrémung des Kérpers nicht mehr durch Potentialstromungen 
dargestellt werden kann. Wie spater gezeigt wurde, hat diese Feststellung ihre Ursache darin, 
da8 Koérper, auch wenn ihre Querschnitte symmetrisch zur Hauptstrémung sind, alleine wegen 
ihrer Verdrangungswirkung Zirkulation besitzen und daher gebundene Wirbel darstellen, die sich 
wegen des ersten Helmholtzschen Wirbelsatzes als freie Wirbel in die Strémung fortsetzen. 

Durch die Zuriickfiihrung des Kérpers auf einen gebundenen Wirbel wird die Tragfliigeltheorie 
anwendbar®, wenn der Kérper quer zur Strémungsrichtung langgestreckt ist. Danach wird 
durch die abgehenden Wirbel nur die Anstrémrichtung des Kérpers geringfiigig gedindert. Diese 
Wirkung ist um so geringer, je naher sich der Koérper an einer Wand befindet. Die ebene Ver- 
drangungsstr6mung, wie sie oben in erster Naherung ermittelt wurde, bleibt erhalten. Daher 
bleibt auch fiir langgestreckte Kérper 
die Auftriebsformel (31) giiltig. Fiir einen 
gedrungenen Ké6rper andert sich lediglich 
das Zahlenresultat; auch er wird von der 
Wand abgestoBen, da auch er Verdrin- 
gungswirkung besitzt. 


Dieses, theoretisch erhaltene Resul- 
tat, daB in einer Scherstrémung eine 


Wand auf mitschwimmende Teilchen ab- Abb. 2. Versuchsanordnung mit parallel einfallendem Licht. a Kanalquer- 
M. 5 schnitt (1«8cm), 6 Glasplatten, c’ Schirm, | Kanallange, h Schirmabstand im 
stoBend wirkt, konnte auch experimen- Ort des Brennpunktes, 6 Dicke der entmischten Schicht. 


tell bestatigt werden. Dazu strémte eine 

Lésung von 2,5- 10-2 g Polystirol je 100 cm? Toluol durch einen Kanal rechteckigen Querschnitts 
mit dem Seitenverhaltnis 8:1 (s. Abb. 2). Polystirol ist geeignet, weil seine Molckiile in der Lésung 
die Form kugelférmiger Knauel haben. Senkrecht zu der durchsichtigen Schmalseite b des Kanals 
wurde parallel gerichtetes Licht geschickt. Wenn nun durch die abstoBende Wirkung der Breit- 
seiten des Kanals ein Konzentrationsgefalle zu den Wanden hin entsteht, se werden die Licht- 
strahlen nach der Kanalmitte gebrochen. Dies geschieht nur in unmittelbarer Wandnahe, also 
in einer Grenzschicht, da die abstoBende Wirkung der Wand sicher mit zunehmendem Wand- 
abstand stark abnimmt. Daneben wird sich die Konzentration auch deshalb stetig andern, weil 
die Molekiile, die mehr am Ende der Maxwell- Boltzmannschen Verteilungskurve liegen, weiter zur 
Wand vordringen. Die Ablenkung ist ahnlich der von FE. Schmidt? in freien Temperaturgrenz- 
schichten beobachteten. Das in Abb. 2 von links in den Kanal a einfallende parallele Licht wird 
in den entmischten Schichten der Dicke 6 zur Kanalmitte hin abgelenkt, so daB sich die entmischten 
Schichten auf dem Schirm c’ als Schatten abbilden und der Kanal auf dem Schirm am 2 6 schmaler 
erscheint, als er es wirklich ist. Die in Abb. 3, 4 wiedergegebenen Schirmbilder ohne und mit 
stromendem Medium bestatigen dies. An der in Abb. 4 gestrichelt eingetragenen wirklichen Kanal- 
breite liest man 2 6 — 2,5 mm fiir den nur 10 mm breiten Kanal ab. 

In Abb. 4 erkennt man auBerdem, daB die Kanalbreite durch Brennlinien deutlich eingerahmt 
ist ahnlich wie bei E. Schmidt. Die Brennlinien waren aber im Gegensatz zu E. Schmidt nur in 
einem bestimmten Schirmabstand h (s. Abb. 2) scharf, der sich iiberdies von der Strémungsge- 
schwindigkeit abhangig zeigte. Um dies zu erklaren, wurde der Strahlengang ermittelt: Bedeutet 9 den 


1G. I. Taylor Proc. Roy. Soc. 93 (1917), S. 99—113. 


2 F. Schultz-Grunow 
3 E, Schmidt, Forschung a. . Gebiet d. Ing.-Wesens, 3 (1932), S. 181—189. 
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Gite ers : 
Kriimmungsradius des Lichtweges, n den Brechungsexponenten, 7 die Komponente des Gradienten 


des Brechungsexponenten senkrecht zum Lichtweg, so gilt? 


1 1 dn 


O i CS 


Wie bei E. Schmidt hat die Brennlinie ihren Ursprung in einem gewissen Schirmabstand, sie 
setzt sich aber nicht beliebig weit fort, da die Verhaltnisse andere sind. Einmalist das Grenzschicht- 
profil ein anderes und zum andern besteht bei E. Schmidt der Grenzfall sehr kleiner Ablenkungen, 
wihrend hier offenbar gréRere Ablenkungen vorliegen. Die Abhangigkeit von h von der Stré- 
mungsgeschwindigkeit ist in Ubereinstimmung mit (32), welche Beziehung eine quadratische Ab- 
haingigkeit der wandabstoBenden Kraft von der Strémungsgeschwindigkeit gibt. 


Abb. 3. Schirmbild Abb. 4. Schirmbild des Kanals Abb. 6. Lichtband der Breite f Abb. 7. Am Schirm c’’ 
des Kanals bei strémender  Fliissigkeit. auf Schirm c’’’, das von den (s. Abb. 5) 
bei ruhender Fliissigkeit. Gestrichelt ist die Kanalbreite in der entmischten Grenz- auftretende Brennlinie. 
bei ruhender Fliissigkeit nach schicht abgelenkten  Licht- 
Abb. 3 gezeigt. Die Differenz strahlen herriihrt. 
ist die Dicke der entmischten 
Schichten. 2 6 = 2,5 mm. 


wt 
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Abb. 5. Versuchsanordnung zur Ermittlung des in der entmischten Schicht abgelenkten Lichtes. 
Schirm c’’ blendet das parallele Licht im Abstand h des Brennpunktes ab. Ablenkuug f auf Schirm c’’ 


E. Schmidt zeigte ferner, daB das aus der Grenzschicht abgelenkte Licht einen hellen Rahmen 
um den Grenzschichtschatten bildet und da®B aus der Breite dieses Rahmens das Temperaturgefalle 
an der warmeabgehenden Wand bestimmt werden kann. Entsprechend wurde hier, wie Abb. 5 
zeigt, das parallele Licht durch den Schirm c’’ abgeblendet und zwar dort, wo sich die in Abb. 4 
gezeigten Brennlinien befinden, so da® auf dem Schirm c’ nur das durch die Grenzschicht hindurch 
getretene Licht erscheint. Das auf diese Weise erhaltene Schirmbild ist in Abb. 6 wiedergegeben, 
es zeigt ein Lichtband von scharfer Breite f. Zum Vergleich zeigt Abb. 7 ein Schirmbild, wie es 
unmittelbar hinter dem Schirm c’’ aufgenommen wurde, es zeigt also allein die Brennlinie von 
Abb. 4. Aus der Breite f kann das Konzentrationsgefalle an der Kanalwand ermittelt werden. 


(Eingegangen 7. 1. 1959.) 
Prof, Dr. sc. techn. F. Schultz-Grunow, Lehrstuhl f. Mechanik, Techn. Hochschule Aachen. 
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Behavior of Vehicles Subjected to Wind Gusts 
By A. Slibar and P. R. Paslay 


Abstract. This analysis gives the solution for the motion of a fourwheeled, rubber-tired road 
vehicle subjected to a particular type of gust load. After initially going on a straight forward 
driving path the car undergoes the action of a wind gust. The forces arising from this sidewise 
acting wind gust are applied as step functions in time. 

The equations of motion, in conjunction with relations expressing the tire behavior, the elastic 
steering system behavior and a compatibility relation for wheel contact, are derived. 

A perturbation procedure is applied to the governing relations and in the solutions the attention 
is directed to the response of the vehicle in the period of time immediately following the action 
of the wind gust. 

With the resultant solution an illustrative problem of a typical passenger car is given. The 
numerical results are discussed and shown graphically. 


1. Introduction. Considerable attention has been given to the motion of vehicles resulting from 
various driving conditions. The first analytical approach for predicting the behavior of vehicles 
was undertaken by H. Ziegler’. Furthermore, certain problems of automobile motion have been 
treated by L. Huber?, O. Dietz and R. Harling®, P. Rieckert and T. E. Schunck* and more recently 
by R. Eberan v. Eberhorst®, W. Kamm®, F. Gauss’ and L. Segel’. The authors have analyzed the 
motion of automobiles driving through unbanked curves® and the susceptibility of the motion 
of towing vehicles to the reactions of trailers.!° 

Comparison of the analytical results of the above analyses with experiments has shown that 
in order to predict the performance of a rubber-tired vehicle with sufficient accuracy it is necessary 
to use proper laws describing the behavior of the tires*. The fundamental laws of tire behavior, 
as proposed by L. Huber, have been extensively investigated by M. Olley'! and others. 

This analysis is concerned with the prediction of the motion of a vehicle resulting from the 
action of a wind gust. Prior to the action of the wind gust the vehicle is assumed to be driven 
along a straight path on a horizontal surface. 


2. Statement of Problem. Consider a vehicle traveling on a horizontal surface with a constant 
forward velocity. In steady state driving it is necessary to overcome the drag forces resulting 
from the relative velocity between the vehicle and the surrounding air. The drag force in the 
initial driving condition is assumed to act in the direction of the path. At a certain time, say 
t = 0, the velocity of the surrounding air undergoes an instantaneous change, i.e. a wind gust 
occurs. It is desired to find the resulting motion of the vehicle, particularly the sidewise motion, 
due to such a gust load. Since the response time of the average driver® is about 1 second, the pri- 
mary interest in gust load effects will be directed toward the period of time elapsing between the 
application of the wind gust and the first steering corrections. This means that to arrive at the 
analytical predictions for this motion the steering wheel must be assumed fixed (i. e. — no steering 
wheel corrections). 

For a complex mechanical system such as a vehicle, in order to make the problem tractable, 
it is necessary to make a number of simplifying assumptions. In this paper the body of the vehicle 


H. Ziegler, Ing.-Arch. 9 (1938). 
L. Huber, Dtsche. Kraftfahrtforschung, Berlin, (1940), H. 44. 
O. Dietz und R. Harling, Dtsche. Kraftfahrtforschung, Berlin, (1940), H. 44. 
P. Rieckert and T. E. Schunck, Ing.-Arch. 11 (1940). 
R. Eberan v. Eberhorst, ATZ 55 (1953). 
W. Kamm, ATZ 56 (1954). 
F. Gauss, ATZ 56 (1954). 
L. Segel, Trans. SAE 65 (1957). 
9 P. R. Paslay and A. Slibar, Ing.-Arch. 24 (1956). - 
10 P, R. Paslay and A. Slibar, Susceptibility of the Motion of Towing Vehicles to Forces arising from 
Trailers, to be published. 
11 M. Olley, Proc. Inst. of Auto. Engrs., 41 (1946). 
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is assumed to be rigid and the relative motion between axles and the vehicle body are neglected. 
We furthermore assume there is no tow-in or camber and that after the wind gust the vehicle 
to) 
continues along a path with constant forward velocity component. 
The resulting wind pressure forces acting on the rigid body, in general, can be represented 
by three orthogonal force components (x, y, z-directions in Fig. 1) and two moment vectors directed 
8 P aie g 


v4 


of the road 


plane 


Fig. 1, Sketch of vehicle model showing acting force system and coordinate system. 
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Fig. 2a. The sideforce S as a function of the slip angle a of the wheel for different normal loads, from L, Huber [2]. 
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Fig. 2b. The aligning torque V as a function of the normal load for different values of slip angles as parameters, from M. Olley [11]. 


Fig. 3. Free body force diagram of body and wheels of vehicle model. 


parallel to the x- and y-axes. The location of the wind force system, W, can be shifted along the 
longitudinal axis of the body in order to account for possible moments about the z-axis. The 
wind forces, the geometry and the coordinate directions are shown in Figure I. 

In Figure 1 the forces and moments transmitted from the road to the tires are shown. The 
interdependence of these forces and moments with the loading and kinematic conditions has been 
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determined experimentally and can be summarized as follows: If the plane of the tire is perpen- 
dicular to the road and a force must be transmitted normal to the plane of the tire then the velocity 
vector of the axis of the tire with respect to the road must be inclined at an angle (measured in a 
plane parallel to the road) to the plane of the tire. This angle is defined as the slip anglea. The 
force transmitted from the road to the tire perpendicular to the plane of the tire is called the 
sideforce S. This sideforce depends on the normal load P and the slip angle x. To a first approxi- 
mation this force is independent of the velocity of the axis of the tire with respect to the road. 

The sideforce S, as a function of normal load P and slip angle «, for slip angles in the range of 
interest is 


S=(¢—c'P) Pa. (2.1) 


The constants ¢ and c’ account for the properties of a specific tire. 

In addition to the sideforce, a self aligning torque is created by the shear forces acting in the 
contact area of tire and road. This self aligning torque may be represented by a vector, V, per- 
pendicular to the plane of the road. For the range of interest of slip angles, the self aligning torque ye 
as a function of normal load P and slip angle a, is 


V=(¢—c" P) Pa 


where ¢ and c’’ are constants representing the properties of a specific tire. Typical measured values 
of sideforce S and self aligning torque V, as a function of slip angle « and normal load P, are shown 
in Figure 2. 


3. Derivation of Governing Equations. Figure 3 is a breakdown of the system showing all forces 
and moments acting upon the body and wheels. The tire normal forces P;, the tire sideforces S; 
and the wind force component W, acting in the negative driving direction; and Wy, acting in the 
negative z-direction — have previously been explained. Also the tire moment components V; 
and the wind moment components T,, acting about the negative driving direction, and T';, acting 
about the positive y-direction, — have been discussed. F and T; are the forces transmitted from 
the road to the tire tangentially. F represents the driving force necessary for uniform forward 
velocity, v. T; is developed due to angular accelerations of ihe front wheels. The remaining forces 
ty ;, ts; and p; are the coupling forces transmitted in the axles. The symbols my;, my; and mg 
represent the components of coupling moments transmitted in the axles. 

The mass of the rigid body of the vehicle is denoted by Mg and the mass of each of the four 
wheels by My. Ip denotes the mass moment of inertia of the rigid body about the vertical axis 
through the center of gravity of the body. I, and I, represent the mass moments of inertia about 
the axle and the diameter of each wheel respectively. 

The angle ~, measured as indicated in Figure | is the swim angle. The swim angle measures 
the yaw of the rigid body of the vehicle to the forward direction. The angle, 6, measured as in- 
dicated in Figure 1, characterizes the relative rotation of the planes of the forward wheels with 
respect to the rigid body of the vehicle. 

The equations of motion for the vehicle rigid body are 


— (ta, + ty 2) cos (p + B) — (ts, + ts, ) sin p + B) 


— (tis + ty 4) cos p — (ts + ts,) sing —W, = 0, (3.1) 

— (tai + ti) sin (p + f) + (ts, + tga) cos (p + B) 
— (tas + ty4) sing + (ts3 + ts4) cosp + Wr = Mey, (3.2) 
Ps Pi Ps— Pe Wye Maze =; (3.3) 


+ @ (ts; + ts») cos 8 —c (ts; —tgy) sin B — a (ty, + ty) sin —c (ty — ty,) cos B —b (tg5 + tg,) 


€ (ty 3 —ty 4) —dW, cos p — dW, sing — my,— my,—my,—my,=Ipp, (3.4) 
M 


Bee ; 
c (py — Po + P3— Pa) + 2#ye —h Wz} cos gy — | (=PJe th w,| sin y — (mz, + mz.) cos B 
— (mz3 + myz,4) — T, cosy + Trsing=0, (3.9) 


0 Mpey 
a (p; + po) — b (ps + py) —dW, Boxe cae +h w,| cos p — Le eo h Al sin p 
— (my, + mjz»)sin B — (mg, + ms,) + Tr sing + Trpcosp =0. (3.6) 
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The equations of motion, in Eulerian coordinates, for the wheels are (Figure 3) 


—ts,—S,=Myé,, —T,r=I,0,, | 

— ty, — T, = My nj, , —My, + Spr = Ia, (p +8), (3.7) 
Pi t+ Pi} —Myg=0, my, + V, = 4p +8) . 

— ts, —S, = My é,, —T,r =I, ap, 

=the — 1 = "My he s Mays + Sr 1, 0,19 2), (3.8) 
Pe + P,—Myg=0, my, + V,=1,(¢ +8). 

— ts, — S, = My &,, Mig, = Fr ele, 

1, —F = My 7) ; My; + Sgr = 1,39, (3.9) 
Ps + P;— Myg=0, my; = 1,9. 

—ts,—S,= Mypé,, Me lar ely 

—ty,—_F=M,%,, Mis i yt =O, D, (3.10) 
Pat Pyp—Myg=0, my, = Ip, 


where the €,-7;- coordinate directions are shown in Figure 3 and @,; is the angular velocity of 
the i'*-wheel about its axle. 

Since the rigid body of the vehicle is connected to four wheels which simultaneously contact 
the ground the problem is statically indeterminate. The problem therefore is first order redundant 
and one more relation is necessary. This additional relation can be found by considering front and 
rear spring coupling between the body and axles characterized by the spring constants k, and k, 
respectively. Assuming a displacement of the body with respect to the axles of the most general 
form, writing the six equilibrium conditions and eliminating the displacements leads to 


(fe —2P,) k, = (P; — P,) ky. (3.11) 


As was pointed out earlier, attention is focused upon the motion of the vehicle immediately 
following the gust excitation. Accounting for the delay in the drivers reaction therefore, for the 
period under consideration, the steering wheel is assumed to be locked. This does not preclude a 
relative rotation of the planes of the front wheels with respect te the rigid body about a vertical 
axis due to elasticity of the steering system. If furthermore after rotaticu these two planes are 
assumed to be parallel, the above considerations lead to the following relation 


my, + my, = — KB =—V,—V_ +21, +8) (3.12) 
where K, denotes the stiffness of the steering system. 


Equation (2.1) written for each wheel becomes 
5; (€ —e' P) Pa, (i =1,... 4). (3.13) 


v 


The self aligning torques transmitted in the contact area between tires and road will influence 
the front wheel relative rotation angle §. The self aligning torques transmitted to the rear tires 
will be negligible compared to the other external moments transmitted to the rigid body of the 
vehicle. For the front wheels Equation (2.2) gives 


V,=—(e—el P) Pyo, (i = 1,2). (3.14) 
For the elimination of the components of the accelerations é., 7; the following geometric relations 
can be derived: 
| é =(—cp +ay’—y sing) sinh — (—ay—c gy — ¥ cos 9) cos f , 
my =(-—cpot+aP y sin g) cos + (—ap—cg¢*—Y¥ cos @g) sinf, 


Eo + apy am pyeinp 1 (ag—e 9 +, 7-08 9) cos p » (3.18) 
Ne = (co + ag? —y sing) cos 8B — (ap—c gq? + ¥ cos @) sin f , 
Lae Bet jog, t=—eG—bGt joo. 


Ng =—cp—be—ysing, Ny =cp—by—ysing. 


Ingenieur-Archiy 
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Furthermore, from the geometry, the slip angles a; result as, 
x ap cos p+ cpsing +4 
Sar +B —arctan (t + eer rie 


4 aa ap cosp—egsing + a 
o% =~ +B arti Teg cap ab aeee 
: ce . 3.16 
Seg Ces Pie, aes ee 


os =p — arctan ( v+epcosp +bpsing 


a —bpcosy—cpsng+y 
yp — atta (sp 8 ain : J 


Assuming no tangential slip between the tires and the road the angular velocities of the wheels, 
@;, in terms of the swim angle q, the steering angel f, the forward velocity v and the slip angles a; 


become 
o, =—V(apeosy + epsing + y+ (v +p cos p —apsin g) 
agpcosp+cpsing+y 
>< c08 |p +h seen] eee a een 


We == (ag cos p—epsing + y)? + (v —c@pcosy—apsing)® 
apcosp—cpsing +y 
x cos G + 6B — arctan ae 
ns ee ee ee Se) eS, ; A (3.18) 
ws = —/(—b pcos +ecgsing + y)? + (v+ecpceosp + bg@sing)* 
[ —bpcosp+cpsng+y 
X cos aa eEticgeeen ee 
0, =— (bp cos » — eg sing +5 + (v—epeosy + b@sing)? 
[te —bpcosp—epsngt+y 
X COs Bn aes ene | 
and the angular accelerations of the wheels, @,, become 
é La < oes a sgt es : 
Oo, =—V(cp—aP + ¥ sing)? + (ap + cP + ¥ cos p)? 
2 Sete ose 
XxX cos B— arctan ope ey smo) 
cp—ag+ysngy 
Oy ==) (—ep—ag + ¥ sing)? + (ag —cP + ¥ cos 
ee (3.18) 


xX cos poy atten eae 


a 1 ie ‘ Tee 
O; =—(cp + by + ysing) . 


Paane Sn canes 
1=7(—cep+be+y¥sing). 

The coupling reactions my;, mg;, My; ty; ts; and p; are now eliminated from the equations 
of motion. From Equations (3.1) to (3.10) there results 


My (1 + 7) oe (@, + tig) cos (p + B) + [M, (é, sue é,) sets ibar S,] sin (p + f) 


+ [My (is + 4) + 2 F] cos p + [My (é + &,) + 3+ S]sing—W,=0. (3.19) 


My (rm + Mia) — | (+ 2) sin (p + B) —[My (E + &) + 8, + S,] c08 (p + 8) 
+ [My (iis + iy) + 2 F] sin p—[My (6 + £4) + Ss + Sy] cos p + Wp = Mp}. (3.20) 
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+ Py + Py+ Py + Py—4Myg—Mpg—W,=0. (3.21) 
—a|My, (é, 2% é,) spies a S,] cos B — e[— My é,—&) =—(S, — S,)]sin B 

— | Ma Gis + te) +2 (Oy + 04) sin | — My Gis —in) +“ (, — cr] 008 

+ b[ My (& + &) + (S: + S.)]—¢ [— Mp (iis — ij] — dWz cos 

—dW, sng +V,+V,=Ip¢+ 1, (49 +28). (3.22) 


sin (p + f) 
—[My (&, + &) + S, + S,] cos (p + 8) + [My (its + ij.) + 2 F] sin 
ee. + &) + Ss + S,] cos gp + W7}—h Wy cosy —h W, sing 


+ [1, (1 + 2) (p +B) 7 (Sy + S,)] e088 + I, (ws + 04) 
—r(S,+ S,) — T, cosg + Ty sing =0. (3.23) 


e(— Py + Pr— Pat Py) +6000 @ |My (in + th) (i + Oy 


a(— P,-- P, + 2 Myg) —b (— P;— P, +2 Myg)—dW,—h W,, cos 


—e sin || My (jy + jis) —"F + &x)] sin (p +B) —[Mr (6 + 8) + $1 + S,]e08 +8) 


+ [My (iis + i4) + 2 F] sin p — [My (Es + &) + $5 + Sy] cos p + Wr 


+h Wy sin y + [I, (oy + 2) (p + B) —¥ (S, + S,)] sin B 
— [I, (@3 + @,) +2rF] + Ty sing + Typ cosy =0. (3.24) 


The 34 Equations, (3.11) through (3.24), determine the solution for the unknowns 9, f, y, P,, P2, Ps, 
Pe Sy> Sar D3 Sa. Vp Vop 042 Og, Oger OQ, Dy» Wo. Wa. Way Wy, Wy, Way Wy, é, é., E,, Es, Nits Nas Nas Ge OuG TE, 
if the initial driving conditions and the external forces W,, W7, W; and moments Ty, Ty, are 
prescribed as functions of time. The distance d, characterizing the position of the wind load rela- 
tive to the center of gravity of the car can, for a specified geometry, be derived from aerodynamic 
considerations. 

4, Perturbation Solution. The set of governing equations is non-linear and can currently be 
solved only approximately. Of the different procedures for determining solutions the perturbation 
method is selected here. In order to proceed with this scheme the magnitudes of g, y and f are 
restricted to values small compared to one, i. e. 


paly pei = <1. (4.1) 
Then, to the linear approximation, the geometric conditions become 
fe =agty, ih=—e@, 
wage ee 
ioe oe aed a ee (4.2) 
& =—bo-+y, 3 =—ep, 
=—0b+5, ted. 
il : Tye 
Op —(v+e9), Oy = es 
1 : Z eee. 
o=20—cp), = — 28, 
(4.3) 


a= top, d= —eb, 


(v—ce®@), Oy =—— Cp. 
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apy 
om =p +P po almre te 
ap Y¥ 
Xe =P. p v v? 
t 4.4 
- bey (a4 
Sg Oa ENS 


Before occurrence of the gust the vehicle is in a steady state driving condition under the action 
of the wind loads W,5, Wy and Tp, and the steady state tire loads are Pj9, Pyo, P3q and Po. 
The transverse component of the wind forces acting upon the vehicle before occurrence of the 
gust is neglected. Consideration of the perturbation scheme used here shows that no additional 
generality would be introduced by inclusion of admissible values of initial transverse components 
of wind forces. At time t = 0 the wind loads undergo a step change of the amounts AW,, AW, 
AW, and AT,, AT, and accordingly a time dependent change in tire loads A P,, 4 P;, AP; and 
AP, occurs. In order to allow linearization of Equations (3.13) the time dependent variations of 
the normal tire loads are restricted to small values compared to the initial steady state magni- 


tudes, i. e. 
AP. 


mea (4.5) 


Now, to first order terms, the sideforces S; and self aligning torques V; are, 


y= — (ee Pio) Pole 4 B ramet! 
S, = — (ec —c’ Pop) Pu(p +8 —“P—*),; 

= fi by ya f (4.6) 
Ss = —(¢ —¢ Pro) Pao (p + ) eee 

ar b 
Se (6 —e Pa) Pol + — 4) 

and 

Vice (eae a aalteol + B ap targ 

= "I ag y (4.7) 
Ve==— (6c Pay) Pao(@ +B 2 5) 

/ 


and also by inspection of Equations (3.19) trough (3.24) the tangential tire force F must be 
expressable as 


F=F,+4F. (4.8) 


Substituting Relations (4.1) trough (4.8) into the equations of motion, i. e. Equations (3.19) 
through (3.24), (3.11) and (3.12), it is possible to separate the equations into steady state and time 
dependent parts. Furthermore, due to the perturbation procedure, the time dependent set of 
equations is linear. The steady state equations are 


2 fy = Wyo, 
Pi + Pog + Ps + Py —4 My g —Wy)>—Mpg =0, 
c es Pry ae Po a Py | Py) = 0 > (4.9) 


a= Lg 5 + 2 My g) —b(— Ps) — Py + 2 My g)—dW, .—h We oer Bee Tp) =0, 
(Pio — Pro) k, = (P59 — Pap) ky. 
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. es for F and ini i i 


eel +l) +1 P. 4 M,, 
YY +i i a fra : Soe ae 
= eee jee ae "| Po |= SP My al) to We te Pag t Ting tes 
+1 -1 —# +H) |p, 0 
which can be solvedas follows (4.10) 
( eae < / it ey! Vy \ bhal s= +—\\ 
Peay) (Fea) (ea) (GS) 
1p xe 1 E23 i 1 Sarlgra., ne) Rie See 1 
my {Fae aa) (Fagg) Cae) Cages) 
P. bby) :\ ; 1 1 
rl | ("steq)  Catery) (Eg) Capen) 
i a ky 
a cee i : | : 
(tag) (Pageeg) (haeey) (age) 
( (+ 4 My + Mg) g + Wyo \ 
0 
‘s —2Mye(1—=)+ (3+ =) Mio + Mot Tre oe: 
| 0 
resulting in 
Py = ola -[(4 My + Mg)g + Wyo] 
et 
<del fo aMe(t— tert fiat Steet te 
fg ; 
{ (4.12) 
a Pay = > bay 
x|(4 Mw + Ma) s+ Wro—2Mwg(L—Z) + (+7) Meat 5 Mrot— Tro, 


The first matrix on the right hand side of Equation (4.11) only contains parameters which solely 
depend on the vehicle design while the second matrix on the right hand side is a measure of external 


loading. 
The first order contribution to the governing equations can be written in terms of the known 


zero solution, as 

2AFP =A, . (4.13) 
(4 My + Mg) y = 2 My (6—a) 9 

+ —P eee P59) Pg + (€ —e! Poo) Py] ——[(e—e' Pyo) Pry + (¢ —€" Poo) P| 

+p {(¢—e' Py) Py + (ce! Pap) Poo + (ee Py) Pap -+ (€ —¢' Pao) Pap + 2 Fo} 


—~{@—c Po) Fete —e. Poo) Peat 6 ae Py) Pog lee P45) Py} 


lee Ey itl © ta) Py} + AW. (4.14) 
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AP, + AP, + AP, + AP,=AWy. (4.15) 
(AP, —AP,) k, = (APs —AP,) ky. (4.16) 


@[Te +2 UA GLA? My (+P 420 
+o{F ee Pp) Py + (e—e' Peo) Py] +=[e—e' Psp) Pg ie P19) Poo) 


+p {—al[(e—e' Py) Py + (€ —C' Poo) Pog lt P Ee Py) Pag + (¢ —¢' Pao) Peo] +dWyo} 
+2 My (a—b)y 
+ {a [(E —e! Py) Py + (€ —e' Poo) Poo] — b [¢ —e! Pao) Pao + (6 —e' Peo) Pro)} 


—Pi{alfe—e’ Py) Py + (€ —e' Poo) Poo] + Ks} +dAW,=0. (4.17) 


e} 2 My (a +5) + [lee P,) Pyy + (© —e Pay) Pol (P pp oe tee 
+2 My (6¢—¥) + [(¢ —e’ P39) Pap + (€ — Py) Pal (p +64 — 2) —h Mop 


+2 LP ot PL eG + B) +r [(e—-¢€ Py) Pig (C= € Uap) Pal (p eer | 


+ Troy +r [(e—e! Py) Pop + (€ —e! Poo) Pall? +722) +e(—AP, + AP, — AP, + APY 


v 


ie NAVs AT = 08 (4.18) 


a (AP, + AP,) —b (AP, + AP, + dAW, +hAW,+rA4W,—ATy=0. (4.19) 


(Cae Poe (ce cee er el (p i ue a x +21,@+6)+K,B=0. (4.20) 


Equations (4.13) gives the solution for AF, Equations (4.15), (4.16), (4.18) and (4.19) are the 
only equations containing AP,, AP,, AP; and AP, and consequently determine the unsteady 
state contributions to the tire normal loads in terms of y, y and 6. The three remaining Equations 
(4.14), (4.17) and (4.20) are three second order simultaneous, non-homogeneous differential equa- 
tions determining the swim angle q, the front wheel rotation § and the sidewise motion y. 


Solving Equation (4.17) for 6 and substituting into Equation (4.20) and (4.14) leads to the fol- 
lowing set 


=. ‘ = =e = AW: 
B=AO+Bo4+Cyp+6y+EF4 i, (4.21) 
where 
ea ied 25 Int 2 My (a +b? +22) 
A = —— —— ee 
5 
oe oe : = ; b= ; = ; 
= —[€—e Px) Pro] + [(e —e Poo) Pool + > [le —e Ps) Psp + (€ — ce’ Pyo) Poo] 
B= z : eee nee Soe SS ; 
D 
GC = 2 =e Pao) Pao + © — e" Pao) Poo] + b [(€ e! Pao) Pro + ( —' Pag) Pol + 4 Wo (4.22) 


S 


D = «l(c cf Py) Pugh tte ne Py Egle 


a 


— , 353 , b = , ry , 
a (ce —e Pio) Py + (¢ —c Poo) Pool—— [e — P39) Pay + (€ —e Po) Pag] 


— aS a a > 


D 
Cee 
D 
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and 
Ay) + BolD + CH + DG + E » + Hy@h)4 JyUD 1 ¥ +Ny¥ =GdAW, (4.23) 
where 
A =21,4, 
B =21,B, 
C= [(e—e" Py) Py] + (e — e"” Poo) Poo + Ks] Ae 2 L(G tL) 
De [(e—e' Pio) Py + (e — ec" Po) Poo + Ks] B 
a = tT = i 
= lee Pi) Py + (e —e Peo) Pool , 
E> [(e=—<" Pio) Pyy + (Ee — ec" Po) Poo + Ks] G 
arene P49) Py + (€ —e” Pyo) Poo 5 (4.24) 
a = " = " 1 
G = —[(ec —e Pio) Pig + (€ eC” Poy) Paul cl 
E=[(e—c"’ Pre) Pig se (e—e" Py) P., - Ky] G, 
T= [(e —e” Pip) Py +(e" Pop) Poo + Ks] E 
1 = if = (ivf 
og | Ce Pie) Fi9 Fe — CP og) ese | 
and 
= . ‘3 ‘ d 
Cp + Dp t+ Ept+Ly+Ny=AM;/(1 +}, (4.25) 
where 
Cc =—2 Mba) — 4 [(e —e! Pio) Py + (€ —e' Poo) Pool , 
ps a) fee) Pa (=e P) Pa] 
b — | = IT 
Sarg eee Pso) Papt+ (€ —e¢' Py) Pal, 
E= (C1) [(e—e’ Py) Pry + (¢c —c’ Poo) Poo] 
— [(e —e" Py) Po + (€ —e' Py) Py] —2 Fo, (4.26) 
L =4M, + Mz—G[(e—c' Py) Py + (€ —e' Poo) Pool » 
1 Tt aoe Il emt IG 
N= ( —B\ le —¢ Py) Py + (€ —e' Pao) Peo] 
Lea = Ir 
+ = [(e —¢" Pop) Psp + (¢ —¢ Pyo) Pro] - 
The particular solutions gp and yp of Equations (4.23) and (4.25) are 
a) 
Iwea—( ~%) Rawr 
eS ees (4.27) 
= EN—NE 
= d 
le (2 +5)—EGa| awe 
= oe The (4.28) 
yp EN—NE 


21* 
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For the homogeneous solutions yj and gy of Equations (4.23) and (4.25) there follows 


6 
Va eee (4.29) 
n=1 
6 
vu = 5 G,- 6" (4.30) 
n=1 


provided no repeated roots of the characteristic equation 

8(L A— CH) 4a (LB ENACT DA) 6 NB CD ey 
4723(LD AN C—CN—DL— EJ 7) (Ee ee) Vee) 
+1, (NE— EN) =0 (4.31) 


occur. Since the characteristic Equation (4.31) is of sixth order, the roots (except A, = 0) cannot 
be given explicitly in terms of the known coefficients. The six values of Y, and six values of @, 
are not independent of each other and are related through the following equations 


(AM BASE C225. DAB) Oe (A eee ee aN eee 


(CA DA, EB) ©, (Aen eee (4.32) 
(n =1,...,6) 
Equation (4.21) determines f as follows 
6 = = = =e fates = ods AW. 
B =X {P, (Am + Ba, + C) + Y, (Cai + E2,)} 0" + Cop + Bip +— a. (4.83) 


Equations (4.32) result in six relations between the twelve unknown constants ®, and Y,. The 
following six initial conditions suffice for determination of the remaining six constants. These 


? pO. ¥=0, 
eee 


initial consitions are, 


Ale Goes (Oe p= (4.34) 
p 


5. Illustrative Problem. As an application of the above results, the behavior under wind gusts 
of a passenger vehicle having the following defining parameters is considered: 


Masses and moments of inertia: Dimensions: Tire charcteristics: 
Mz = 9.56 lb-sec?/in a = 60in € = 12.17 Ifrad 
My = 0.2 Ib-sec?/in 6b = 72 in c’ = 0.00598 1/Ib rad 
Iz = 104 lb-in-sec? t == 30 in c¢ = lin/rad 
I, = 20 lb-in-sec? d=. 0 et = 
I, = 12 lb-in-sec? é == ‘6in 
r=135in 
h = 20in 
velocity v = 1000 in/see (57.4 mph), 
suspension characteristics k;/k, = 0.8 , 
steering characteristic Kz = 1000 eae ; 
Forces and moments: 
Wr = + 300 lbs fr, = 0 
Wy) = — 100 lbs Ale = 
AW, = + 100 lbs AT 0 
AW,=0. 


Zero order solution: 
From the first of Equations (4.9) 
Fy: = 150 Ibs 
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and from (4.11) 


Po 1005 
Poo 1005 
Pwo Ni 94s lbs. (5.1) 
Pr 945 


First order solution: 
From Equation (4.21) follows 


B = + 0.0194 @ + 0.1455 gy + 0.1967 y — 6.47 X 10-*y — 0.197 x 10-3 (532) 
and from Equation (4.23) 
+ 0.466 p@Y) + 3.49 oD + 87.2 o + 426 gy + 2601 y — 0.155 x 10-3 y GY) 


— 4.73 X 10-3 yCl) —_ 19.48 y — 2.603 y = 0. (5.3) 
From Equation (4.25) there results 
— 244.3 p — 1.944 p— 27.400 » + 10.44 y + 27.12 ¥ = 100 (5.4) 
and from Equations (4.27) and (4.28) 
~p = — 0.333 rad and Yp = — 333.0 X tin. (5.5) 


As will be shown the particular solutions for the swim angle y and the sidewise motion y of the car 
are not contained in the homogeneous solution and are, therefore admissible. The physical signi- 
ficance of the particular solution is best visualized as the solution as t-> 00. For the specific 
vehicle under consideration (i. e. d = 0) the resulting motion due to the particular solution is such 
that the vehicle velocity would turn into the negative resultant external wind force direction. In 
this theoretical driving condition the slip angles ~; would be zero so that the tire side forces S; and 
restoring moments V; would vanish. The relation between gp and yp for d = 0 is then 


gp =. (5.6) 


The value of gp in this problem exceeds the values allowable for linearization and perturbation 
procedures used in this work. However, as has earlier been pointed out, since no steering correc- 
tions are introduced, the solution is of interest for the period of time immediately following the 
action of the sidewise gust. Since the system variables q, /, y start from zero initial values and 
vary continuosly in their amounts, the first period of time after gust loading allows the mathema- 
tical procedure given here. 

From Equation (4.31) the characteristic equation for this specific passenger car becomes 


An (4.8266 AS + 47.737 A, + 986.46 25 + 4885.02; +- 30174.0 1, — 779.85) = 0. (5.7) 


The roots of this equation are: 


4, =0, J, = — 1.8264 + 11.4914i, 
A, = — 3.1317 + 6.0466i, A; = —1.8264—11.4914i, (5.8) 
dg = — 3.1317 — 6.04667, © dg = + 0.02574. 


With these values of the characteristic roots and requiring the initial conditions (4.34) to be satis- 
fied, the solutions for the swim angle y and the sidewise motion y in real form become 


y =2e-*1317t. [(+ 0,0006747) cos (-+ 6.0466 t) — 0.0006307 sin (+ 6.0466 1)] 
+ 2 e— 1-824". [(— 0.00001178) cos (+ 11.491 2) + 0.0001421 sin (+ 11.491 2)] 
+ (+ 0.3320) e(+ -02574) t__ 0.33333 (5.9) 


and 


y = (— 12938.0) ++ 2 e—*317)* [(— 0.03003) cos (+ 6.0466 t) + (0.01111) sin (+ 6.0466 #)] 
4. 2 e— 182644 [(-4. 0.001241) cos (-+ 11.491 t) + (+ 0.007710) sin (+ 11.491 2)] 
+ 12,938, e(+ 0.02578) ¢_ 20008, (5.10) 
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The solutions for the swin angle p and the sidewise motion y determined by Equations (5.9) and 
(5.10) are shown graphically in Figures 4 and 5. The relative front wheel rotation B is given by Equa- 
tion (4.33) and all the remaining first order unknowns are given in this paper in terms of g, y, B, 
and their derivatives and by use of (4.33), (5.9) and (5.10) may easily be determined. 

With respect to the resulting swim angle, ¢, 


4 plrad) and the sidewise motion, y, the reader should note 
aoe i ie that for the vehicle considered in this calculation 
ee the parameter d — distance between center of gra- 
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Fg. 4. The swim angle @ as a function of time t during the time inter- _ Fig. 5. The sidewise motion y as a function of time ¢ during the time 
val of t = 0 to t = 3 sec immediately following the gust load. interval of t= 0 to t = 3 sec immediately following the gust load, 


vity of body of vehicle and center of wind loading — was zero. Physically it appears, that the result- 
ing functions for g and y (shown in Figures 4 and 5) could be appreciably altered for different 
values of d. This value d will primarily be determined by the vehicle profile. The heavy damping 
upon the vibration response (als clearly shown by Figures 4 and 5) is a result of damping created 
by tire sideforces. 


(Eingegangen am 11. November 1958.) 


Anschrift der Verfasser: Prof. Dr. A. Slibar, Stuttgart N, Keplerstr. 10, Lehrstuhl fiir Technische Mechanik, 
Dr. P. R. Paslay, General Electric Company, Schenectady N. Y. 
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Uber einen durch Kreiselwirkung hervorgerufenen Reibungseffekt 
im Kugellager 
Von R. Sonntag 


1. Einleitung. In einem konischen Spurzapfen-Kugellager mit festem Stiitzring (Abb. 1) wird 
durch die Kreiselmomente der Kugeln ein eigentiimlicher, meines Wissens bisher nicht bekannter 
Reibungseffekt hervorgerufen, der bewirkt, da bei einer bestimmten Drehzahl der Welle die fiir 
Kugellager streng geforderte reine Rollbewegung der Kugeln aufhért. Die bei Uberschreitung 


dieser Grenzdrehzahl plétzlich hinzutretende Gleitung der Kugeln hat zur Folge, daB solche Lager 
rasch heifS laufen, was auch von der Er- 


fahrung bestatigt wird. Die Kenntnis 
dieser Grenzdrehzahl und ihrer Abhangig- 
keit von den geometrischen Gréfen, 
den Reibungszahlen, der Belastung pro 
Kugel und der Anlaufbeschleunigung ist 
daher von praktischem Interesse, um so 
mehr, als neuerdings die konischen Spur- 
zapfen-Kugellager durch die Feinwerk- 
technik erhéhte Bedeutung erhalten ha- 
ben. Hier sei nur auf ihre Verwendung 
in den zahlreichen Kreiselinstrumenten 
der Flugzeuge hingewiesen. 

2. Das Kreiselmoment der Kugel eines 
konischen Spurzapfen-Kugellagers. Ist @ 
die Winkelgeschwindigkeit der Welle und 
u bzw. u, die absolute bzw. relative Win- 
kelgeschwindigkeit einer Kugel, so sind 
diese drei Vektoren bekanntlich durch das 
Winkelgeschwindigkeitsdreieck, (Abb. 2) Abb. 1. Konisches Spurzapfen-Kugellager. Abb. 2. Dreieck der Drehvektoren 
entsprechend der Vektorgleichung u = (zu Abb. 1). 

@ +u,, kinematisch miteinander verbun- 

den. Wenn, wie in Abb. 1, die durch den Beriithrungspunkt A gehende Richtungslinie des Vektors u, 
mit der Erzeugenden des Kegels vom halben Offnungswinkel « zusammenfallt, («a < 7/4), wodurch 
die bohrende Reibung in diesem Punkt vermieden wird, so ist nach Abb. 2 


2 sone Camas 
4 V2. - sin % 
Der auf den Schwerpunkt S bezogene Drall einer Kugel vom Halbmesser a, der Masse m und der 


auf einen Durchmesser bezogenen Drehmasse 0 = 2/5 m- a? ist 


B=ud. (2) 


ao 


(1) 


Wird der Drallvektor $ langs seiner Richtungslinie so weit verschoben, daB sein FuBpunkt auf der 
Wellenachse liegt, Abb. 1, so beschreibt er einen Kegelmantel um die Wellenachse mit der Dreh- 


geschwindigkeit w, des — mit dem Kugelmittelpunkt zusammenfallenden — Schwerpunktes S, 
die sich — am einfachsten durch Parallelverlegung des Vektors nach S — zu 
a 
= ——_ U (3) 
oo eR j2 


ergibt. Die Drallspitze beschreibt dabei einen Kreis vom Halbmesser Biy2, so daB die Drallande- 
rung im Zeitelement dt bei gleichformiger Bewegung 


B 
|dB| = ie dt (4) 
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betragt. Der Neine Vektor dB steht senkrecht auf der sich mit @, drehenden, von der Wellenachse 
und der momentanen Drehachse C—D der Kugel aufgespannten Prazessionsebene, i in der simtliche 
Winkelgeschwindigkeits-Vektoren sowie der Drallvektor liegen, und weist in Abb. 1 auf den Be- 
schauer zu. Der Vektor des Kreiselmoments der Kugel 
dS 
--> 6) 
dt 
weist demnach yom Beschauer weg und stellt ein im Uhrzeigersinn drehendes Kraftepaar dar, auch 
dann, wenn die Drehung der Welle im entgegengesetzten Sinn erfolgt. Seine GréBe betragt mit 


(4). (3). 2). @ 


on 


e 


a’ 


R - (etg x — 1? 


eo. (6) 


Da das Kreiselmoment der Kugel identisch ist mit dem resultierenden Kraftepaar der Coriolis- 
Krafte ihrer Massenpunkte, so 1a8t sich (6) auch mit Hilfe der Relativmechanik herleiten, freilich 
auf eine viel umstandlichere Weise. 


3. Der Reibungseffekt. a) Anlauf der Welle mit sehr kleiner Drehbeschleunigung ®. 
Vom Standpunkt eines an der Kugelbewegung teilnehmenden Beobachters, fiir den sich die Kugel 
in Ruhe, im Gleichgewicht befindet, ist das Kreiselmoment ein wirkliches, physikalisch nachweis- 
bares Moment; denn es ruft in den Berithrungspunkten 4, C, D der Kugel mit der Welle und dem 
festen Stiitzring Reibungskrafte in der Prazessionsebene hervor, die nur fiir den — hier allein inter- 
essierenden — Grenzfall bestimmt werden kénnen, in dem sie ihre GréBtwerte erreicht haben, die 
Kugel sich also an der Gleitgrenze befindet (Grenze zwischen Ruhe und — vom Kreiselmoment 
angestrebter — Drehung um die senkrecht auf der Prazessionsebene stehende Schwerpunktachse). 
Da das Reibungsmoment in diesem Fall seinen GraBtwert (Mp_)nae besitzt, gilt dasselbe auch von 
dem ihm das Gleichgewicht haltenden Kreiselmoment. Dieser Grenzzustand wird wahrend des 
Anlaufs bei einer bestimmten Winkeigeschwindigkeit @, der Welle erreicht, die sich aus der Mo- 
mentengleichung 


a J 
K = — @, = 5p Ow ==m- 


Kua = K. =e, — (My) max (7) 


ergibt. Ist @ sehr Nein und a Neiner als etwa 30°, so gilt dasselbe auch von der in 4 senkrecht auf 
der Prazessionsebene stehenden Reibungskraft Fy. die zur Drehbeschleunigung 


a. + 
si 3 ~ etg cis (8) 
der Kugel nétig ist nach der dynamischen Grundgleichung fiir 


die Drehbewegung 
(0 +m.) =0,9mat-a = Fy-p (9) 


mit p als Let von 4 auf die momentane Drehachse C—D der 
Kugel. Bei vernachlassigbar Neinem Fy liegt die am Momenten- 
C Ness gleichgew icht nach (7) beteiligte, maximale Reibungskraft 


Ab. 3. Gleicheewichtsxystem der Krifte an tae von der GriBe 
dec Kugel mach Erreichen ihrer 


Grens-Drebgeschwindigien. (F.dmax = Nas (10) 


in der Prazessioensebene. V, bedeutet die yon der achsialen Wellenbelastung @Q herriihrende 
Normalkraft in 4. die bei n Kugeln 
Redd. Se 
Nes n-sin x (11) 
betragt. und « die Haftreibungszahl, die in jedem der drei Berithrungs gspunkte dA, C, D dieselbe 
sein soll, An der bei @ = @, an der Gleitgrenze befindlichen’ Kugel greifen die in Abb. 3 einge- 


tragenen Komponenten der Beriihrung gskrafte, das Kreiselmoment , a Kg = , und die Flieb- 
kraft . 


? —4 - z 2 — . poh —-@? 2 
ese, = mR-(eji=—m R-(@geap @ (12) 
der Kugel an, die mit Ricksicht auf (0) auch 
z= — 3 | en 
oe, — 5 


re 


(18) 


= 
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ist. (Das Gewicht der Kugel werde vernachlassigt.) Das Gleichgewicht der Krafte verlangt: 


Ht. A Zieso lt Lo=w 
A iy Neate gar i Ny = N,- cosa + Ly (14) 


Wegen der kleinen Reibung im Kugellager (uw ~ 0,05) kann l gegen 1 vernachlassigt werden. Da- 
mit wird das Reibungsmoment 
(My)max = (Na+ No + Np): a= {N4 (1 + sina + cosa) + Lo — 0; (l—p)} pa, (15) 
und aus (7) folgt jetzt unter Beachtung der Gleichungen (6), (11), (12), (14), (15) die der Giiltigkeit 
_der Kinematik eine obere Schranke setzende Grenzwinkelgeschwindigkeit der Welle 
ctg «& — I ORu ad + sin « + cos x) 
a 0,4 m (1 — 2,5 4) n+ sing — 


Oi = (16) 
Nach Uberschreitung des Grenzwerts , kinnte die Gerade C—D nur dann die momentane Dreh- 
achse der Kugel auch weiterhin bleiben, wenn sie gegen den Wellenzapfen reibungslos gleiten 
kénnte, was jedoch der Erfahrung widerspricht. Sie mu® daher ihre Richtung andern, was aber 
mit Gleitung der Kugeln im Stiitzring verbunden ist. Diese Gleitung kann nur in C erfolgen, da D 
ein Rollpunkt bleibt, weil nach (14) Np wesentlich gréRer ist als N; und auBerdem N, im Gegen- 
satz zu N¢- mit wachsender Fliehkraft zunimmt. Wahrend @ den Grenzwert @, iiberschreitet, muB 
sich die in C vorhandene maximale Reibungskraft N¢ + aus der Prazessionsebene herausdrehen 
und in die zu ihr senkrechte, der Gleitgeschwindigkeit entgegengesetzte Richtung einstellen. Da 
in dieser Ebene die Reibungskraft in C jetzt fehlt, ist kurz nach der Uberschreitung von @, das 
Reibungsmoment kleiner als zuvor, d. h. kleiner als (Mp) max (15). Der Drallvektor muB also jetzt 
auf Grund des Flachensatzes einen Winkel $B, < 2/4 mit der Lotrechten bilden, der sich mit 
@ =, aus einer allgemeinen, fiir jedes @ >, geltenden, transzendenten Gleichung ergibt, die 
man durch Gleichsetzen des Reibungsmoments mit dem Kreiselmoment erhilt. Nach dieser dre- 
hen sich mit wachsendem @ Drallvektor und Momentanachse weiter gegen die Lotrechte hin, ohne 
sie ganz zu erreichen. Diese eigenartige Drehung hat auch der Versuch bestatigt. 


Zahlenbeispiel: 
a= lem. One Ree Ae leeme 
mg = 0,033 kg, no 10; pb = 0,05 Q = 10 kg. 
~ Damit wird: 
ekOS (CL 1). 0, = 50 Gl. 3). 


, =210 7, (GL 16), Knax = 0,265kg em (Gl. 6), 6, = 34°. 


Bisher war stillschweigend angenommen worden, daB die von der Wellenbelastung Q herriihrende, 
unbestimmt bleibende Reibungskraft im Beriihrungspunkt A zwischen Welle und Kugel gleich 
Null ist. Wird jetzt zwecks Feststellung eines etwaigen Ein- 
flusses dieser Reibungskraft (F'4)g der andere Grenzfall vor- 
ausgesetzt, daB sie, deren Pfeil nur die aus Abb. 4 ersicht- 
liche Richtung haben kann, ihren GréBtwert N+ besitzt, 
so sind im Ruhezustand der Welle die in diese Abbildung 
eingetragenen Reibungskrafte an der Kugel vorhanden. Das 
Momentengleichgewicht verlangt, daB die Summe der Mo- 
mente der in C und D wirkenden, unbestimmt bleibenden 
Reibungskrafte (F¢)g und (Fp) entgegengesetzt gleich dem 
Moment der Reibungskraft (F'4)g sein muB, so dab 

(Foe i (Fo)o = (Fao = Ny: (17) (og C 


Abb. 4, Mégliches System von Reibungskraften an 
der ruhenden Kugel. 


ist, wobei fiir N, wegen des sehr kleinen ~ wieder der in 
(11) angegebene Wert gesetzt werden kann. Da in A bereits 
die gréBte Reibungskraft vorhanden ist, so kann das im Uhrzeigersinn drehende Kreiselmoment 
nur in C und D zusatzliche Reibungskrafte erzeugen. Wabrend seines allmahlichen Anwachsens 
bringt es zundchst die dort von Q hervorgerufenen Reibungskrafte zum Verschwinden (unter 
gleichzeitiger, sehr geringer Anderung der Normalkrafte in diesne beiden Punkten) und ruft 
weiterhin Reibungskrafte F¢ und Fp hervor, deren Pfeile die entgegengesetzte Richtung haben 
wie die der urspriinglich vorhandenen, so daB mit Gleichung (17) 


K = [(Fo)o + (Fo)o + Fe + Fol: @ = (Nae + Fe + Fp) (18) 


330 R. Sonntag: Durch Kreiselwirkung hervorgerufener Reibungseffekt im Kugellager _Ingenieur-Archiv 


ist. Wenn Fg und F, ihre GréBtwerte No: und Np: wu erlangt haben, hat auch das Reibungs- 
moment und mit ihm das Kreiselmoment — ebenso wie zuvor — seinen Maximalwert erreicht. 


Fiir (Mjp)max gilt dann (15), so daB auch (16) fiir @, in diesem Grenzfall giiltig bleibt, wie zu er- 


warten war. Obwohl hier die maximale Reibungskraft (F'4)g = Ny schon im Ruhezustand in » 


der Prazessionsebene liegt, also zu Beginn des Anlaufs keine Reibungskomponente Fy senkrecht 
zu dieser Ebene vorhanden ist, welche die Kugel nach Gleichung (9) beschleunigt, so kommt diese 
Komponente trotzdem dadurch zustande, da der Vektor der maximalen Reibungskraft Ny u, 
da er durch kein auBeres Moment an die Prazessionsebene gefesselt ist, aus dieser Ebene heraus- 
treten und jeden beliebigen Winkel zwischen 0 und 7/2 mit ihr bilden kann. 

b) Anlauf der Welle mit beliebig groBer Drehbeschleunigung w. Der Kinfachheit 
der Darstellung halber werde hier vorausgesetzt, daB der halbe Offnungswinkel des Spurzapfen- 
kegels « = 45° ist. Bei diesem Winkel kann natiirlich die Richtungslinie des Drehvektors u, nicht 
mehr mit der Erzeugenden des Kegels zusammenfallen, da nach (1) u = © wiirde, so daB auch 


in A bohrende Reibung vorhanden ist. Sind a und R, bzw. 90 = R— = (Abb. 5) gegeben, so 


ist der Winkel ¢ zwischen der absoluten Drehachse C—D und der relativen Drehachse JdA—0O der 
Kugel durch 


20 
ctg € = —_——_ + l 
e a(/2 +1) 
festgeiegt. Der Abb. 5 entnimmt man 
& 
tg (a é) =- = 
pine Sates) 
und der Abb. 6 
u 
tg (a —&) = == 
g ( ut o /)2 
Damit ergibt sich 
eeepc se (19) 
a2 +1 


Pan 
t Lert 
0 
Abb. 5. Kugellager mit konischem Zapfen vom halben Offnungswinkel ~ = 45°. Abb. 6. Dreieck der Drehvektoren (zu Abb, 5). 


Das Kreiselmoment wird 


B a 2 ao2 l 
as [jz te om Out sae Th oe ees * oo" (20) 


und an Stelle von (16) tritt fiir sehr Kleines @ 


. [9 ] : ‘ tt — 
(®); 9 = eet QR-u(2+ Y2) _ 
0 0,4m(1—2,5)-n° 


(21) 
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Fir eine beliebig groBe, weiterhin als konstant vorausgesetzte Drehbeschleunigung & der Welle 

h see gung , Me 
folgt aus (9) mit (19) und p = a(1 +- 2 (Abb. 5) die senkrecht zur Prazessionsebene gerichtete 
Komponente der Reibungskraft in A 


F’ ee CO 0Ime ., 4 ‘ ae 
shag CGE A mC RB 5 adiarn ias 2) 
. | \2 
mit 
A, = 0,309 mo. (23) 


Da sie nach Abb. 7 im Gleichgewicht steht mit der im Schwingungemittelpunkt M 


‘ der Kugel 
angreifenden, resultierenden Tragheitskraft 


4 
ix \ 
cha g 
i oe (f, ee Se 
on ig oe 


CM 


Abb. 7. Gleichgewichtssystem der senkrecht zur Pri- Abb, 8, Verinderlichkeit der drei Keibungevektoren wahrend dex Anlaule der 
zessionsebene gerichteten Krafte an der Kugel wahrend q Vz ( y, 

des Anlaufs der Welle. Welle mit einer Drebberchleunigung w — q See oe Ee 4 wy} 

sy fe J 


und den ebenfalls senkrecht auf der Prazessionsebene stehenden, unbekannten Komponenten Fe 
/ . a * ’ q * One . ’ ” . 
und Fp der Reibungskrafte in C und D, die fiir 4 =< 2/4 gleich groB sind, so folgen diese au 


jel a MOQ =» 74) = =-(_e “oN ie | ee pes s 
Fo = Fp =5(, 2 ‘cal he 2\14 gaa) id 5/2 (24) 
mit 
hy = 0,05 mo. (25) 


Obwohl die drei Reibungsvektoren windschief zucinander sind, lat sich ihre Veranderlichkeit 
wahrend des Anlaufvorgangs in einer Ebene verfolgen, da ihre Komponenten in der Prazessions- 
ebene bekannte Richtungen haben. In Abb. 8 sind auf einer waagerechten x-Achse diese, durch 
das Kreiselmoment hervorgerufenen Komponenten yy, fy, Fy und auf der lotrechten y-Achse 
die senkrecht auf der Prazessionsebene stehenden Komponenten I'4, lo, fy, die von der Winkel- 
beschleunigung u der Kugel herriihren, aufgetragen. Die in der x, y-Ebene liegenden Reibungs- 
vektoren seien mit Ji,, Vic, Jip bezeichnet. Die zu Beginn des Anlaufs in die y-Achse fallenden 
Vektoren drehen sich mit wachsendem w infolge Zunahme des Kreiselmoments. Da ihre Spitzen 
zunachst waagrechte Geraden durchlaufen, solange bei konstantem w auch wu konstant bleibt, 
ist mit der Drehung eine VergréBerung ihrer Betrage verbunden. Wenn der Vektor Ii, seinen 
GréBtwert Ny- yw erreicht hat, kommt er zum Stilletand, so daB seine x-Komponente 


(Fy, =V(Na- pP— (Ay - oP (26) 
durch das weiterhin anwachsende Kreiselmoment — zundchst wenigstens — nicht vergréGert 


werden kann. Die Vektoren Sic und Si, setzen ihre Dreh-Streckung fort, bis auch sie ihre GroBt- 
werte (Nc), - jz bzw. (Np), erlangt haben (Abb. 8). In diesem Augenblick ist diejenige Dreh- 
geschwindigkeit w, der Welle erreicht, die der Giiltigkeit der kinematischen Beziehung, Gleichung 
(19), eine Schranke setzt. Sie folgt aus der Momentengleichung 


Ky =o, = (F), + (Foi + (Fp)J- 4 (27) 
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mit (F',4), nach (26) und 


(Fos = Von uk — EZ)’, (28) 


(Fok = Vlas ae — (Bey (29) 


Wird zur Abkiirzung 
(Fah = Nata» (Fo) = (Ne): Me » (Fp), = (Np): Hb 
gesetzt, so ergeben sich aus dem Gleichgewicht der Krafte in der Prazessionsebene fiir die Normal- 
Lean in C und D im Grenzzustand w = w, die folgenden Ausdriicke, zunachst in impliziter Form 
Na 
(No) ges —Hp + Ha(l + Mp) — 41 bd» (30) 
(Np) = o fh + me—val—pdl +4, (31) 


wobei ic: Mp gegen eins bereits vernachlassigt ist. 
Da nun die Verhaltniszahlen 4, 4c, Up Kleiner sind als die Haftreibungszahl ~ und diese 
selbst hier als vernachlassigbar klein gegen eins angesehen werden kann (yu = 0,05), so gehen 


(30) und (31) mit = = nach (11) iiber in 


(No =2— i’Mp» (32) 
(Np =2 4%, (33) 


In (32) kann gliicklicher Weise auch noch das ,,implizite Glied Z,; up gegen Q/n vernachlassigt 
werden. 
Denn aus (27) folgt unter Beachtung der Beziehung zwischen K und Z laut (13), sowie mit (30), 


(31) und N, = 2/2 
Z, < 25 (Na + (Noh + (Np) w= 2.52(2 +92) 7A, 
so daB mit w = 0,05 
Zy tp <Z,n < 0,024 © (34) 


ist, dieses Glied also in (32) vernachlassigt werden und daher 


(Noh =~ (35) 


gesetzt werden kann. 
Mit der zur Abkiirzung eingefiihrten Bezeichnung 


7 = | (36) 


ae sich die Gleichungen (26), (28), (29) unter Beachtung von (11), (35), (33) einfacher wie folgt 
schreiben 


(F,, =qy2 yi —(e a 2) (37) 
(Fo = 4-/1— (32-4), (38) 
aay fever Bap 9 


mit 
Zyl . mo2-n K 
q .  @R(¥2+ 1)? oa (40) 
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eas Z Sik 


[nach (3), (19), (36)]. Nunmehr 1a8t sich aus (27) mit K,,— ,, nach (20) der Grenzwert «, fiir ein 
gegebenes / von beliebiger GréBe zu ; 


oew R(y2 + 1)? _ 
a 2 2) 2 
“ar 


«fbr seonrSesel lien vero ESTEE aA 


n n 2b 


oN bo 


berechnen. 

Der Nachweis, daB im Bereichw >, bei beliebig veranderlichem, z. B. konstantem d) gleitende 
Reibung auftritt und daher die der kinematischen Gleichung (19) zu Grunde liegende Beieane 
nicht mehr erfiillt ist, daB die augenblickliche Drehachse der Kugel in die Gerade C—D fallt, laBt 
sich hier indirekt fiihren, indem man die Frage stellt: Nach welchem Gesetz mii®te sich @ mit der 
Zeit andern, damit diese Bedingung auch noch nach Uberschreitung des Grenzwerts ow, erfiillt ist ? 
Wird dieser Fall als méglich angesehen, dann setzen bei Steigerung der Drehzahl iiber~, hinaus die 
auf ihre GréBtwerte angewachsenen drei Reibungsvektoren ihre Drehung fort, wobei ihre Spitzen 
Kreisbégen um 0 beschreiben (Abb. 8). Die Winkelgeschwindigkeit u der Kugeln wachst bei ab- 
nehmender Winkelbeschleunigung u infolge Abnahme der beschleunigenden Komponente 


F, by 0,9 ae pee vy 3 
US eer 
2 
nach Gl. (22) mit 
VY, = 0,528 m-a (42) 


weiter an und mit ihr die drei Komponenten F'y, F¢, Fp entsprechend der Zunahme des Kreisel- 
moments. An Stelle der Gleichung (24) tritt in dem Bereich w > w, 


/ 2A 1 . 
Fo=Fp==y2¥ (43) 
mit 
= cme = 0,179 ma (44) 


und an Stelle von (27) tritt jetzt in leicht ersichtlicher Weise die folgende mit a gekiirzte Momenten- 
gleichung, in der sR = b gesetzt wurde, als Differentialgleichung fiir u(t). 


Ot bwm a {2 aa ya—(z% i) 4 ae ee wl — (Fea (45) 


Mit u = 0 folgt daraus 


Umax 


1 1/Q2R-w(2 + ]2) 

Fadia es eee (46) 
Da Umax Von W unabhangig ist, miiBte sich diese Formel auch aus (21) ergeben, die fiir verschwindend 
kleines @ gilt, was auch, wenn man (19) beachtet, zutrifft. 

Hiernach wiirde die momentane Drehachse nur dann die Gerade C—D sein kénnen, die Kugel 
also nur dann eine reine Rollbewegung ausfiihren, wenn von dem Augenblick ab, in dem w den 
Grenzwert «, nach (41) erreicht, die Drehbeschleunigung @ der Welle nach dem_ gleichen 
Gesetz mit der Zeit abnehmen wiirde wie die sich aus der Lésung der Differentialgleichung (45) 
ergebende Drehbeschleunigung wu der Kugel, da nur dann die kinematische Beziehung (19) nicht 
verletzt wiirde. In diesem Fall wiirde auch ~ nach Erreichen des GréBtwerts @,,4. = (@)5—+0 
nach (21) konstant bleiben. Ist dagegen, wie hier vorausgesetzt, (@ = konst., so muB nach Uber- 
schreitung des Grenzwerts w, (41) jedenfalls eine andere Achse zur Drehachse werden, was aber 
Gleitung der Kugeln bedingt. i 

Die gréBtmégliche Winkelbeschleunigung uno, wird der Kugel durch (Fa)\inoc = Nap = ay2 
erteilt. Das ist nach (22) fiir 


- 9 f2 47 
=] (47 
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der Fall, womit aus (37) (F4), = 0 folgt. Dieses @ betragt mit den Werten des Zahlenbeispiels : 
1 
2- 10? und aus (41) ergibt sich damit wy = 132 ze wahrend nach (21) (@,);_,5 = 173 
wird. ie 
Der Grenzwert «* stellt zugleich einen Minimalwert dar; denn da F’4 nicht gréBer werden 


= . 2 
kann als q//2, gilt er auch fiir jedes beliebige w > ee 


al . 
In dem ,,kinematischen Intervall“ 0 << w < @;, in dem die Kugel mit 
@ 2 a\2 
a y2+1 A, 


[nach Gl. (22) u. (19)] beschleunigt wird, ist der Vektor (94)may an die y-Achse gefesselt, 
so daB in diesem ganzen Bereich F, = 0 ist (Abb. 9). Das Kreiselmoment kann also in A keine 


u = 


max 


(A')max 


iS 
Wl 
Ly 
chy 1 | ! 
| - (for r or 
: fh : 
Abb. 9. Veranderlichkeit der drei Reibungsvektoren wahrend des Anlaufs der Welle 
: [2 
mit einer Drehbeschleunigung w= As c 
1 


Reibungskraft hervorrufen! Hier tritt ein weiterer Reibungseffekt auf, und zwar als Folge 
der kinematischen Kopplung von u und @ durch Reibungsschlu8. Im Bereich 0 < @ < @f dre- 
hen sich also nur die Reibungsvektoren fig und $ip unter gleichzeitiger VergréBerung ihrer Be- 
trage so lange, bis sie bei w = w; ihre GréBtwerte erreicht haben?. 


(Eingegangen am 24, Oktober 1958.) 


Anschrift des Verfassers: Prof. Dr.-Ing. Rudolf Sonntag, Techn. Hochschule Karlsruhe, Kaiserstr. 12, Institut 
fir Technische Mechanik. 


_ 1 Meinem Assistenten, Dipl.-Ing. 0. Molerus danke ich fiir seine Unterstiitzung bei der kurzfristigen Ab- 
fassung dieser Arbeit. 
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Mechanics of the Power and Launching Phase for Missiles and Satellites 
By C. A. Traenkle 


1. Introduction and Suryey of Problems. a) Approach Delineation. Long Range Missiles 
and Satellite Vehicles require very high initial velocities to be put into their respective trajectories 
or orbits. This is done during launching by a power burst of the propulsion system, usually a 
rocket or reaction motor. A short survey shows that 
the Power Phase occupies a considerable portion of 
the whole trajectory, with regard to time as well as 
displacement, since the acceleration of the orbital vehicle 
has to be kept relatively small. Therefore the mechanics 
of the Power Phase should be analyzed in detail, as it 
may be surmised that the economy with regard to pay 
loads and fuel consumption wil] depend heavily on the 
special programming of this Power Phase. 


Ay 


b) Orbit Parameters. The orbital vehicle be 
pushed momentarily to a velocity vy under the elevation 
angle y at the launch point 0 at the surface of the earth 
(see Fig. 1); at first, the influence of the atmosphere be 
disregarded. Then the elements v), y determine com- 
pletely a Keplerian orbit, normally an ellipse, around 
the earth center. Only the part 0 (Launch), Ap (Apogee), 
I (Impact) outside the earth’s surface is real: these 
‘‘Impact Orbits” may be used as missile trajectories or 
as part of an ‘Ascent Ellipse” for a Satellite, with the 
are 0 Ap as the coasting phase. 


Fig. 1. Impact Orbit. 


The parameters of the Keplerian Orbit can be deduced by the integration of the respective 
equations of motion, as shown in the textbooks of Mechanics» *. For completeness, the results for 
a spherical earth may be shortly delineared here: 

The polar form of the ellipse equation is 

Lt Pp 
Te cos om 


The Semi Latus Rectum p follows as an integration constant from the orbit equation 


p=K,%> (1.1) 
where K, = k?, Energy Parameter, 
Eo. = 62/050 Velocity Ratio of v, = vy cosy, (1.2) 
Ugo Gir, = V£0 To = 7.91 km/s Surface Satellite Velocity, (1.3) 
ry, = 6370 km Earth Radius, 
Solr 9B ra 84 Earth Surface Gravitation, 
G =3.99- 104 m3/s? Earth Gravitational Constant. 


The Semi Major Axis a can be deduced directly by equating the total energy content of the orbit- 
ing body as the sum of potential and kinetic energy 


a =1,/(2 — k2) , (1.4) 
where ky) = v9/Vgq Velocity Ratio of vp, (1.5) 
itis noted that for ky = /2 = kz = vg!" 


the equation turns to a = ©, ie 
ky being the Velocity Ratio of the so called ‘“‘Escape Velocity” v,. 


1 4, Sommerfeld, Mechanics I, New. York (1952). . 
2 S. Timoshenko and D. H. Young, Advanced Dynamics, New York (1948) p. 87. 
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The following formulae can now be deduced from the basic relations of the ellipse geometry: 


Semi Minor Axis be (pray, (1.6) 
Linear Eccentricity e =(a2?— B*)1/?, (1.7) 
Numerical Eccentricity ¢€ = e/a 
and explicity e& =tan?y K? + (K,—1)?, (1.8) 
Altitude of Apogee hgp=e +a—th- (1.9) 
The Range Angle @* (see Fig. 1) can be deduced from the orbit equation, according to Ref.'? 
m* — tany 
tan > = ee (1.10) 


The Flight Time t* from 0 to I can be computed by the Keplerian Time Equation 


nm . 
pee == SE SIND & (LLY) 


where the Eccentric Anomaly wu is calculated by 


7) =a(1 +ecosu), (1.12) 
and n is the Mean Angular Velocity according to Kepler’s Third Law 
n= 2) (Gey (1.13) 


It may be pointed out that the signs of ¢ in the Ellipse Equationand in Kgs. (1.11) & (1.12) are adju- 


sted to the Apogee Line CAp as axis of crigin. 
It will be noted that the orbit elements are deduced from the vector of the initial velocity, 


given by vo, wy, T93 see also Ref.°. 
The numerical values of the Impact Orbit of Fig. 1 have been calculated according to the above 


formulae: 


@* = 90° = 10000 km Earth Quadrant, wy = 22.5° 

Uy wl 20 kere ik 0.910 ky. = 0.840 

p = 4490 km a =5430 km b = 4940 km 
ey (== 2215 km hy, = 1275 km t* =) 3222 min. 


This selected example has the additional property of achieving a maximum range with the given 
amount of velocity. For these ‘‘Maximum Range” trajectories, there exist special and interesting 
interrelations; see for instance Ref. 4. 

The effect of the diurnal rotation of the earth has not been accounted for, as yet: it can be 
added eventually by simple kinematic superposition of the velocity components. 

c) Short Time — Long Time Launch. The Orbit Mechanics of the preceding paragraph 
are deduced under the assumption that the initial velocity vy can be instantaneously imparted to 
the orbital body, as in a cannon barrel or an a launching rack: Instant Velocity vp by Impulse 
Launching. — Of course, this is an abstraction. No cannon barrel or launching rack of reasonable 
length could sustain the extreme acceleration pressures, nor could the body bear the acceleration 
loads, which would be required to achieve these extreme end velocities in such a short time. Apart 
from these limitations of structural strength, there is moreover the limitation of aerodynamic 
heating, which requires to start with a moderate speed, at least while the body penetrates the atmo- 
sphere, to prevent its burning up by air friction. These reasons Jead to the well established practice 
that big rockets have to be launched with moderate accelerations. The mean acceleration may 
amount to a, ~ 3g, as a numerical example. An overall calculation shows then, that the are 
length of the acceleration phase (Power Phase OB of Fig. 1) would amount to approximately 
1100 km and its duration to approximately 5 minutes. These values are in fact sizable portions of 
the respective trajectory quantities. It is therefore peremptory to analyze the Power Phase in 
detail: during the ‘‘Long Time” Launch of the rocket, the gravity influence produces an appreci- 


1 M. Rauscher, Aeronautical Dynamics, New York (1953) p. 35. 

2 Ph. A. Lapp, Vrajectory Studies, MIT-Report T-63 (1954). 

3M. Vertregt, Astronautica Acta 4 (1958) p. 135. 

; MIT-Summer Program in Orbital- and Satellite Vehicles (1956): W. McKay, P. E. Sandorff, J. S. Prigge 
et al. ~ 
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able velocity component vg, which is superimposed over the propulsion velocity vp, of the pro- 
pulsion system itself, resulting in the compound velocity v); this latter should be substituted for 
the above instant velocity, as shown below. 

4) Power Phase Sections. The end point of the Power Phase is the Burn Out Point B 
(Fig. 1), where the required compound velocity vy = v(B) should be attained. This is simultaneously 
the initial velocity vector for the free flight path and determines the range angle ®* acc. to Eq 
(1.10). The characteristic details of 
the Power Phase Trajectory are 
shown in the schematic sketch of 
Fig. 2. The coordinate system has its 
origin at the launch site 0 at the 
moment of launching: x is tangent 
to the earth surface, in the direction 
towards the target and y is perpen- 
dicular to it. The system is fixed with 
respect to inertial space, i. e. it does 
not participate inthe diurnal rotation 
of the earth. 

e) A-Phase. The first section of 
the Power Phase, the Atmospheric 
Penetration or A-Phase, starts usually 
with a vertical ascent, since the shells 
of big rockets are built as light as 
possible to save weight: the shell 0 
might otherwise collapse under the 
weight of its own propellant load, if 
started on an inclined launch track. [Immediately after the launch, the rocket is tilted automati- 
cally and slowly towards the target; this tilt program is characterized by a tilt rate parameter C 
which will be defined later. The actual flight path results from the interaction of rocket propul- 
sion, gravity and aerodynamic forces. It is desirable to bring the aerodynamic drag to a minimum. 
This is achieved by keeping the angle of attack « of the rocket at zero, which is equivalent to keeping 
the rocket axis coincident with the flight path tangent; the angle conditions are: 


ao=0, yp=0, (1.14) 


where y flight path angle, 0 rocket attitude angle, both measured with respect to the x-axis. This 
arrangement presents one of the major practically applied programs, the ‘Zero a-Regime”, or 
simply “‘x-Case”’. It is also often noted as ‘‘Gravity Turn”, since gravity is one of the major fac- 
tors, determining its turn rate. 

The A-Phase ends, when the flight path reaches point A, emerging from the atmospheric layer 
of the ‘“‘Appreciable Atmosphere” of thickness hy: that is a nominal altitude, where by definition 
the density ratio has decreased to such a low value, that the aerodynamic forces become negligible. 
One may assume as attenuation relation : 

0/09 =e Are 
which describes satisfactorily the average values of decrease, if one substitutes for the ‘*Rate Alti- 
tude” h, an appropriate mean value. It is with h, = Gale kane 


04/00 h4, approximately 
1/100 32.7 km, 100 000 ft, 20 mi, 
1/1000 49.1 km, 150 000 ft, 30 ml. 


Numerical computations, according to 6. below, confirm indeed, that the aerodynamic drag D 
becomes negligible, after having passed through the above altitude range for hy. The numerical 
values of hy are relatively low, because also the corresponding velocity of the vehicle is still low: 
with continuing acceleration of the vehicle, the air density will fall much more rapidly, so that 
there will be a continuous net decrease of D to zero. — The layer hy is relatively thin, compared 
with the earth radius or the apex altitude of the trajectory, and amounts in Fig. 1 comparatively 
to only a fraction of the thickness of the pencil line. 

f) B-Phase. The flight path beyond point A traverses practically empty space, where aero- 
dynamic forces are no more existent. Therefore the attitude angle © can be set independently 

22 


y 


Fig. 2. Schematic of Power Phase Sections. 
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of the flight path angle py to such an amount Q(B), as to counterbalance most economically the 
influence of gravity by an appropriate component of the rocket thrust; this compensation will lead 
to the Optimal @ Theorem of Chp. 5 below. — The discontinuity of g and @ in point A is naturally 
an abstraction, helping to understand the phenomena; however, this concept can be modified and 
refined in subsequent steps, if necessary. 


2. Reference Trajectory. a) Equation of Motion. The trajectory analysis has to start 
from the fundamental Newtonian equations of motion. The momentum equation considers the 
rocket as a point mass and reads in vectorial form: 

oa eee. (2.1) 
where W=mg_ rocket weight, variable with time, 
m rocket mass, 


F rocket thrust, 
P total aerodynamic force of Lift L & Drag D. 


The equation for the moment of momentum would be required additionally for analyzing rota- 
tions around the rocket axes as in stability and control problems; these are separate problems of 
their own and will not be considered here. 

b) Inertial Coordinate System. An important simplification in the above equation is the 
use of the inertial coordinate system x y (Fig. 2). No additional fictitious forces, as used in a rotat- 
ing system, have to be introduced here: no centrifugal force mr g? and no Coriolis force 2 mr p 
(see also Fig. 19). This would have been the case in the geocentric polar coordinate system, which 
on the other hand is best suited for treating the trajectories as Keplerian orbits in their total cir- 
cumference. 

c) Reference- and Iterative Integration. Another simplification is introduced by 
disregarding, at first, the influence of the aerodynamic Drag D and by considering g as a constant, 
both in magnitude and direction (y-direction). The corresponding trajectory integration is called 
‘Reference Integration’, resulting in the ‘‘Reference Trajectory”. It will be shown in the later 
chapters, how the neglected influences can be added subsequently in iterative steps as perturbation 
terms, converging rapidly into the exact limit function: ‘‘Iterative Integration’? — method. 


The perturbation terms, to be considered, are: 

1. the aerodynamic forces, particularly the aerodynamic Drag, D-Term; 
2. the variation of g with altitude, H-Term; 

3. the directional variation of g, due to earth curvature, C-Term. — 


In fact, the numerical influence of the perturbation terms is rather small, as verified by later 
computations: it does not exceed some few percent of the end values. It is therefore permissible to 
disregard at first the perturbation terms at all and to analyze the effect of the parameter variations 
for optimization processes already at the stage of the Reference Trajectory. Moreover, the 
influence of the perturbation terms does not change much among a trajectory family: since only 
relative differences are important for the purpose of comparison, those terms cancel out even to 
an accuracy of higher order. 

d) Reference Terms G and F. The Reference Trajectory can be found by integrating the 
differential equation (2.1), simplified according to the above discussions: 


mv=W+F; 
the first integration will yield the velocity vector diagram or hodograph, the second one the flight 
path. It is obvious that the process can be separated into the two components: 
I. Gravity Component, G-Term 

mMvg = W, 
where 

W——mg 
is in the constant direction of the — y axis; the integration values in the direction of the +-y axis 
are therefore: 

velocity Ve =— gt, (2.2) 


gt 
or asincrement Avg =—g At, (2.3) 


displacement V¥o=— - ie (2.4) 
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II. Propulsion Component, F-Term 


mvp =F 
where the propulsion force F is, according to the impulse equation F = Cp m; the integration is 
performed for a constant direction of the rocket axis, as a basis of comparison 


: F CR Al 
b= FE aya) te merle (25) 
increment from point i to k Av pe vo — vii) : (2.6) 
where 
i = Mig ty constant mass flow rate 
m =m, (1 — t/ty) instantaneous mass 
Mo initial total mass 
Mp initial propellant mass 
ty Burn Up time, fictitious 
tp Burn Out time 
Bb =m/m =1/(1—t/ty) mass ratio 
¢ =mp/m) = ty/ty propellant factor 
a =C,/ty initial acceleration 
Cr mean exhaust velocity; 


these relations and definitions are treated in detail in Ref.1. The magnitude t,, is the fictitious time, 
after which the total rocket mass would be burnt up, assuming a constant burning rate of m = m)/ty. 
In assuming a mean value for c,, the minor influence of variable atmospheric counter pressure is 
averaged out. The exhaust velocity c, is characteristic for the energy content of the propellant, 
which may be also expressed optionally by the so called ‘‘specific impulse” 

Ibs 

lbs/s 


I, = F/gm = cp/g , in or s. 

The above velocity components will be combined in the A- and B-Phase vectorially, i. e., accord- 
ing to their proper relation and direction (see Fig. 3); this will be shown in the following para- 
graphs. The propulsion velocity v; for a two stage rocket is represented separately in Fig. 4 as a 


uel km/seo) 


/0 
9.34 


nomograph 
scales 
Ve At [sec] 
160- ‘| 467 
km/sec 
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80 [ 
If 
160 80- 
vp tlsec] 
(4 
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ot Soe 
0 160 520 


Fig. 4. Propulsion Velocity Component vp. 


Fig. 3. Velocity Diagram of A-Phase. 


function of time: the rate of increase grows continuously, corresponding to the gradual decrease 
of the rocket mass, starting from the initial acceleration a). This can also be seen clearly by an 


expansion of Eq. (2.5) into a power series: 
Ope Ogee att ond (2.7) 


1 G. Sutton, Rocket Propulsion, New York (1956). 
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The parameters cy, us of the second stage (or following stages) are supposed to be the same as 
for the first one, therefore the velocity diagram of the second stage can be completed very easily: 
one has just to add the velocity diagram of the first stage to its end velocity vj, as shown in Fig. 4. 


3. A-Phase and Zero a-Program. a) Outline of Program. Big rockets are launched vertically 
for reasons of structural strength, as already explained. However, for optimal results, the transi- 
tion to the final elevation angle y(B) at the end of the Power Phase should start immediately after 
launch and be executed according to a continuous program. The velocity diagram can be derived 
from the zero «-condition Eq. (1.14) by composing the F- and G-components to the compound 
velocity v, according to Fig. 3, constituting the zero ~-Program, or simply denoted as a-Case. The 
direction of v is coincident with the rocket axis at the moment t, defined by the angle y or O with 
respect to the x-axis or its complement (’ with respect to the y-axis. For small angles 0’, the 
amount of v is approximately: 


v Up — Ug © (4) — 8) t- (3.1) 
As the next step, the velocity increments Av, Avg of the interval At are composed vectorially: 


Avy in the direction of v, 
Avg in the direction of the —y axis. 


Now there follows the curvature relation directly from the geometry of the diagram: Ab = Avgsin &” 


~ gli’, 


LOt srr (a) — g)t ’ 
or by separation of the variables 
AO’ At 
Ceara: 
where = etary : (3.2) 
by integration In@’=nlnt+InC, O =Ct'; (3.3) 


the dimension of C is [rd/s"] or [°/s"]. 


b) Tilt Rate Parameter C. The integration constant C is the characteristic parameter 
for the initial- and consequently alse for the complete tilt program. The C-values determine 


directly the kinematic parameters of the tilt rate @” and tilt acceleration 0’, found by differentiating 
Eq. (3.3): 
O =nCr-}, (3.4) 


O=n(n—D Cr —*; (3.5) 


they are dependent on the value of n ora) according to Eq. (3.2) and turn to constants for special 
values of n: 


at PRT ROE 0’ =nC [°/s] Constant Tilt Rate 


Riss 2, Oy = toe O’ =n (n — 1) C[°/s?] Constant Accel. Rate. 


Especially for the initial tilt rate QO with t = 0, there is, according to the sign of the exponent: 


n Sul ark: 
0, 0 ig 


meaning that in the usual case n > 1, the tilt rate starts with zero in accordance with the vertical 
ascent. In the case n < 1, ay > 2 g, the tilt rate would start with an infinite value, corresponding 
to a jump in @’: this would be equivalent to a tilted launch and not to an initial vertical ascent a 
specified; therefore, this case is not considered further. — The above analysis shows that the fers. 
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tical values of n and a, are contained in a rather restricted range, since moreover the initial Thrust 
to Weight Ratio a,/g has to be > 1, so that the rocket will rise at all: 


no=m | ; ; 
| | 
| 


12 Es) 4 


practical range a: 


c) Integration of C-Velocity Curves. The above Eqs. (3.1) through (3.3) are employed 
to compute the beginning of the v-velocity diagrams, but may only be used to an upper limit of 
Oj m, tentatively 


lg = | 


6; ., = 0:1 tdi; 


dependent on the final accuracy required. Beyound that limit, the integration has to be carried 
on by numerical or graphical methods. Here, the transition from the vector v® to v) within 
the time interval 4t is shown in Fig. 5: the component 
Avg = —g At is split in halves to obtain the mean di- 
rection 
: Vn = Yik 
for plotting 
= p(k) — (i) 

Avy, = vo) — oi 
according to Eq. (2.6). This procedure is adopted from 
that of Brauer and Pflanz1 for the computation of ballistic 
trajectories. The formulae for the transition are: 


(3.6) 


Av, = Avpcosy;,, Avy = Avpsin p;,, + Avg, (3.7) 

v®) = vo) + Av, , vo) = vf) + Av, . ut 
a 

The schedule for the numerical computation is set up in a ic te oe ae 

Table l,a. The accuracy of the computation corresponds 

apparently to the trapezoidal integration rule. The error can be estimated by repeating the 

computation with steps of half the magnitude; as well known, the error is then reduced to 1/4 


of the original amount. 


To demonstrate the procedure, a numerical example has been set up, with the following nume- 
rical data: 


g = 9.81-m/s , @ == 145 m/e*.- = 2008, = 2109 5 


C=0+ 1/200; 1/100, 1/70, 1/50; 1/35, 
Wio: Wes lo. 2 14, 18 [°/s"] . 


The integration has been performed graphically in this case. The resulting C-velocity curves are 
represented in Fig. 6 and 7: they all start vertically and then turn over continuously to the hori- 
zontal, the more rapidly, the higher the C-values. 


d) A-Layer Condition. The problem is now: where and when does the rocket, moving 
according to a C-velocity curve, reach the A-point, or emerge from the atmospheric layer hy, as 
sketched in Fig. 2. Apparently, if a C-curve bends down to the horizontal axis v, to rapidly, as 
happens with higher C-values, it may not reach the h,-layer at all. — The solution is given by the 
numerical or graphical integration of the y-component of v, leading to the *‘A-Layer Condition”: 


t 
y =fvydt=hy. (3.8) 
0 


1 Brauer and Pflanz, Wehrtechnische Monatshefte, Berlin (1937) p. 532. 
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The A-point can be transferred subsequently to the C-curve of Fig. 6. The A-Points of all the 
C-curves form there the A-Locus. The curves of higher C-values, which do not reach the 4-Locus 


at all, may be also useful for other special flight programs, as explained below. — 
The continuation of the A-Phase into the B-Phase will be treated in Chp..5. 
vy [km/sec] 


0 


/é0sec 


0 05 1.0 LS 


& 


Fig. 6. C-Velocity Curves for Low Tilt Rate C. 


Wy 


8 volimused 


0 50 /00 150 
Fig. 7. C-Velocity Curves for High Tilt Rate C. 


e) Tilt Parameter Correlation. After the C-curves have been plotted in Fig. 6 & 7, it is 
now possible to extract from them graphically the tilt angle 0’ as a function of t. This has been 
done in Fig. 8 for the family of curves of parameter C: the tilt programs are sinusoidal curves with 
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a horizontal tangent at 0, indicating of course, that the motion starts with a vertical ascent. The 


S17 ace ° 
curves have a curvature (j at the origin 0 (t = 0), which can be evaluated numerically by equating 
the second order term of the series expansion: 


O =2 0/2. 


The results are plotted in Fig. 9 as a function of C: it is approximately a linear correlation, which 
can also be deduced formally from Eq. (3.5) and from the above numerical values, as 


O =n(w—1)C=2.28C  [°s/], 


0 
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Fig. 8. Tilt Program 0’(t). 


where the approximation «"—? ~ t° =1 has been introduced. This linear function is plotted in 
Fig. 9 as the straight line ‘‘a’”’, in excellent arppoximation with the actual curve. — 


/ 


In a next step, the maximum tilt rates 0,,,, of Fig. 8, identical with its inflexion tangents, are 


plotted in Fig. 9 as a function of C: it is again an essentially linear correlation. The time of 0}, , is 

found empirically to be a near constant, 

tmx ~ 19.7 s (see Fig. 9). With this value, it OLIse’] 4 6: ,-[°/sec] 

is possible to deduce @/,, from @ as: 
GeO, —4A5G «| isl. 

This linear function is the straight line ‘‘b”’ of 

Fig. 9, again in excellent agreement with the 

actual curve. 

The above analysis proves conclusively, 
that the Tilt Rate Parameter C defines com- = 70.00 
prehensively the total tilt program and its 
kinematic parameters. 

f) Modified Tilt Programs. Asanext 002% 050 
step, one could now design control systems 
for the above tilt programs. — Moreover, 
additional simplifications could be considered. 0 
for instance, replacing the continuous C-pro- 
gram at 0 by a ‘Step Program”, starting 
with a strictly vertical ascent during the 
time t,. This schedule has been treated under various aspects’. However, it can be shown 
that by a special procedure, the ‘Tilt Stroke”, one can turn over again to the original C-program 
in a rational manner: after the relatively short ascent time t, the rocket is tilted instantly 
to the ‘Stroke’ angle Os and is kept constant at that angle, until time t,, when the same 
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0 0.010 0.020 0.030 0.040 


Fig. 9. Tilt Parameter Correlation. 


1 see Ref. 4 of p. 336. 
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angle would have been attained by the original C-program; angle @s would correspond to the 
impulse angle of attack of Ref.1. Since the velocity v of the rocket is still small at that time, there 
will be no excessive aerodynamic side force, so that the composition of velocities of Fig. 3 is still 
applicable. This is done in the velocity diagram of Fig. 10: components Avyg and Avg, result in 
vg, while Avys and vg are parallel to the rocket axis in the direction Qs, according to the under- 
lying kinematics. The following kinematical geometrical relations can be deduced from the dia- 
gram, owing to the similarity of the triangles: 


v/v, = Avps/Avgs 
and according to Eqs. (3.1), (2.6), (2.3): 


vg =(4—8) ts, %=(%—8)t,, Avps = 4 At, Aves = g At; 
by substitution: t,/t, = a)/g. (3.9) 


This relation shows that the stroke time tg is independent of Os. 


; tnaol2R, 5 b 
A, 
en avy {ge program, 
~ Ona 


center of curv. 


Fig. 10. Tilt Stroke. Fig. 11. Tilt Program Modifications. 


> 


For a better insight, the *‘Tilt Stroke” Program is plotted in Fig. 11 as a function of time and 
presented in its relation to the C-Program: After the time ¢,, the tilt angle ©’ jumps from zero to 
Os, or from point S, to S, and is kept at that nagnitude, until time t,, where the Step Program is 
absorbed again, at point S,, into the original C-Program. The amount of @s can be computed, 
according to Kq. (3.3), for any selected C-value; a numerical example is: 


ii 2', to (ee Ga= 1/70, Os = 2.9°. 


There are other possible transitions from the vertical ascent to the selected C-Program which 
have a better degree of continuity than the ‘‘Tilt Stroke”: the ‘‘Rate Program” of Fig. 11 provides 


a vertical ascent until R, and after that a change over to the constaut tilt rate 0... of the corre- 
sponding and selected C-Program, into which it merges again at the inflexion point R, of C, at 
the time t,,, of the inflexion point. The arc OR, of the C-Program is parabolic. The time of 
vertical ascent OR, of the Rate Program is therefore t,, ,/2, according to basic parabola geometry, 


as presented in Fig. 11. 


4. A-Phase and Glide Up Scheme. a) Equation of Motion and Force Diagram. The 
search to improve the economy of the rocket propulsion has to look for possibilities to attain a 
maximum end velocity with a given amount of fuel: one of the feasible approaches is by applying 
aerodynamic lift forces for compensating partially for the influence of the vehicle weight W. The 
rocket moves in this case like gliding up on a plane, inclined at a given and constant elevation 
angle yp). The Force Diagram of such a “‘Glide Up Scheme” is represented in Fig. 12: Weight W 
perpendicular to x-axis, Lift L perpendicular to and Drag D opposite to the direction of motion v 
and Rocket Trust F' in the direction of the rocket axis under angle @; this configuration is also 


1 see Ref. 4 of p. 336. 
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noted shortly as ‘‘I-Case”. The resultant R in flight direction v and the condition of equilibrium 
perpendicular to v are, respectively: 

R= Fcosa—D—Wsiny,, (4.1) 

W cos py = L + Fsing. (4.2) 

The angle of attack « can be determined by gq. (4.2) as a function of velocity v and air density 0, 


or altidude h; it is normally a small quantity, and therefore, its cosine can be taken approximately 
as 1,—A third equation would express the equilibrium of moments around the lateral axis through 0 


Fig. 12. Force Diagram of Glide Up Scheme. 


(center of gravity), which could be used to determine the small deflection angles of the rocket 
motor, needed for pitching equilibrium. But this constitutes a separate problem of stability control 
and is not trated here. The aerodynamic Drag D is neglected at first, in accordance with Chp. 2. 
Using these approximations, Eq. (4.1) simplifies to: 


R=F—Wsny; (4.3) 
this leads to the equation of motion along the flight path Y: 
: R F mg. . ; 
ee ~2 sin yp =vp—gsin Y; 


by integration from the beginning A, of the Glide Up Phase, at the time t(A)) and with v, according 
to Eq. (2.3): 
v = v(A,) + Avp —g sin yp At, 
where (4.4) 
Avy, = vp — 0,(A,) ; At =t—t(A,). 


b) Composition of the Launch- and Glide Up Sections of the A-Phase. 

Also with the Glide Up Scheme, the rocket has to be launched vertically at first: During this 
first phase, it has to be transferred suitably from the vertical launch point at O in the velocity dia- 
gram of Fig. 7 to the Glide Up path at A), along a C-curve of high tilt rate: The rocket should 
reach its scheduled elevation angle y, as soon as possible; but on the other hand the velocity 
v(A,) must also be big enough to produce the required L with an acceptable «. These conditions 
seem to be reasonably well met with the tentative numerical values, underlying the example of 
Fig. 7: 

c= 1/4, (4) 18 6: 
Now the A-Layer condition, according to Eq. (3.8), can be evaluated. The results are transferred 
to Fig. 6: there is a considerable gain in the end velocity v(A) of roughly 30% compared with the 
values of the Zero x-Program. However, this advantage will be decreased relatively during the 
B-Phase, where the major velocity built up takes place for both cases («- and L case) by identical 
subprograms; nevertheless, there is still a perceptible end gain. 


5. B-Phase. a) Optimal 9 Theorem. After the vehicle has passed point A of the appreciable 
atmosphere, its attitude angle © can be set independently of the flight path angle y, since the 
aerodynamic forces can be neglected above the A-Layer. The problem is now to find that @ angle, 
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which gives the maximum end velocity vector v with a specified direction angle y. Obviously 
the rocket axis has to have a certain lead angle « in order to compensate the gravitational influence 
(see Fig. 13): the increments of the rocket velocity Avy, and the gravitational component Avg 
define the increment Av in the corresponding differential triangle. — The nearest approach is 
seemingly to integrate the increments Av, vectorially in such a way, that the resultant increments 
Av all add up in the one fixed direction 

w = const. 


This integration is made graphically in the a-case of Fig. 13 with the values vp according to the 
first stage of Fig. 4: The integrated Av, elements present the curved line v;(a), whose arc length 
is identical with the velocity v,. It is obvious now that the a-case is not the optimum configuration, 
but can be transformed into it by simply stretching the v,(a) to a straight line v,(b) and moving the 
end point B, along the given vg-Parallel: this leads to the optimal configuration of the b-case with 


@ = const. 


The meaning of this well known optimum theorem is that the rocket propulsion should best be 
applied in one fixed direction in inertial space, in order to transfer the total momentum output 


into the vehicle. — 
Dy [km/sec] Oo 
: Be 


Ug 


Be vy; - parallel 


05 


Ur Vz [km/sec] 


0 a-case b-case 0 
y=const, &,=0.807  @=const, €=0841 


05 
&-phase 
A-phase ? a 


Fig. 13. Optimal @-Thorem. Fig. 14. vp, v-Diagram, a-Case (C = 1/70). 


For the case of a constant rocket acceleration a, = const, all the differential triangles of 
the a-case for equal time intervals are identical. Therefore, the Av; elements line up in one straight 
direction: the a- and b-case are here identica]. The same conclusion is applicable, if one considers 
only the average acceleration a,,, = vp(B)/t(B). 

The Optimum © Theorem will be employed generally for the composition of the A- and 
B-Phases: it means that the attitude angle 0, attained at point A, will be maintained throughout 
the B-Phase until Burn Out point B 


@(A) = O(B). = const; (5.1) 
the tilt program curves of Fig. 6 for the time t(A) establish these end values. 

b) Formantion of v-Diagrams. It is instructive to design the v-Diagram (Hodograph) 
for the complete Power Phase. This is done in Fig. 14 for the o-case and C = 1/70: the v-curve 
of the A-Phase is already plotted in Fig. 6 and can be transferred to the new graph in correct scale. 
The arc OA of the resultant velocity v is now reduced to the propulsion velocity vy, by vectorially 
substracting the component 

Ue t, 
resulting in the arc OA,. The direction OA defines the angles 


y(4) = 0(A) = 0(B) 


and simultaneously is also tangent to the vp-curve in A,; according to the Optimal O-Theorem, 
it is also the constant direction for the v,-increments during the B-Phase. The vp- and vg-increments 
for 20 sec intervals have been prepared in the nomograph scales of Fig. 4 for convenient plotting: 
at first vp, for the B-Phase is completed for the successive t-intervals, and after that, the corre- 
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sponding vg-components are plotted, leading to the resultant v-curve. It is to be noted, that 
the tangents of the v- and v,-curves in A respectively A, are continuous, as an evident conse- 
quence of the Optimal @-Theorem. On the other hand, the staging point S shows a discontinuity, 
caused by a jump in acceleration. 

In Fig. 14, the whole range of v, and v is shown with respect to the time t, for a specific and 
characteristic example. Similar diagrams can be drawn for other parameters and their variations; 
also other cases, like the L-Case, could be included. However, to investigate the efficiency of 
different combinations, it is sufficient to compare their end velocity v(B) only, with reference 
to the Burn Out point B. The formation of v(B) is shown in Fig. 15 for the different basic cases. 


&-Case 


Fig. 15. v(B)-Formation. 


O-Case. This case is named according to the abstraction, that the influence of the A-Phase 
is gradually decreasing and is put finally to zero, at the limit: it consists therefore only of the 
B-Phase. — This case is important as a referenc standard, inasmuch as both the a- and L-case 
converge towards it, if the A-Phase vanishes gradually. — The diagram shows the formation of 
v(B) for varying angles y and @. The locus B, of v,(B) is a circle around O with radius »(B). 
The locus By of v(B) is formed by translating locus B, by the vector v,(B): it is therefore also 
a circle with radius v,(B) but around 0’, this time. For numerical computation, it is according 
to the geometry of the graph: 


v(B),, = v,(B) cos 0, v(B), = v,(B) sin O — v,(B) , 
tan py = (B),/v(B), - 
a-Case. The O-case is here used as a reference basis. Point B, is defined by © and v,(B). 
Point B; of the «-case is found by the displacement 


Av = vp(A) —0(A), 
where v(A) can be taken from Fig. 6. — After that, point B, of the v(B)-Locus is fixed by the 
displacement 

vg(AB) = g [«(B) —t(A)]. 
It can be clearly seen that B, lies under the By-Locus. — For numerical computation, the following 
formulae may be used: 
v(B),, = [vp(B) — Av] cos O , v(B), = [vp(B) — Av] sin O — v,(AB) , 
tan y = v(B),/v(B), - 

L-Case. The transition period OA, from the vertical start to the ‘‘Glide Up” path (see Fig. 7) 
is so short with respect to the total Power Phase, that it can be neglected for a simplified survey. 
— The “Glide Up” path runs then from 0 to A with the flight path angle y(A) = @, maintained 
by the lift L = Wcos © (Fig. 12), perpendicular to OA (Fig. 15). Beyond point A, the attitude 
angle @ is maintained during the whole B-Phase. Point By of the reference O-Case can now be 
plotted in a first step (Fig. 15). From here, the transition is made to the end point B; of o(B), 
by adding vectorially the velocity increment v,, corresponding to the impulse of the Lift L during 
the “Glide Up” time «(A) —1(A,) ~ ¢(A), representing the only missing supplementary term, 
with respect to the O-Case: 

v, =e t(A) =gcos Ot(A). 
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Obviously point B, lies above the locus of B,. — It is further noted that, if the A-Phase would 
extend until the Burn Out point B, or if t(4) = «(B), then point B, would fall into the exd point 
B;, of the perpendicular. 

The computation formulae for v(B) can directly be deduced from the geometry of the graph: 


v(B),, = v,(B) cos O — v, sin O , v(B), = v,(B) sin 0 — v,(B) + v, cos O, 
tan yp = v(B),/v(B), - 


The optimal end velocities for the different power programs of the O-, «-, L-Case have been 
computed according to the above deductions and have been plotted in the diagram of Fig. 16. 
The following features are remarkable: ; 

a. For all cases, the amount of v(B) or the momentum output of the propulsion phase increases 
with decreasing y, i. e., the more nearly horizontal the rocket is fired (see below). 

b. Case L is always superior to Casea for any elevationy. For y = 0, where the rocket 
weight would be borne by the lift during the complete power phase, one could achieve even 


v(B) = v,(B) , 


4f 


which would mean a 100° efficiency in impulse transfer. — However, this particular case has 
to be analyzed eventually in more detail, in view of the increasing influence of the aerodynamic 
Drag. 

c) Stretch Factor ¢. The objective of 
the power phase is to transfer the highest 
possible amount of the propulsion velocity vp 
(corresponding to the propulsionimpulse), into 


‘Vylkm/sec} 


y' 
! ! ! | et et 
O69 30° 60° 0° 
\ Uz [km/sec] ¥ 
om é y 6 8 /0 50° 60° 30° ie 
Fig. 16. End Velocity Diagram 0(B). Fig. 17. «(B)-Chart. 


the compound end velocity v. The efficiency of this transfer can be characterized by the ratio of 
these two velocities. This special parameter shall be noted as ‘‘Stretch Factor” 


& = 0/vp3 


the name just indicates, that v would have to be stretched by a certain amount to obtain v,. 

The numerical values of ¢ for the different cases of the power program have been evaluated 
and plotted in Fig. 17: they increase with decreasing y and are greater for the L- than for the 
x-case. In the L-case and for y = 0, it is even possible to reach the upper limit ¢ > 1, as mentioned 
already above. 

The concept of the Stretch Fact o1proves especially valuable in design studies. Here, the initial 
velocity v of the free flight for a special trajectory or orbit is known or has ben computed under 
the abstraction of impulse launching, i. e., impulse transfer in a negligibly short time. However 
in reality, the impulse has to be transferred during the well perceptible time of the power phase, 
which requires the input of a larger propulsion velocity vp. The formal transition from v to Up 
can be conveniently made by means of the stretch factor ¢, which can be considered as a known 
quantity, prepared by preliminary computations and tabulations. — After the propulsion velocity 
vy 1s known, one could proceed, for instance, to design the details of a suitable propulsion system. 
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d) Conditions for Maximal Energy Content. Reviewing the end velocities of Fig. 16, 
it can be seen that they approach the closer the limit velocity vp of the impulse input, the more 


they are approaching the horizontal. Simultaneously, the Kinetic Energy K of the vehicle, with 
the end mass m is also increasing: 


By differentiating 
AK =mv- Av, 


one sees that the same input Av by the rocket propulsion is multiplied by the factor v in obtaining 
the energy increase 14K. For maximum energy effect, it is therefore best, to transfer the rocket 
impulse to the vehicle at as high velocities as possible. This means that a velocity decrease by 
gaining altitude should be avoided. Though potential energy would be gained in this case, the 
total loss by the diminished efficiency in the transfer of the kinetic energy surpasses the gain by 
far, as will be shown by the following discrete example. 

For a simplified survey, it is assumed that the launch will be made by a mean and constant 
acceleration a,,, during the Burning Time t,. Two cases will be considered, Case ‘‘a”” — horizontal 
launch and Case ‘‘b”” — vertical launch. For both cases, the Total Energy E as the sum of Kinetic 
(K)- and Potential (P)-Energy will be computed; E = K + P is an important quantity in 
the orbit theory, determining directly the semi major axis ‘“a”’ of the orbital ellipse, according to 


Eq. (1.4). 


Case ‘‘a”’: aie ag oe eee 
1 
= ae 2 
ES ait +0, 
2; Aa 
a m 
* mts 
29 1 
Case ‘‘b”’: v =(a,,— 8g) tz, h=-vtp, 


E,=K + P=>mv'+mgh, 


E, m Te = an (4, 28) rs 


The ratio E/E, = is found by division: 
E/E, = nl (An a8) J 
Numerically, according to the rocket data of Fig. 4, the mean acceleration is a,, =vp\/tg, ~3 8; 


therefore E/E, ~ 15. 


This verifies, that the horizontal launch is distinctly superior to the vertical Jaunch and by inference 
also to any intermediate inclined case, since it contains a vertical component. 

The above principle, to transfer the rocket impulse to the vehicle at as high a velocity level 
as possible, is of a general nature. It can be applied to both, missile- and satellite launching. 


6. Integration of A-Phase Perturbations. a) Perturbation Terms. After the Reference 
Trajectory has been computed according to the above procedures, its numerical values can be 
refined by applying the formerly neglected perturbation terms. They consist of: q 

D-Term, dealing with the influence of the aerodynamic forces, in the «-case particularly with 
the Drag D, which is applied vectorially in the opposite direction of v or Avy of Fig. 5. ; 

H-Term, for the decrease of the amount of the gravitational constant g with increasing altitude, 

ied i -direction. 
Bie ar scion variation of g with respect to the inertial xy-system, due to the 
curvature of the earth, and having a x- and y-component (see Fig. 19). 

D-Term 

The Drag force is usually written in the form 


O 
ae Sry. 
D “Cp vA, 
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where 


Cp 


Q 
A 
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Drag coefficient, a function of Mach Number M = v/cg, plotted in Fig. 18 for a con- 
ventional two stage rocket, 

air density, 

rocket maximum cross section. 


Substitution of D inte the equation of motion (2.1) for P, and integration gives the D-velocity 
component Avp, 
Avy = f ap dt, (6.1) 


Avp = Dim = ap, 


(ie | 
0 / a 3 4 i) 6 i 8 I 10 


Fig. 18. Drag Coefficient cp for Conventional Two Stage Rocket. 


while ap [m/s?] can be expressed in gy and two dimensionless factors: 


qo A 
Gp = 89° yt Mécy R, 


where 
8 gravitational constant at sea level, 
i = Se dynamic pressure for M = | at sea level, 
M = u/c, Mach Number , 
Cs velocity of sound, 
Wo, my take off weight, mass of rocket, 
fb =m/m, =1/(1—t/ty) mass ratio, 
—hjh ; F : 
R, = a Bao ta ee density ratio, h, rate altitude. 
0 


The second dimensionless factor combines exclusively all the variable factors of ap. The quantity 
R, defines the density decrease of the atmosphere with increasing altitude. The above e-function 
is well suited for usual computations. The rate altitude h, can be computed or estimated for an 
isothermal atmosphere by 

h=RT, 


with average values of the gas constant R and the absolute temperature T for the considered altitude 
range to be covered. — Further refinement can be readily implemented any time, if deemed 
desirable and if an accurate tabulated function of R and T is available. 

The above quantities are all numerically known; the integratiun can therefore be performed 
as a straightforward quadrature. 


b) Coordinate Transformation. Before proceeding to the other terms, it is necessary 


to deduce the formulae for transforming the cartesian coordinates xy of the vehicle at OQ, into 
the geocentric coordinates wr, Fig. 19: 


Range Angle tang =«/(r,+¥), 
Radius r =[(r9 +9)* + 2!" 
Altitude h=r—n. 


These relations can be transformed by series expansion into the following approximations: 


2 


x x2 x? 


ro+y’ hgh —y~ 5 Gane Ea ~~ IG ae ; 


ay (6.2) 


they are very accurate for small angles, and their application will be restricted to that range. 


c) H-Term. The gravity acceleration g is dependent on the distance from the earth center Fs 
according to the well known relation 


ian g = galrylt)? 
by differentiation Ag =—g):2h/r, 
where Ag =g—g; Arf —.1o == he 

Practically, the accuracy of the series expansion can be further increased by taking as reference 


value the estimated mean radius r,, or mean altitude h,, of the A- or B-Phase respectively, instead 
of the surface radius ry; then it is more generally: 


Ag ea, Sm : 2 Ah/r,,, 2, (6.3) 


where Ah=h—h,,, 8m = 8o(To/Tm)?- 


The velocity correction Av,, follows by inte- 
gration 


Avy =—f Agdt, (6.4) 


to be added in the + y direction. — The signs have 
to be handled consistently: for a positive Ah, the 
sign of Ag is negative according to Eq. (6.3), and 
therefore according to Eq. (6.4) that of Avy is 
positive, i.e., Avy would be applied in the + y 


direction. 


d) C-Term. The gravity acceleration vector g 
is inclined to the y axis by the range angle ¢, since 
it always points towards the earth center. Its 
components in the xy-system are 


Fig. 19. Trajectory—Coordinate Transformation. 


& =—gsing, Sy =— § C08 9; 
they can be expanded into series with respect to m and for the following initial- or reference values 
Sox = 9, Boy = —8m3 
the first terms of the series or the g-increments are then 
gy 
Ber = 62 Gon = “Sn Ps  8cy — by — Boy = ba e08 @) =" ons (6.5) 
The velocity corrections are found by integration: 
One 
Ave, =— 8, Jf pau, Avg, = ain Bn | Fat. (6.6) 
Of course, the same mean value g,, has also to be applied in the reference value Ag¢ = g,, At 
of Eqs. (2.3) and (3.7). 


e) Computation Schedule. The above deduced relations for the A-Phase are arranged 
and compiled in the schedule of Table 1 for convenient use in practical computation. It is sub- 
divided into two parts: 


Table 1. Computation Schedule of A- Phase, « = 0 


a. Integration Scheme 


—_—_->| Quadrature |< 


t-Step Computation ————— 


i : 0 1 Reference Heading 
Reference Function, It-Step He ay ae 
4 3 Dimension 


Iterated Function, It-Step 1...n 
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b. Perturbation Terms, by Quadrature 


Iterated Terms, It-Step 1... n 


Part a, for the integration of the reference trajectory and the absorption of the perturbation 
terms of the subsequent Iteration steps (It-steps) ; 

Part b, for the computation of the perturbation terms. 

Part a starts with the computation of the reference trajectory by t-steps, according to Eqs. 
(3.6) and (3.7), resulting in the velocity components of v (portion: ‘‘t-Step Computation”). 
The additional quantities xy are computed by straightforward integration 


Mecee| Ome, y=fv,dt, (6.7) 


preferably by Simpson’s Rule (portion: ‘‘Quadratures”’); the remaining quantities hc h pm are com- 
puted directly by Eqs. (6.2). The reference values are noted as It-step 0. 

Part b is used to compute the perturbations D HC according to Eqs. (6.1) through (6.6), fed 
by the reference values (It-step 0) of part a, and by direct quadrature. The schedule is self 
explanatory. 

The velocity perturbations of Jt-step 1, part b, are fed back to part a for absorption into the 
corrected integral values of It-step 1, part a. They are arranged into the groups 


Avy) = A0— 4 Avg, ; — Avy, Avec, (6.8) 


and added to the columns for 


Avg» Aa Av,, 


respectively. The geometrical addition of the velocity terms is shown in the diagram of Fig. 20. 
— Going back to the computation schedule, the portion of t-step computation, part a has to be 
reiterated, since the velocity increments (6.8) change the angles y,, and therewith the conditions 
of the subsequent t-steps. The procedure leads to the integral values of [t-step 1, part a and is 
self explanatory. The computation is reiterated by switching over from part a to b and back 
again, until the end values of the last It-step of part a are not changed any more, compared with 
the precedent step. — The convergence rate is very rapid. 


y 


ig. 20. Velocity Terms, A-Phase, a-Case. Fig. 21, Velocity Terms, B-Phase. 


7. Integration of B-Phase Perturbations. a) Computation Schedule. The computations of 
the B-Phase are assembled in Table 2, parts a and b; they are strictly analogous to those of the 
A-Phase. Moreover, appreciable simplifications are possible here, due to the fact that the D-Term 
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is absent and that the angle @(B) is constant. The reference trajectory is computed in part a, 
t-step portion, by the simplified formulae, analogous to Eqs. (3.7): 


Av, = Avy cos O(B), Av, = Avy sin O(B) + a 


, : : : (7.1) 
vl) = vo) + Av,, vf) = vo) + Av, P 
where k and i are consecutive i-steps. The numerical integration is subsequently performed in 
the portion of ‘‘Quadrature”, preferably by Simpson’s Rule. 
The computations of part a, It-step 0, and part b, It-step 1, are identical in formulae and 
schedule with those of the A-Phase. The diagram of Fig. 21 demonstrates the vectorial composition 
of the velocity terms of the B-Phase. 


Table 2. Computation Schedule of B- Phase. 


a. Integration Scheme 


t-Step Computation — —->|<- Quadrature — 


| +4ec, | + 409) 2 Ax) | Ay(s) | | 
s | m/s m/s | m/s | m/s | m/s | m/s 3 | km | km | km | km rd 
Reference Function, It-Step 0 ‘ Reference Heading 
. > Iteration Heading 


8’ Dimension 


Iterated Function, It-Step 1 


b. Perturbation Terms, by Quadrature 


“ H- oo C >\|< ———5 > 
| eee | | 
t Ag Avy gp 4c x 38% 4vcy Ax\s) | Avs) | Ay's) 
8 m/s? m/s m/s? m/s m/s? m/s km m/s | km 


! | | 


- Iterated Terms, Jt-Step 1...n 


Another considerable simplification is made possible by the condition: 


Q(B) = const. 


The velocity corrections 


Ave, 3 Av) I Avy a Avg, 
can be integrated and transformed into the coordinate corrections by the quadratures 
Ant) = f Aocy dt, — Ay = f Auf de (1.2) 


These quantities are added to the corresponding values of part a to obtain the integral values 
of the next It-step (n + 1), part a, without additional t-step computation, since angle @ is constant: 


ee ek (13) 
gin +1) — x(n) a Ax) A yy EL) yl) + Ay') Q 


the superscripts (n) and (n + 1) indicate subsequent It-steps. 


b) Integration Formulae for Reference Case. The first computation phase is the’ 
determination of the reference values. For the general case of rocket propulsion or any other 
propulsion system, one employs the above Eqs. (7.1) and numerical step by step integration. 
However, under the assumption that the mass flow rate m of the rocket is constant, one can 
compute the velocity components and the coordinates of the flight path directly by elementary 
integral formulae, as shown for example in Ref ie sa 

The B-Phase is subdivided by ‘‘Stage” points, for example at S for the two stage rocket o 
Fig. 14, resulting in the intervals 4S and SB. The integration has to be made for each of the 


1 see Ref. 1 of p. 339. 
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two intervals separately with due consideration of the respective initial values and interval 
limits. According to Chp. 2, it is for vp: 
dvr cr I 


di = te Taig 
or 

dup _ 1 

de. Peas 


where tT = t/t, time ratio, 4 = 1/(1—r) mass ratio. 
Interval AS 
Starting with the interval AS, the velocity v, is found by a first integration: 
Avp = Cp In Whi) == Cpls (7.4) 
where Al=1—I(A), l=Inp, Avy = vy — 0,(A). 
The second integration yields the displacement s; it is: 
ds 
dt 
by transposition: 


= v(A) + Av;,, where Avy = cp |In ict) ; 


ds = Cp In; dr + [v(A) — ep (A)] dt 
and integrating from t(A) to t 
As = s|\) = Cp AL + [v(A) — ep (A)] At, (7.5) 
where. Cosetip ULE TSA Ve eee ee 
These general results for the arbitrary direction © are now separated into x- and y-components: 


v, =0,(A) +c, Al, v, = v,(A) + c, Al + v6, | 


ae x(A) + [v,(A) — ¢, i(A)] AtasOcAbs (7.6) 
y =y(A) + [v,(A) — ¢, (A)] At + C, AL + ye, 
where Co = ¢, cos CO, cy =cpsin@, Ue =— 8,4, 
At=t—4), C,=Cyeos@, Cy=CrsinO, ye=—+g,,d0. 


c) Interval SB. Fc. the interval SB the same relations are applicable with the additional 
simplification that 4 starts from 4 = 1 anew. Therefore, the following substitutions have to be 
made, with respect to the S-point: 


mA) =(S)=1, WA)=S)=0, L(A) = L(S) =0; 


hence . 
v, = ,(S) + ¢, 1, vy = v,(S) + cyl + vg, (7.7) 
x = a(S) +0,(S)dt+C,L, y =yS) +,($) 4t+C,L + 6, 
where At =t—i(S). 


The above formulae are evaluated numerically by means of the computation schedule of 


Table 3, for any specified 0. 


Table 3. Schedule for B-Phase Reference Values. 


8. Numerical Computation. a) Numerical Data. The effectiveness of this methed uf iterative 


integration has been checked by elaborating the numerical example of the optimized trajectory 
of Fig. 14, for: 


C=1/10°/s, «=0, O(B)=365°, @O(B) = 22.5°. 
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The numerical data correspond to the conventional design of a two stage rocket: 


Cr = 2900 m/s Cree 30) en's Cpe tao. 11) 8 
Cs; = 330 m/s Z = 9.81 m/s? I; = 295 5 
Cp, = 580km Co = A661 km C, = 345.0 km 
Ry = 6370 km h, = 17.1 km ha 32. em 
ty = 200s i, = »,100 5 C =z, = 0:8 
Pe LOT Ot = ae. aa 7. om" 
O@ =—0.125kpm 4s? gq, = 1.36 + 104 kp/m2 


b) Comparison of End Results. The results of this computation are shown in Table 4, 
namely the end velocity v(B), its components v,(B), v,(B) and the coordinates x(B), y(B) for the 
Burn Out point B: both the reference values and ‘the final iterated values have been arranged 
term to term for convenient comparison. The difference is rather small. The influence of the 


Table 4. Compilation of End Values and Perturbation Terms, 


Term v,(B) vy(B) v(B) | x(B) | y(B) 
Dimension m/s oF m/s % m/s | | 
Reference Value 6800 3020 7410 818.8 | 405.3 
Final Value 6600 2980 7210 813.2 | 404.5 
Total Correct. dup, | —200 |; —40 
Perturb. Drag D —100 13 | —60 0.8 
Terms Grav. Decrease H 0 0 +16 0.2 
Av Earth Curvat. C —100 1.3 + 4 0.1 


different perturbations terms of v, as key quantity, are set up separately as relative numbers, 
referenced to the end values: it gives a clear insight into their distribution; their numerical values 
amount to only about 1°% or less. 


c) Convergence Rate. The convergence rate of the iterative method is very rapid, as verified 
practically by the numerical computation of this example: By each iteration step, the subsequent 
corrections are reduced by a factor of approximately 1/20 for the A-Phase and 1/100 for the 
B-Phase. Hence it is practically sufficient to compute just the first [t-step completely and to 
approximate the second I[t-step by a rough evaluation of mean values. 


d) Error Analysis. The accuracy of the computation is primarily dependent on the integration 
errors of the reference trajectory, as the subsequent iteration steps are checked in themselves by 
their convergence corrections. The reference trajectories of both the A- and B-Phase are integrated 
in the general case according to the trapezoidal rule. Their residual error is dependent on the 
step interval. By repeating the integration with half intervals, the residual error is reduced to 
1/4 of its original amount, as well known, and can be determined consequently by taking 1/3 of 
the difference between the first and second calculation. 


9. Summary of Results. a) Optimal Integration Methods for Design Parameter Study. The 
mechanics of the launching- and power phase of missiles and satellites are analyzed in a step by 
step procedure. The whole motion is first simplified by disregarding minor influences like aero- 
dynamic drag, variation of the gravity factor g and earth curvature, which makes it possible to 
integrate the trajectories by simple methods: ‘‘Reference Integration’. The trajectories are further 
subdivided into appropriate phases and characterized by suitable parameters. By means of these 
tools, different cases of practical power programs are analyzed and compared alternately with 
respect to optimal composition theorems, end velocities and energy content. 

This overall survey can be supplemented at discretion by the rapidly converging ‘‘Iterative 
Integration” of the perturbation terms; thus the computation process can be refined to any degree 
of accuracy. — By these methods it is possible to analyze numerically the design of missile- and 
satellite launching and propulsion for best economy and effectiveness. 

b) Impact Orbit Elements. The ‘‘end” conditions of the Power Phase with nonpeet to 
the velocity and position of the vehicle are simultaneously the ‘initial” conditions of the free 

23* 


356  C.A. Traenkle: Mechanics of the Power and Launching Phase for Missiles and Satellites —_ Ingenieur-Archiv 


flight phase, i.e. of the corresponding Keplerian orbit. By means of these initial conditions it 
is possible to determine the parameters of the orbit ellipse, fixing its impact point on the earth 
surface. Further refinements could account for the earth rotation during the flight time and for 
the details of the Re-Entry Phase into the atmosphere. The latter is, of course, a separate problem 
in itself; but the methods deduced here could also be applied for its solution. 

c) Potential Applications. The methods described in the preceding chapters can be applied, 
after appropriate adaptations, to the analysis of any propulsion system replacing conventional 
chemical rockets, used here as an example, for instance to air breathing propulsion systems, ram 
jets, exotic fuel rockets, prospective atomic- and nuclear devices. Such an analysis could be used 
to delineate and compare the respective performance parameters and fields of application. 

Moreover, these methods could be also employed to analyze problems similar to the ‘‘Glide 
Up” scheme, for instance, in moving the vehicle at the fringe of the atmosphere in a ‘‘Skim Orbit“. 
— Other problem areas are indicated by the navigation of space vehicles: transfer, by means of 
controlled power bursts, between stationary Keplerian orbits, e. g., from launch orbit to terrestrial-, 
lunar-, or planetary satellite orbits. 

The above methods of numerical analysis could be adapted and applied for contributing to 
the progress in these fields. 


(Eingegangen am 21. November 1958.) 


Anschrift des Verfassers: Dr. C. A. Traenkle, Aeronautical Research Laboratory, 
Wright Air Development Center, Dayton/Ohio, USA. 
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Ein Beitrag zu den Stabilitatskriterien der Elastizitatstheorie 
Von Udo Wegner 


Im wesentlichen existieren zwei im Prinzip verschiedene Ableitungen fiir die Stabilitatskriterien 
des elastischen Gleichgewichts. Es ist dies die Biezeno-Grammel-Henckysche Herleitung aufgrund 
dynamischer Uberlegungen, wie man sie ausfiihrlich in dem Standardwerk der Dynamik im 5. Para- 
graphen und 1. Kapitel dargestellt findet. Das andere mal ist es die energetische Betrachtungs- 
weise, wie sie Tre)ftz’? und Kreutzer® durchgefiihrt haben. 

Ausgehend von der Tatsache, da8 der Vorgang des Uberschreitens der Stabilititsgrenze kine- 
matisch gesehen dem zeitlichen Durchgang durch eine Diskontinuitat entspricht, ahnlich dem 

Uberschreiten einer Wellenflache, soll gezeigt werden, daB das sogenannte ,,gefahrliche“ Ver- 
schiebungssystem, nach der Terminologie von Trefftz, gerade das ist, was zu einer bestimmten 
>» Wellenflache* im klassischen Sinne der Mechanik der Kontinua fiihrt. Es sei mir hier gestattet, 
einen kurzen Uberblick als Festgabe zu geben, um dann in einer spater in dieser Zeitschrift er- 
scheinenden Arbeit in aller Ausfiihrlichkeit und mit Beispielen den oben genannten Gedankengang 
zu verfolgen. 

& sei ein einfach-zusammenhangendes, endliches Kontinuum, begrenzt von stiickweise min- 
destens viermal stetig differentiierbaren Flachen [’, - x1, x?, x3 seien die rechtwinkligen Koordinaten 
der Punkte im Ausgangszustand, zur Zeit t= 0. X,, X,, X, seien die Komponenten der stetig 
verteilten Volumkrafte pro Volumeneinheit. 0(x1, x?, x) bezeichne die stetige Dichte im Grund- 
zustand und e die innere Energie pro Volumeneinheit. Die mindestens viermal stetig differentiier- 
baren Funktionen in allen Variablen 


Goa aah est) 
bestimmen die Lage des Punktes «1, x”, x3 zur Zeit t, bedingt durch Volumenkrafte und den Ober- 
flachenkraften pro Flacheneinheit mit den Komponenten: ©, 5,, 53. 
(Wir bedienen uns der Schreibweise von Trefftz und Kreutzer.) 
Aus der Deformationsmatrix 
TaE+( Se PES 
>a) ‘ wiki 


bilden wir die positiv definite Matrix: 


I’. T=E + (yag)> 
wobei T’ die transponierte Matrix von T bezeichnet. Sollen nun die klassischen Newtonschen 
Impulssatze auch fiir unsere Kontinuumsmechanik gelten, so darf bekanntlich e nur von den +, 
abhingen, speziell nur von den 3 orthogonalen Invarianten, wenn man sich auf isotrope Medien 
bezieht, was aber hier nicht der Fall zu sein braucht. Bei uns ist also: 
25 Gu% du” 


du au? 
SRS a FoR TE 
x 


Die Lagrange’sche Spannungsmatrix wird dann: 


s=( i pete )3 


duxB 
die im allgemeinen Falle nicht symmetrisch ist. Das Hamiltonsche Prinzip liefert dann fir &: 


3 xf 
ik ee) ae «4 =1,2,3. 


Fiir J’, erhalt man bekanntlich: 


Tt: ions conn, p) == 2. ; andl be Bas Be 
B 


8 E. Treff iz, Uber die Ableitung der Stabilitatskriterien des elastischen Gleichgewichts aus der Elastizitats- 

theorie He. Deformationen. Internationaler Kongref fiir techn. Mechanik 1930, Stockholm, Teil III, S. 44. 
2 E. Treffiz, Zur Theorie der Stabilitat des elastischen Gleichgewichts. ZAMM, 13 (1933) H. 2, S. 160 u. ff. 
3 K, Kreutzer, Die Stabilitat des gedriickten Stabes. ZAMM, 12 (1032), HE Gsosoo leu te. 
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I. ausgeschrieben lautet: 


greet wl Ade 2ut 3 #O% Oe , RG i te 
Oe = Ak LD Gare nae ax? |Inaa)? 2, 


Byy,v=1 


(0' bedeutet die Differentiation nach den in e explizit auftretenden x’.) Die Eulerschen nicht- line- 
aren Gleichungen und Matrizen werden in dieser Note nicht bendtigt. 


Pa Ot, Vx) 


sei eine Wellenflache, mit der Eigenschaft, da die Partikelchen ibre Geschwindigkeit beim Durch- 
dringen derselben nicht andern, hingegen aber ihre Beschleunigungen einen Sprung: 


a2E% 
oe Ca) a 


Ozu a2 dp oy 
me fe ax! a ( at? ) Ox? axl” 


erfahren. Dann ist: 


Somit folgt aus I: 


3 3 3 
os? = + de Fg esl ee aa 


Quy 7 OU ax’ 946 
Pole bal HY ax pel 


Damit wird: 


| 444 — @ hy» hys 
| Ay Aigo — @ higg = 3 
| hy, hyp h33 — Q 


falls nicht alle s* gleichzeitig verschwinden, was evt. nur an Punkten oder Linien der Fall sein soll. 
Fir eine ,,stationadre“* Wellenflache ist dann: 


| hi» | = 0 . 
Wir zeigen nun, da das lineare Differentialgleichungssystem, das die sogenannten ,,gefahr- 


lichen“ Verschiebungen bestimmt, genau die obige charakteristische Mannigfaltigkeit besitzt, die 
zur Bestimmung der Stabilitatswerte véllig ausreicht. Zu diesem Zwecke bilden wir: 


OL == [fl Oe dx .dx*- dx, 
g 
wobei 


Se = yi 07e dou" adu* 


dU. 8 Up» Chg yd ; 


4, ¥, 0%, B 
ist. (Nur diese GréBe kommt zur Beurteilung der Stabilitat in Frage, wie Trefftz gezeigt hat, 


vgl. 1 S.47). Setzen wir du* = v* so wird das ,,gefahrliche“ Verschiebungssystem aufgrund des 
Jacobischen Kriteriums bestimmt aus: 


fe ales ea de Ove = av% 
et [| | dung OU,» Ox” 9,8 dxt dx? dx? = 0. 
i rare aB OUny : Ox 


Mit den Randbedingungen: 


; » de 
ae 7 Ou p cos(n, f) =0; a=1,2,3, 
d. h. es mu sein: 
) 0°e av® 
III. a Od RR Vs bec 
fom en C= Onn» >) eo His 


Fiir den Knickstab ist, wie man sofort aus den Trefftzschen Formeln (vgl. } S. 48, Formel 28) 
bei der von Trefftz gemachten speziellen Annahme itber die Abhingigkeit der inneren Energie e 


von den y;,, errechnet: 
m— | ily eta op\?  G / ap\2 Pp Oy \? 
m — 2 \dxt 2 (225) +3(s] — 20 +6)? (ze) : 
e an eee oe G ae: “ig a eee op \? 
Ox m — 2 \ dx? 2 \ dx8 Ce ee a 


ap\?  G / ap\? m—1 /dp\? Pp dy \? 
9) nig) (ze) See) (se) 2(1 +e)? (ze) : 


I 


= 
| 
pla wla 


hy, 


= 
wo 
wo 
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G dp a@ 
COLI ca rm 

G dp ay 
hys a hyp = eee) Ox2 Z ax3 5) 


fas = Mat = ig Gat" Oa 
|h;,,| = 0 ist dann die charakteristische Mannigfaltigkeit von dem System: 


- m 00 i) 0?v” 
G(4e | Ae 57) 7 (I + &,)? (ax3)2 3 (peal bee oN 

Das sind aber genau die Jacobischen Gleichungen fiir das ,,gefahrliche“ Verschiebungssystem 
vi, v*, v’, das durch III gegeben ist. 

Die Randbedingungen IV bleiben dieselben. Aus diesem System hat Kreutzer (vgl. ® S. 361) 
aber in sehr sinnvoller Weise die Eulerschen Knicklasten berechnet. 

In diesem kurzen Uberblick sollte nur die Methode angedeutet werden, Stabilitatsfalle des 
elastischen Kontinuums zu erfassen und sie einzuordnen in die bekannten Wellenflachentheorien, 
aus denen dann noch recht interessante Parallelen zwischen den Wellenflichen in der Gasdynamik 
einerseits und den ,,gefahrlichen“ Verschiebungssystemen andererseits der anisotropen elastischen 
Medien gezogen werden kénnen. Auch beim Fallenlassen der klassischen Impulssdtze ergeben 
sich interessante Parallelen zwischen der Kristalloptik und dem ,,Stabilitatskriterium“ in einem 
Athermedium. Das alles soll in der ausfiihrlichen Untersuchung behandelt werden. 


(Eingegangen am 1. Januar 1959.) 
Anschrift des Verfassers: Prof. Dr. Udo Wegner, Saarbriicken, Universitat. 
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Zur Abhangigkeit der Festigkeit von der Probengréfe 
Von W. Weibull 


Die klassische Festigkeitstheorie geht von einem idealisierten, gleichformigen Material aus, 
und die Bruchbedingung wird eindeutig aus Spannungen oder Dehnungen berechnet. Keine Riick- 
sicht auf die ProbengréBe wird — oder eben kann —- in dieser Weise genommen werden. 

Wirkliche Materialien sind aber gar nicht gleichformig, sondern enthalten eine groBe Menge 
von Fehlerquellen, sei es submikroskopische Dislokationen in den Kristallen, mikroskopische 
Diskontinuitaten und Verschiebungen im Kristallkorn, oder sogar makroskopische Risse und 
eingeschlossene Fremdpartikel. Die Beachtung dieser Tatsache gibt ein mehr realistisches Bild 
der Festigkeit und auch eine natiirliche Erklarung warum — nach alter Erfahrung — grofbe Kérper 
schwacher sind als kleine Kérper. 

Die Fehlerstellen sind vollkommen ungeordnet iiber das Volumen des Kérpers verteilt. Es 
ist aber trotzdem méglich bei Verwendung von Wahrscheinlichkeitsbetrachtungen Gesetze von 
sehr allgemeiner Giiltigkeit herzuleiten. Wird die Wahrscheinlichkeit des Nichterscheinens einer 
spezifizierten Fehlerstelle im Gebiet A mit Q(A) und im Gebiet B mit Q(B) bezeichnet, dann ist, 
wenn diese beide Wahrscheinlichkeiten voneinander unabhangig sind, fiir beliebige 4 und B 


Q(A + B) = QA) - Q(B), (1) 
woraus durch Differentiation nach A folgt 
Q' (A + B) = Q'(A)- Q(B). (2) 
Dividiert man alsdann (2) durch (1), so findet man: 
QA+B)_ QA) 
Q(A + B) Q(A) 
Da diese Gleichung fiir beliebige B giiltig sein soll, muB 
ey 
Q(A) 


QA) = e4, (3) 


= const 
sein und folglich, da Q(0) = 1 ist, 


wo k eine positive Konstante ist. 

Die Gleichung (3) hat eine groBe Reichweite. Die Quantitét 4 mag ein Volumen, eine Flache 
oder eine Lange reprasentieren, eben eine Anzahl von Kerben, Léchern u. dgl., ja sogar eine Zeit- 
spanne; zum Beispiel, den Zeitabstand zwischen zwei sukzessiven Emissionen von a Partikeln, 
wie mit groBem Erfolg von Mardsen u. Barratt! gezeigt worden ist. 

Die grundlegende Bedingung der Gleichung (3) mag selbstverstandlich in einigen Fallen fraglich 
sein, aber sie ist sicher befriedigt wenn A = L = die Linge einer Stichprobe die vollkommen 
gufallig aus einem langen Draht oder Faden herausgegriffen wird, oder auch wenn die Probe- 
stabe mit mehreren von einander unabhangigen Kerben versehen sind. 

Da Q die Wahrscheinlichkeit des Nichterscheinens einer Fehlerstelle bedeutet, muB selbst- 
verstandlich die Wahrscheinlichkeit des Erscheinens P gleich (1—Q) sein und demzufolge die 
Bruchwahrscheinlichkeit 

Pel ee, (4) 


Wenn diese Gleichung nicht von den MeBergebnissen bestatigt wird, dann kann man ziemlich 
sicher sein, da die Versuchsbedingungen nicht einwandfrei waren. 

Solch eine Stérung, die bei Zugversuchen schwer zu vermeiden ist, wird durch die Einspannung 
eingefiihrt, und zwar zufolge zusitzlicher Spannungssteigerungen, wodurch die wirkliche Span- 
nung etwas héher als die nominelle ausfallt. 

Diese Steigerung bedeutet eine Erhéhung der Rei®wahrscheinlichkeit und ist daher aquivalent 
mit einer VergroBerung der Einspannlinge L. Wird diese zusitzliche Lange mit L, bezeichnet, 
bekommen wir: 


Pai 23h (5) 
1 E. Marsden und T. Barratt, Proc. Phys. Soc. Lond., 23 (1911). 
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Die Gré8e von L, hat nichts mit dem Material zu tun, sondern gibt ein MaB fiir die Stérungs- 
freiheit der Einspannung. 

Die Konstante k definiert die durchschnittliche Zahl pro Langeneinheit solcher F ehlerstellen, 
die bei einer gegebenen Belastung X zum Bruch fiihren. Sie ist selbstverstandlich von dieser Be- 
lastung abhangig. Die schon 1939 vom Verfasser! vorgeschlagene Funktion 


Psa.) (6 


hat sich gut bewahrt. Sie besitzt fiir die Belastung eine untere Grenze X,, denn es ist P = 0 fiir 
X < X,, aber keine obere Grenze. Eine solche ware einfach einzufihren, z. B. durch die Modifi- 


kation 
X—X,\™ 
a (x, =x ‘ 2 


Wine Onin x -< X und (P= fir Xo> X;. 

Diese Komplikation konnte bisher immer vermieden werden und zwar weil die Festigkeit 
eines vollkommen fehlerfreien Materials mehrhundertfaltig gréGBer als dieselbe eines ,,technischen“ 
Materials ist. Ob diese Behauptung, die fiir kristallinische Materialien giiltig ist, auch fiir kiinst- 
liche Faden aus makromolekularem Rohstoff gilt, ist noch eine ungeklarte Frage. 

Der Mittelwert von einer groBen Menge von einzelnen MeSwerten mit der Verteilungsfunktion 


(5) und (6) laBt sich schreiben: 
X =X, + Xo (L + Ly) "+ a (1m) , (8) 


wo z die Fakultat bezeichnet. 
Statt den Mittelwert von einzelnen Beobachtungen zu verwenden, fiihrt man unter Umstanden 
die MeBergebnisse in Gruppen zu n Messungen zusammen und benutzt das schlechteste oder das 
beste Ergebnis. Die Mittelwerte verschiedener 
Ordnungszahlen (i) kénnen gema8 Formeln von 
Lieblein? berechnet werden. (Tafeln iiber diese 
Konstanten sind vom Verfasser hergestellt und 
werden demnachst erscheinen.) Anstatt des Fak- 
tors wz (1/m) in Gleichung (8) wird diese Kon- 
stante, die von m, n und 1 abhangig ist, einge- 
fiihrt, z. B. 
LUO aie ges Ih, gh eI toe 1), 
DOS ie ip =a eS ioe I), 


Der Mittelwert des besten MeBergebnisses 
aus einer Gruppe zu 10 Messungen ist demgemaB 
fir m= 1 


oe 203 X (i Lo) (9) 


oder auch 


1 
= = (nll, dL) 6 (10) 
Xx: Rae xe ( o) 
é : 2 A ra 10 20 30 40 cm 50 
Diese Formel wird jetzt an einer groBen MeB- 4 
reihe, die von Sippel u. Hiitzen® kiirzlich durch- Abb. 1. Die Reififestigkeit von Zweicinhalb-acetat-Faden 
y bei verschiedenen Liangen, 


gefiihrt ist, gepriift. Die MeBwerte sind von Herrn 
Dr. Sippel freundlichst zur Verfiigung gestellt. 
Zur Untersuchung wurde ein Zweieinhalbacetat-Faden, 100 dernier, herangezogen. Fiir je eine 
bestimmte Einspannlinge wurden je 60 ReiBversuche ausgefiihrt. Das beste MeBergebnis aus 
einer Gruppe zu 10 Messungen wurde benutzt und hieraus die Mittelwerte fiir alle sechs Gruppen 


gebildet. In Abb. 1 sind die Werte von 1/(X — X,) tiber verschiedenen Langen L aufgetragen. 
GemaB (10) soll dann die MeSpunkte auf einer Geraden liegen, was ausgezeichnet bestatigt wird 
mit Ausnahme von L = 5, wo die Probe einer gréSeren als normalen Luftfeuchte entspricht. Der 
Wert von L, ist graphisch zu Ly = 3 cm ermittelt. Es ist zu bemerken, daf bei einer Anderung der 


1 W. Weibull, Ing. Vet. Akad. Handl., No. = fees ae 
2 J. Lieblein, Ann. Math. Statist. 26 (2) (1955) S. 330—333. 
8 4, Sippel und E.-H. Hiitzen, Faserforschung und Textiltechnik 9 (5) (1958) S. 163—167, (6) (1958) 


S, 213—217, 
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Lange von 2 zu 5 cm nur eine Anderung der ReiBfestigkeit von etwa 4% gemessen wurde. Der 
gefundene Wert von L, wird daher schon durch eine kleine Spannungserhéhung hervorgebracht. 

Die Gleichung (4) kann zu einem ganz anderen Zwecke gebraucht werden und zwar zur Kon- 
trolle der Priifmaschine, was speziell bei Maschinen fiir schwingende Beanspruchung sehr nétig 
ist. 

Die Konstante k ist, wie schon gesagt, eine Funktion f(X) der Belastung X, die nicht nur eine 
statische sondern ebensogut eine schwingende Beanspruchung sein mag. In dem letzten Falle 
bedeutet X die Last, die zum Bruch fihrt nach einer vorgeschriebenen Lastspielzahl N (fiir sta- 
tische Belastung N = 1). 

Die Wahrscheinlichkeiten P, und P, fiir zwei Proben von den Langen L, und L,, die dem 
gleichen X entsprechen, werden aus Gleichung (4) einfach hergeleitet. Wir haben: 


e100 — (1 — PJ" = (1— Pb. (11) 


Eine grundsatzliche Voraussetzung ist natiirlich, daB die experimentell gefundene Verteilung 
von X nur vom Probestab und nicht von der Ungenauigkeit der Priifmaschine abhangt. Wenn 
dann die beiden Kurven P, = F(X) und P, = F(X) mit beliebigen Koordinaten aufgetragen 
werden, und man findet, das zusammengehorige 
Werte von P, und P, gemaB (11) verkniipft 
sind, dann kann man daraus schlieBen, dafs die c 


4p 


p 


80 80 
“lo 


60 60 


x 1Loch 
o 2L0cher 


N 
| ae 0 
0 200 400 600 500 kz, 1000 80 720 160 200 240 kz 280 
Abb. 2. Verteilung der Lastspielzahl bei verschiedenen Probenlingen. Abb. 3. Verteilung der Lastspielzah! bei einer und zwei Kerben. 


Streuung eine wirkliche ist. Wenn die Streuung dagegen nur von der Priifmaschine stammt, 
dann werden die beiden Kurven zusammenfallen. 

Zwei Beispiele werden vorgefiihrt werden. Die beiden Kurven in Abb. 2 entsprechen der 
Ermidungsfestigkeit bei rotierender Biegung von 26 Stahlstaben mit einer Priiflange von 50 mm 
und von ebenso vielen Staben mit 25 mm Priiflange. Die Belastung war in beiden Fallen +31 kg/mm?. 
Von der fiir L = 50 aufgetragenen Kurve ist die Kurve fiir L = 25 berechnet und gezogen. Die 
MeBergebnisse schlieBen sich dieser Kurve zufriedenstellend an, und es wird geschlossen, daB die 
Streuung nicht von der Priifmaschine beeinfluBt war. 

Ganz anders sind die Verhaltnisse in Abb. 3. Hier wurden 15 Flachstabe, die mit einem Loch 
versehen waren, bei einer schwingenden Zugbelastung von 25 -- 15 kg/mm? bis zum Ermiidungs- 
bruch gepriift. Die Verteilung der Lastspielzahl ist durch eine gerade Linie naherungsweise wieder- 
zugeben. Die entsprechende Verteilung fiir einen Probestab mit zwei Léchern ist gemaB Glei- 
chung (11) berechnet. Die 10 MeBwerte schlieBen sich aber viel besser der ersten Kurve an, und 
daraus wird geschlossen, daB die Streuung in diesem Falle zum gréBten Teil von der Priifmaschine 
hervorgebracht ist. Es scheint als ob solche Falschungen von experimentellen Verteilungen der 


Lastspielzahl nicht allzu selten vorkommen; dafiir ist der letzterwahnte Fall ein besonders dra- 
stisches Beispiel. 


(Eingegangen am 7. November 1958.) 
Anschrift des Verfassers: Prof. Dr. phil. Waloddi Weibull, Bockaméllan, Brésarps Station, Schweden. 
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Berechnung des Membranspannungszustandes doppelt gekriimmter Schalen 
liber beliebigem Grundrif 


Von W. Zerna 


1. Einleitung. Bei der Gestaltung von"Schalen geht die neuzeitliche Architektur von tiber- 
kommenen Formen mehr und mehr zu ausdrucksvolleren Baukérpern tiber, die die Phantasie 
nicht einengen und zugleich zweckmaBig sind. Dabei treten haufig Grundrisse und Dachformen 
von kithner Unregelmafigkeit auf, und der Ingenieur steht dann vor der nicht ganz einfachen 
Aufgabe, das statische Verhalten derartiger Konstruktionen, die meist Stahlbetonschalen sind, 
zu berechnen. Die nachfolgenden Ausfiihrungen wollen dazu einen Beitrag liefern; sie sollen 
zeigen, daB es méglich ist, den Membranspannungszustand doppelt gekrimmter Schalen tiber 
weitgehend beliebigem Grundrif rechnerisch zu erfassen. 


2. Geometrische Beziehungen. Uber einem Grundrif8 wie ihn Abb. 1b zeigt, soll ein doppelt 
gekriimmtes Schalendach errichtet werden. Die beiden links und rechts gezeichneten in der Grund- 
riBebene liegenden Begrenzungskurven sind beliebig, verlaufen aber beziiglich einer Mittellinie 
— der x-Achse — symmetrisch.! Sie sind durch den Abstand b(x) von der x-Achse bestimmt. Die 
oberen und unteren im Abstand L im Grundrif ein- 
getragenen Begrenzungslinien seien parallel und ge- 
radlinig. Es werde nun ein Schnitt 4A—A senkrecht 
zur GrundriBebene an einer beliebigen Stelle « = const 
betrachtet (Abb. la), der die Schalenmittelflache in 
einem Kreisbogen vom Radius r(x) schneiden soll. 
Der Radius r(x) trifft die auf der Grundribebene 
(mit der x-Achse als Spur) stehende Ebene unterdem = g 
Winkel a. Der Schnittpunkt hat von der Grundrif- SF | 

| 
| 
t 8 Grundribebene 
tes valine 


ebene den Abstand u(x). Es werde angenommen, 
daB der Winkel « fiir alle Punkte, die den Begren- a1 
zungskurven zugeordnet sind, der gleiche ist. Auf S 
diese Weise entsteht eine Flache, die langs der Be- 3 
grenzungskurven den Abstand z(x) und langs der _1 + 
x-Achse den Abstand H(x) von der GrundriBebene 
hat. Aus der Abb. la lassen sich sofort die folgen- 
den Beziehungen ablesen: 


sin& = a ; (1) 
u=z—bocotga, (2) 
He 4 pt =2 -+ cb, (3) 
worin 
l— cosa 
aed = (4) 
ist; aus (3) folgt: 
z= H—cb (5) 
oder auch mit (1) 
: b 
oo Ears (6) is 


Abb. la/k. Schnitt und Grundri® der Mittelfliche der Schale. 


Wenn b(x) gegeben ist, kénnen H und c be- 
liebig gewahlt werden. Die Randkurve 2(x) der 
Schalenmittelflache folgt dann aus (5). Es kann aber auch die Randkurve z und die Konstante c 
vorgegeben werden. Dann folgt aus (3) der Verlauf von H. Die Schalenmittelflache 1a8t sich auf 


1 Wenn diese Symmetriebedingung nicht erfiillt ist, so kann man sich dadurch helfen, da man die Schale 
beziiglich einer beliebigen Achse in zwei Halften teilt, jede Halfte fur sich betrachtet und dann in geeigneter 


Weise zusammensetzt. 
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diese Weise den verschiedensten Forderungen gut anpassen. So besteht beispielsweise die Még- 
lichkeit, den Schalenrandern fast jede gewiinschte Form zu geben oder auch den Langsschnitt 
lings der x-Achse beluebig vorzuschreiben. 

Zur Darstellung der Punkte der Schalenmittelflache werden die Einheitsvektoren 1, j, £ und tp 
benutzt, deren Bedeutung aus Abb. 1 ersichtlich ist. Neben der Koordinate x wird als weitere 
Koordinate der Winkel g eingefiihrt, der die Lage eines Punktes auf der Schnittkurve x = const 
angibt. Ein beliebiger Punkt der Schalenmittelflache ist dann durch den Ortsvektor 


r= xi + u(x) w + r(x) f(y) (7) 


gegeben. 
Ableitungen nach x werden durch Striche und Ableitungen nach p durch Punkte angezeigt. 


Es bestehen folgende Beziehungen: 


of 2 . 
ab =I | 
ert 


—=f =—f 
Cy? 
vy = cospf—sing}j. 


(8) 


Unter Beachtung von (8) lassen sich aus (7) die folgenden geometrischen Gréfen ableiten: 
aq, = =i+(u cosy +r’)f—w sing], 
a, =r’ =(u’ cosp +r’) f—u’ sing], | 
ea ae 


: (9) 
Onto = rh | 


Cp 0a ear ale 
Die Koeffizienten der ersten Fundamentalform der Flache (Komponenten des Maftensors) 
sind: 
0; =0,:0,=1 + utr? 27 w cose, 
Mpg = Ag A, = 1*, (10) 
M. = 0:0, =—w' rsing. 
Die Determinante des MaBtensors ergibt sich damit zu: 
@ = yy G9 — ay, = (Ll + uw? + r2 + 217’ w’ cos g) r2— (wu rsing)?. (11) 
3. Gleichgewichtsbedingungen. Die Langskrafte mégen mit n, und n,, die Schubkrafte mit T 


bezeichnet werden. Die Belastung der Schale bezogen auf die Flacheneinheit mit der Mittelflache 
sei durch den Belastungsvektor in der Form 


p =p.t+Poitprt (12) 
gegeben. Hs werden die folgenden reduzierten Lingskrafte und Belastungskomponenten eingefiihrt: 
__ 1 / ee Sen 

N,. =|) ls IN alee Ny » (13) 
Ps = \@ Px » lig: os 4 Po» Nea a )@p,. (14) 


ited clenen reduzierten GréBen lautet die allgemeine Gleichgewichtsbedingung der Membran- 
theorie!: 


a (Nz + T’) + a, (T’ + Nz) +0,N, +20,T +a, N, + yep =0. (15) 
Mit (8), (9), (12), (13) und (14) erhalt man daraus die 3 skalaren Gleichungen: 
N,-+ T =—P,, (16) 
A : THO J 1 
T’ + N,—N,—sing +2 T— = ——(P, + P,w'sing), (17) 
wu" rl 125 , 12. 
N(F e089 +) —N, = Fu COs Mie) ae (18) 


1 W. Zerna, Ing.-Arch. 17 (1949) S.149 oder A. E.G — i ici 
Le ait Cliva diy Reeetisare ae oder A, KE, Green — W. Zerna, Theoretical Elasticity, Oxford: 
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4. Differentialgleichung des Problems. Werden (16) nach x und (17) nach y differentiert und 
beide Gleichungen voneinander subtrahiert, so ergibt sich 


Ni — No +|N. sing) —2 ae ae zs u’ sin g 
Mit Hilfe von (16) laBt sich T und mit Hilfe von (18) N, eliminieren. Es eit sich: 
Ni— Nz (feos g + 7 +3 N, “sing a2 N, “cos p +2 nee =f) (19) 
mit 
eee P,( feos 9 | = et pe Pe = Ae [Paz sin gy). (20) 


(19) ist die das Problem beschreibende Differentialgleichung. Sie laBt sich noch etwas verein- 
fachen, wenn man 

Darl, (21) 
setzt: 
r’ 


$ — 9/7 +25 cong] — Foosp tT] +3 P sing =q-p. (22) 


Sind am Rande der Schale die Langskrafte n, bzw. n, vorgeschrieben, wie dies meistens der Fall 
ist, so sind mit (13), (18) und (21) auch sofort die Randbedingungen fiir p bekannt, so daB die 
Lésung der Differentialgleichung nach einem Naherungsverfahren leicht méglich ist. 


(Eingegangen am 25. November 1958.) 


Anschrift des Verfassers: Prof. Dr.-Ing. W. Zerna, Technische Hochschule Hannover, Lehrstuhl fur Massivbau. 
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Die Warmeleitgleichung bei Warmespannungen 
Von K. Zoller 


Die Fouriersche Warmeleitgleichung ist als Energiebilanz bei instationaren Warmespannungsfeldern nicht 
vollstandig. Auch bei reversibler Arbeitsleistung bleibt die Energiegleichung mit den ubrigen Grundgleichungen 
gekoppelt. 


1. Einleitung. Die Warmespannungen in einem elastischen, isotropen Kérper pflegt man auf 
folgendem Wege zu ermitteln!. Man bestimmt erst fiir sich das Temperaturfeld T(t, t) als Funktion 
des Ortsvektors t und der Zeit t aus der Fourierschen Warmeleitgleichung 


aT ; 
oc = = div (A grad T) + W(t, t); (1.1) 


in dieser bedeutet 9 die Dichte, ¢ die auf die Masse bezogene spezifische Warme, A die Warmeleit- 
zahl und W die auf die Volumeinheit bezogene Ergiebigkeit etwaiger raumlich verteilter Warme- 
quellen. Dazu kommen noch Anfangs- und Randbedingungen fiir die Temperatur T oder fiir den 
Vektor der Warmestromdichte 

q = —A grad T. (1.2) 


Wir fassen die einem materiellen Teilchen durch Leitung und durch Warmequellen in der Zeitein- 
heit und je Volumeinheit zugefiihrte Warmemenge in 


Q=—divg+W (1.3) 
zusammen und haben damit statt (1.1) kurzer 


oT 
Oc, Boe Ce (1.4) 


In einem zweiten Schritt berechnet man die Spannungen, z. B. bei einer Gleichgewichtsaufgabe 
aus den Gleichgewichtsbedingungen, den Randbedingungen fiir die Krafte und Verschiebungen 
sowie den thermoelastischen Spannungs-Verzerrungsgleichungen als den Zustandsgleichungen des 
Korpers. 

Dieses Vorgehen, das die Warmeerscheinungen ohne Ricksicht auf etwaige innere Zusammen- 
hange dem mechanischen Verformungsproze8 hinzufiigt, ist daraufhin zu priifen, ob es mit der 
Energiebilanz des Gesamtvorgauges vertraglich ist. Man hat diese Frage schon frihzeitig gestellt. 
So hat F. Neumann? bemerkt, daB® die Fouriersche Warmeleitgleichung (1.1) als Energiebilanz, 
d. h. als Ausdruck des ersten Hauptsatzes nur bei isochoren Zustandsanderungen gelten kénne, fiir 
die die spezifische Warme bei konstantem Volum c = c, zu nehmen ist. Bei thermoelastischen 
Vorgangen sei die Warmeleitgleichung um ein Glied zu erweitern, das die Warme betrifft, die auf 
Kosten der Ausdehnung der Teilchen verbraucht wird. Die von F. Neumann verbesserte Gleichung 
lautet 


ou 0 Gere: 
OC eae Q = (c, 2) - div u; (Ly 


in ihr ist u der Verschiebungsvektor, c, die spezifische Warme bei konstantem Druck und « der 
kubische Ausdehnungskoeffizient. Diese Energiegleichung ist mit den iibrigen thermoelastischen 
Gleichungen vor ailem iiber den Verschiebungsvektor u gekoppelt; dadurch ist, wenigstens grund- 
satzlich, die EKrmittlung von Warmespannungen bei instationéren Feldern wesentlich erschwert. 

In der Neumannschen erweiterten Warmeleitgleichung entspricht das Zusatzglied einer Ar- 
beitsleistung, wie man sie bei vollkommenen Gasen ansetzt. Da aber ein elastischer Kérper nicht 
nur auf Druck, sondern auch auf Schub beansprucht wird, fragt es sich, ob dieses Zusatzglied voll- 
standig ist. Bei der wachsenden Aufmerksamkeit, mit der man sich neuerdings dem Gebiete der 
Warmespannungen zugewendet hat, mag es erwiinscht sein, den wahren Sachverhalt ausfihrlicher 
darzustellen, als es gewohnlich in den Lehrbiichern geschieht — im Unterschied zu allgemeineren 


E. Melan, H, Parkus, Warmespannungen infolge stationarer Temperaturfelder, Wien 1953, S. 1—8. 


ite i ee: Vorlesungen iiber die Theorie der Elastizitat der festen Korper und des Lichtathers, Leipzig 
Dy eh F 


1 
2 
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Untersuchungen iiber das Verhalten nichtstarrer Kontinuen!234, Hierzu gehen wir von den Grund- 
gleichungen fiir ein bewegtes Kontinuum aus, wie sie zuletzt C. Truesdell® eingehend und sehr all- 
gemein behandelt hat®. Zu Vergleichszwecken seien erst die Gleichungen (1.4), (1.5), die sich offen- 
bar nur auf kleine Verschiebungen beziehen, etwas allgemeiner gefaBt, indem wir anstelle der 
lokalen zeitlichen Ableitung 0/0t die substantielle Ableitung 


Cape’, = 
OF hss ooo ne (1.6) 


einfiihren, in der 1» der Geschwindigkeitsvektor und \7 der Nablaoperator ist. Damit lauten diese 
Gleichungen 


dT 
Of = 0. (1.7) 
bzw. 
ay : 
0% a = Q— = (,—«,) div vy. (1.8) 


Von allen auftretenden GréBen ist im folgenden vorausgesetzt, dal sie so oft stetig differentiierbar 
sind, wie der Gegenstand es erfordert. Unstetigkeitsstellen irgendwelcher Art werden nicht be- 
trachtet. Alle Vektoren und Tensoren sind auf ruhendes, rechtwinkliges, kartesisches Koordinaten- 


system bezogen, so daf’ ihre Komponenten die mit entsprechender Dimension behafteten physika- 
lischen Komponenten sind. 


2. Die Grundgleichungen fiir ein Kontinuum’. Die Bewegung und Verformung eines Kontinuums 
geniigt in der Dichte o(t, t) und dem Geschwindigkeitsfeld t(t, t) der Kontinuitatsgleichung 


do : 
a +odiv wv =0 (2.1) 
und dem Impulssatz 
dy : : 
@) = V . S = A (2.2) 


der das Feld der Beschleunigung in Abhangigkeit vom Spannungstensor ©(t, t) und den einge- 
pragten Kraften von der Kraftdichte f(r, t) gibt. Von eingepragten Momenten und der Méglichkeit, 
daB das Kontinuum auf Momentenspannungen beansprucht werden kann, wollen wir absehen, da 
hierdurch unser Ergebnis nicht wesentlich beeinfluBt wird. Damit vereinfacht sich der Dreh- 
impulssatz in die Aussage, das der Spannungstensor symmetrsich ist, also die Matrix seiner Kom- 
ponenten mit der transponierten Matrix ibereinstimmt: 


=. (2.3) 
Kine Energiebilanz gibt vollends die Anderungsgeschwindigkeit der Gesamtenergie infolge der 
Leistung der eingepragten Krafte und der von aufen zugefiihrten Warme. Aus dieser Energie- 
gleichung lassen sich die eingepragten Volumkrafte f und zugleich die kinetische Energie mit Hilfe 
des aus dem Impulssatz gewonnenen Energiesatzes der Mechanik eliminieren. Es bleibt der erste 
Hauptsatz als Bilanzgleichung fiir die spezifische innere Energie U allein: 


oS = 169) +9. > 


In ihm kommt als Arbeitsglied nur die Leistung der in den Spannungen ausdriickbaren Oberflachen- 
krafte vor. Es ist dies die erste Invariante (die ,,Spur‘‘) I (© D) des Matrizenprodukts aus dem 
Spannungstensor © und dem Tensor der Verformungsgeschwindigkeit 


1 [ew Aw)! : 
as Es (a) | Gay 


1 G. Hamel, Elementare Mechanik, Leipzig und Berlin 1912, 5S. sydleie 
. 2 R. Kappus, Zur Elastizitatstheorie endlicher Verschiebungen, Z. angew. Math. Mech. 19 (1939) 271— 285, 
S. 284. 

3 M. A. Biot, Thermoelasticity and Irreversible Thermodynamics, J. appl. phys. 27 (1956) 240—253, S, 243. 

4 H. Ziegler, An Attempt to generalize Onsager’s Principle, and its Significance for Rheological Problems, 
Techn. Rep. No. 13, Div. Appl. Math. Brown University, Providence, R. I. 1957, S. 3f. 

5 C. Truesdell, The Mechanical Foundations of Elasticity and Fluid Dynamics, J. rational mech. anal. 
1 (1952) 125—300, 2 (1953) 593—616. 

6 Verf. verdankt auGer der in Fu&n. 5 genannten Arbeit von C, Truesdell wesentliche Anregungen dessen 
noch nicht veréffentlichtem Abri® der klassischen und nichtlinearen Feldtheorien der Mechanik, der eine stark 
erweiterte Fassung dieser Arbeit ist und im Handbuch der Physik, Bd. 3,1 (herausgeg. von S. Fliigge) er- 
scheinen wird. 

2 C. Truesdell, S. 154 ff., a. a. O. FuBn. 5. 
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dessen Komponenten mit 1(x,, %, *3) und 10(w,, W,, Ws) 


dy, => Es +2),  @ k=1,2,3) (2.6) 


sind. 
Die Gleichungen (2.1), (2.2), (2.3) und (2.4) samt den Anfangs- und Randbedingungen reichen 


nicht aus, um die Bewegung und Zustandsanderung des Kontinuums zu bestimmen. Es kommen 
noch die Zustandsgleichungen hinzu, die sein physikalisches Verhalten beschreiben, so die kalo- 
rische Zustandsgleichung fiir die innere Energie U, ein Spannungs-Verzerrungsgesetz fiir den 
Spannungstensor ©, das Fouriersche Gesetz (1.2) bei Isotropie fiir die Warmestromdichte q. Wie 
der Vergleich von (2.4) mit (1.7) zeigt, wird es vor allem von der besonderen Form der kalorischen 
Zustandsgleichung abhangen, ob sich der erste Hauptsatz in die Fouriersche Warmeleitgleichung 
vereinfacht. Zugleich sieht man, daB die Fassung (1.4) dieser Gleichung bei instationaren Vor- 
gingen das konvektive Glied tv -\/T der Temperaturanderung gegeniiber der lokalen Anderung 
@T/ét vernachlassigt. Dies ist zwar bei kleinen Verzerrungen eines thermoelastischen Kérpers in 
der Regel zulassig, streng genommen sind aber die Grundgleichungen tiber dieses konvektive Glied 


verkoppelt. 
3. Stationares Gleichgewicht. Befindet sich das Kontinuum in stationérem Gleichgewicht, dann 
gilt wegen 10 = 0 und dU/dt = 0 unabhangig von der kalorischen Zustandsgleichung mit (1.3) 


div (A grad T) + W =0. (3.1) 


Hier ]a8t sich also das Temperaturfeld unabhangig von den tibrigen FeldgréBen berechnen, voraus- 
gesetzt, daB man die Randbedingungen am verformten Ko6rper kenut. Dies wird im allgemeinen 
wieder nur naherungsweise bei kleinen Verformungen zutreffen oder wenn an der gesamten Ober- 
flache des Kérpers die Verschiebungen vorgeschrieben sind und nicht teilweise die Spannungen. 
Andernfalls bleibt auch (3.1), itber die Randbedingungen, an die iibrigen Gleichungen gekoppelt. 


4. Die kalorische Zustandsgleichung.' In der Form (2.4) gilt der erste Hauptsatz fiir jedes Kon- 
tinuum. Zur weiteren Behandlung dieser Gleichung nehmen wir die kalorische Zustandsgleichung 
hinzu, Gewohnlich nimmt man an, daf die innere Energie nicht vom makroskopischen Bewegungs- 
zustand, d.h. vom Geschwindigkeitsfeld ty(t,t) abhangt?. Im Bereiche der Warmespannungs- 
erscheinungen werden wir demgemaf voraussetzen, dafi die innere Energie U nur von der spezifi- 
schen Entropie s und vom augenblicklichen Verformungszustand bestimmt wird. Sei dieser durch 


gewisse n Zustandsparameter v,,..., v, hinreichend gekennzeichnet, so ist die kalorische Zustands- 
gleichung eine Beziehung 
U el (See ects (4.1) 
Aus ihr ist die absolute Temperatur T der Teilchen durch 
U 
ie (| Tsien) (4.2) 
definiert. Die iibrigen Ableitungen aul 
aU 
= (Fa uP (tee ee) (4.3) 
$, Uf, = Vi 


heiBen die ,,thermodynamischen Spannungen“. (Die Zeiger an den Ableitungen geben die bei der 
Differentiation festgehaltenen Zustandsverdnderlichen an.) 

Man darf die thermodynamischen Spannungen P; nicht mit den Komponenten des Spannungs- 
tensors © verwechseln. Dies folgt nicht nur aus ihrer Definition, sondern auch aus ihrer physikali- 
schen Dimension: Sei ty = a der Ort eines bestimmten Teilchens zu Beginn der Verformung (¢ = 0), 
dann bildet man aus der Schar der Bahnkurven 


t = r(a, t) (4.4) 
den Tensor der Verformungsgradienten 
or 
S) Ss e 
1 = (3) (45) 
mit den Komponenten 
Ox; 
hi 0a, ‘ (4.6) 


1 S. FuBn. 6, S. 367. 
® G, Kirchhoff, Vorlesungen iiber die Theorie der Warme, Leipzig 1894, S. 113, 
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“ ist méglich, dal diese neun Komponenten a;,, als Zustandsparameter v,, . . . , v, ausreichen!, Da 
ie Q;;, physikalisch dimensionslos sind, haben die thermodynamischen Spannungen die Dimension 
von U, d.i. einer Energie pro Masse oder eines Geschwindigkeitsquadrats. 

Ubrigens 14Bt sich in unserem Beispiel die Art und Weise, wie die innere Energie von 9 abhangt, 
hei homogenen, isotropen Kontinuen naher kennzeichnen: In die Zustandgleichung 


U = Us, %) (4.7) 
geht Q{ iiber den aus Q gebildeten Tensor 
B= Aw’ (4.8) 
gema} 
U = U(s, 18), 18%), (89) (4.9) 
ein”, 


Die Unbestimmtheit, die dem Begriff der Zustandsparameter anhaftet, ist nicht ohne Einschran- 
kung. Sei v,,...,v, eine brauchbare Schar yon Parametern. Wir fragen, ob dic Transformation 
auf eine andere Parameterschar @,,...,@, auBer den tiblichen Bedingungen der Stetigkeit und 
Differentiierbarkeit weiteren Forderungen geniigen muB. Rein formal kénnte man z. B. die zu den 
v; gehorigen Spannungen P; als neue Zustandsparameter wahlen, da sie jedenfalls ZustandsgréBen 
sind. Die Bedingung aber, daB die Temperatur T bei Transformationen 


v; = f(@, CODD On) (i = Lb, ee eg n) (4.10) 
invariant bleibe, verlangt 
fee aif 
Beis (ied sagt) (4.11) 


wonach mit (4.3) die thermodynamischen Spannungen in der kalorischen Zustandsgleichung als 
Zustandsparameter ungeeignet sind. Betrachten wir weiter die Anderungsgeschwindigkeit der 
inneren Energie 


dU ds dv; 
seen eae (4.12) 
Da U nach Voraussetzung nur vom augenblicklichen Verformungszustand, nicht aber von dessen 
Anderungsgeschwindigkeit abhangen soll, werden wir verlangen, daB fiir d1/dr = 0, also D = 0 
auch alle dv;/dt verschwinden, d. h. als Zustandsparameter sind nur kinematische Gréfen brauchbar. 
Unser Beispiel (4.6) erfiillt diese Bedingung. 

Mit (4.12) lautet der erste Hauptsatz (2.4) ausfiihrlicher® 


eT S+eD> PG =NSD) +0 (4.13) 


und zwar gilt diese Gleichung in jedem Falle, auch dann, wenn der Spannungstensor © dissipative 
Spannungen enthalt, deren irreversible Arbeit die Entropie vermehrt*. Fiihren wir noch die spezi- 
fische Warme c bei der Zustandsadnderung ds, dv; durch 


¢ = TE ols, 4) - ++ 5 Op» ds, doy, ..., dv,) (4.14) 
ein, so kommt anstelle von (4.13) 
dv. 
gc +02 P, Fi =1(G)+9. (4.15) 


Damit lassen sich die Warmeleitgleichungen (1.7) und (1.8) mit dem ersten Hauptsatz vergleichen. 


ek Hellinger, Die allgemeinen Ansatze der Mechanik der Kontinua, Enz. Math. Wiss. IV. 4, Leipzig 1914, 
S. 601—694, §§ 7, 9, 15. , : 
- 2 W, Noll, On the Continuity of the Solid and Fluid States, J. rational mech. anal. 4 (1955) 3—81, S. 45. 
3 Die in den Lehrbiichern der elementaren Thermodynamik fiir vollkommene Gase angegebene Gleichung 


dU = T ds —p dv (2.4a) 


kann zweierlei bedeuten. Meistens meint sie, nachdem die Entropie hergeleitet ist, den ersten Hauptsatz, 
eingeschrankt auf reversible Zustandsanderung; dann ist (2.4a) ein Sonderfall von (2.4), d. h. eine physika- 
lische Erkenntnis.— (2.4a) kann aber auch als Sonderfall von (4.12) stehen, also etwas tiber die kalorische 
Zustandsgleichung vollkommener Gase aussagen. Bei nur zwei unabhangigen Zustandsveranderlichen s, v 
verwischt sich so der Bedeutungsunterschied zwischen (2.4) und (4.12), weshalb man (4.12) als Verallgemei- 
nerung von (2.4a) miBverstehen kénnte. Die Bemerkungen zu den thermodynamischen Spannungen ae 
nach (4.16) iiber dissipative Spannungsanteile in © richten sich zugleich gegen ein solches Mifverstandnis. 
4 G. Hamel, S. 582 f., a. a. O. s. FuBn. 1, S. 367. 
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Man sieht: Der erste Hauptsatz vereinfacht sich in die Fouriersche Warmeleitgleichung dann, 
wenn das Spannungs-Verzerrungsgesetz fiir den Spannungstensor © auf eine Spannungsleistung 
fiihrt, fiir die 


dv. dU 
1(G®) =02 7, GF =(F) (4.16) 


ist. Dies ist nur méglich, wenn die Spannungsleistung I (SG D) keinen irreversiblen Anteil enthalt. 
Ein solcher kommt z. B. durch die dissipativen Spannungen bei zahen Fliissigkeiten oder durch 
die bleibenden Verformungen beim plastischen FlieBen zustande. Fehlen solche Entropie erzeu- 
gende Erscheinungen, dann heift die Spannungsarbeit ,,vollstandig zuriickgewinnbar™, und der 
erste Hauptsatz spaltet sich in die zwei Teilaussagen (4.16) und (1.7) auf. Nachdem der kinema- 
tische Zusammenhang zwischen den Anderungen dv,/dt und dem Tensor 2 der Verformungsge- 
schwindigkeit festgestellt ist, liefert (4.16) die Beziehungen zwischen dem Spannungstensor © und 
den thermodynamischen Spannungen P,. Dies bedeutet wegen (4.3), dafs im Falle vollstandig zu- 
rickgewinnbarer Arbeit das Spannungs-Verzerrungsgesetz mit Einschlu8 der Warmespannungen 
aus der kalorischen Zustandsgleichung ableitbar ist'. 

Tritt dagegen eine irreversible Spannungsleistung auf, dann gilt (4.16), nach Definition, nur 
noch fiir den zuriickgewinnbaren Anteil der Spannungsleistung, und (1.3) ist keine reme Warmelei- 
tungsgleichung mehr, da Q durch die irreversible Spannungsleistung zu erganzen ist. Damit bleibt 
diese Gleichung mit den iibrigen Gleichungen nicht nur iiber 9 und c, sondern auch tiber die Span- 
nungsleistung verbunden. Als Beispiel sei die Warmeleitung in einer zihen Flissigkeit genannt. Sei 
©,, die durch die Zahigkeit bei der Bewegung erzeugte Zusatzspannung, so kommt statt (1.4) 


oc =1(G,D) + 0. (4.17) 


Man kennt nur wenige strenge Lésungen des aus (2.1), (2.2) und (4.17) gebildeten nichtlinearen 
Gleichungssystems?. Daher vernachlassigt man oft die Warmeerzeugung durch Dissipation neben 
der Warmeleitung, d. h. man sieht von der Zahigkeit des Kontinuums ab. Ebenso verfahrt man 
vorlaufig bei Warmespannungsproblemen mit plastischem FlieBen mangels geeigneter Ansatze 
und Erfahrungswerte®. Man kénnte fragen, ob es physikalisch sinnvoll ist, bei Temperatur- und 
Geschwindigkeitsfeldern mit nicht verschwindenden Gradienten anzunehmen, daf eine nicht- 
triviale Warmeleitgleichung (A == 0) und der Fall vollstandig zuriickgewinnbarer Arbeit zusammen 
vorkommen, treten doch schon bei den einfachsten Modellen der kinetischen Gastheorie die Er- 
scheinungen der Zahigkeit und der Warmeleitung als Transport von Impuls und von Bewegungs- 
energie nur miteinander auf, so da8 der erste Hauptsatz hier immer auf eine Beziehung (4.17) mit 
nicht verschwindender Dissipationsarbeit fiihrt. 

Aus unserer Betrachtung geht noch hervor, welche genaue Bedeutung die spezifische Warme c 
in (1.7) hat. Es ist fiir jedes Teilchen diejenige spezifische Warme c (4.14) einzusetzen, die zu seinem 
augenblicklichen Zustand und zu seiner Zustandsanderung gehort. Grundsatzlich bleibt also auch 
bei vollstandig zuriickgewinnbarer Arbeit die Warmeleitgleichung (1.7) mit den tibrigen Grund- 
gleichungen gekoppelt, sowohl iiber die Dichte 9 wie iiber die spezifische Warme c. Empirisch 
weif man freilich iiber ¢ (4.14) in den meisten Fallen nur sehr wenig. Man berechnet daher Warme- 
spannungen in festen Kérpern in der Regel mit konstanten Mittelwerten 9 und c. In dem Sonder- 
falle, daB Teilchen, etwa infolge entsprechender Randbedingungen, ihren Verformungszustand 
zeitlich nicht andern, ist 
dv; 
dt 


D=0, =0. (i =1,...,n) (4.18) 


Dazu gehért als Verallgemeinerung der spezifischen Warme von Gasen bei konstantem Volum 
die spezifische Warme bei konstantem Verzerrungszustand 


Os oU 
ees i (er), Cooder ae Gal Cy 


et nes Oe 


1G. Hamel, S. 573 ff., a. a. O. s. Fun. 1, S. 367; E. Hellinger, S. 684 f., a. a. O. s. FuBn. 1, S.-369; R. 


ee nr one esis s. Fubn. 2, S. 367; dazu die kritischen Bemerkungen von C, Truesdell, S. 170 f., 


2 Z. B. H. Schlichting, Einige exakte 
Z. angew. Math. Mech. 31 (1951) 78—83. 


fee 3 ecient Warmespannungen in einem Prandtl-ReuSschen Kérper, Osterr. Ing.-Arch, 10 (1956) 


Lésungen fiir die Temperaturverteilung in einer laminaren Stré- 
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a eee ee div 1 = I(D) verschwindet, ist eine solche Zustandsanderung nach (2.1) isochor. 
ier geht der erste Hauptsatz mit c = cy in die Warmeleitgleichung (1.7) ib leichgiilti 
(4.16) zutrifft oder nicht. : Sg eee 

Ks ist zweckmafig, die spezifische Warme c explizit in den Zustandsainderungen auszudriicken. 
Hierzu denken wir uns die innere Energie als Funktion der Temperatur T und der Verformungs- 
parameter v,,..., v, gegeben: 


CUE as, Ua) 4.20 
Wegen : 
w oU aU 
Cid = dU SP dy Se ay = 
; : a a (sr), a Pala. Up, EV; Py ne 


wird so mit (4.19) - 
fe) dv. 
e=ay+ >) (zr) =e P a (4.21) 


vi Tite 


Fihren wir als Verallgemeinerung des thermischen Ausdehnungskoeffizienten eines Gases 


die GréBen 


ee. 1 je 
os v; =), + Py ey 


ein, so kommt insbesondere fiir die spezifische Warme bei konstanten thermodynamischen Span- 
nungen 


oU 
( 7 i. ds P| ne (4.23) 


und damit wird allgemein 


(Gene 
= ak UE + yee : dT 
c = cy + (cp — cy) 53 a0) (4.24) 
— P;| «, v; 
3 eile + vj ; 


oder auch, wenn wir aus (4.21) und (4.23) c, eliminieren, als Gegenstiick zu (4.21) 
oU dv; 
Reet >) (ear ros P| E 2 —%). (4.25) 


Mit (4.24) schreibt sich die Warmeleitgleichung ausfihrlich 
: OV; Jy, kv: dt 
a Os (4.26) 


U —_ 
oU 
B —_ iS Cy 
Ov; 
U/T, vp + v7 


a 


Damit haben wir die Verallgemeinerung der Neumannschen Gleichung (1.8) gefunden. Auf diese 
kommen wir zuriick, wenn in der kalorischen Zustandsgleichung (4.1) neben der Entropie s als 
weiterer Zustandsparameter nur das spezifische Volum 


dT 
ES ee Pa + @ (ep — ¢) 


y1=v= . (4.27) 
-erscheint. Wegen P, = — p und 
oU 
Oy = @, = (a + pla a 
J 
vereinfacht sich jetzt (4.26) in 
OD sao dv 
Coan Tae (cp — &) i Ge 
Beachtet man noch, daB nach (2.1) und (4.27) 
1 dv 1 do ; \ 
ae —— 4,28 
De o dt poet ( } 
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ist, so kommt schlieBlich 
dT 0 j 
Nee radios (c, — ¢,) div p= OF 

d. i. die Neumannsche Gleichung (1.8). Zugleich ist bestatigt, daB die Neumannsche Gleichung nur 
gilt, wenn in dem Kontinuum keine Schubspannungen méglich sind und die Spannungsleistung 
vollstandig zuriickgewinnbar ist. 

Die Warmeleitgleichung (1.7) wiirde sich wesentlich vereinfachen, wenn das Kontinuum nur 
die eine spezifische Warme c = cy = konst. hatte. Dies tritt nach (4.21) ein, wenn 


a ge &. (4.29) 
OV:)T, vp + v; , MN i]s, 16 0; 
ist, woraus r 
= he)e Cm 0 (4.30) 
folgt. Mit (4.19) gilt genauer 
C= Petty, s=s,teyln Tt (4.31) 


wenn wir die Werte 7, und sy einander zuordnen. Nach (4.2) kommt schlieBlich 
Usa g Trek ol fWis ee Un ey ea ce wae (4.32) 


In diesem ausgearteten Falle hangen die thermodynamischen Spannungen P, (4.3) nicht von der 
Entropie oder von der Temperatur ab. Zugleich verschwinden die verallgemeinerten thermischen 
Ausdehnungskoeffizienten o; (4.22). Ein Kontinuum mit einer solchen kalorischen Zustandsglei- 
chung heiBt piezotrop; es ist frei von Warmespannungen. 

Ergebnis: Im allgemeinen laBt sich die Energiebilanz bei der Bewegung und Verformung eines 
Kontinuums nur dann auf eine Warmeleitgleichung (1.7) zuriickfiihren, wenn die Spannungsleistung 
vollstandig zuriickgewinnbar ist, d. h. insbesondere, wenn die Spannungen keinerlei dissipative 
Anteile enthalten oder wenn keine bleibenden Verformungen auftreten. Diese Warmeleitgleichung 
bleibt mit dem System der iibrigen Bewegungsgleichungen (2.1), (2.2), (2.3) tiber die Dichte 0, die 
spezifische Warme c (4.21) und die substantielle Ableitung dT/dt sowie iiber die Randbedingungen 
. gekoppelt. Sie spaltet sich streng nur ab im Falle eines stationaren Gleichgewichtszustandes 
(Ziff. 3) oder bisweilen bei entsprechenden Randbedingungen. Das schlieBt nicht aus, da8 man, 
wie seither, viele Probleme iiber Warmespannungen in guter Naherung unter Abtrennung der 
Warmeleitaufgabe behandeln darf und, wegen der in den strengen Gleichungen liegenden Schwie- 
rigkeiten, dies auch muf. 


(Eingegangen am 23. September 1958.) 
Anschrift des Verfassers: Prof. Dr. K, Zoller, (14a) Stuttgart-Sillenbuch, Kirchheimerstr, 21. 
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der Mechanik von einer Idealmechanik zu einer Realmechanik. Hauptsachlich durch 
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Elastizitat, Plastizitat, Verfestigung, Spriédigkeit, Viskositat u. a. m. wirklich sind und 
wie sie aus den Grundphanomenen der Physik heraus verstanden und wenn méglich 
berechnet werden kénnen. Auch die Mechanik ist zu einer Verbindung von empirischer 
Induktion und theoretischer Deduktion geworden, was zu mancherlei Unvollkommen- 


heiten des heutigen Zustandes gefihrt hat. 


Das Madrider Kolloquium, auf dem Mechanikforscher alten Stils und Physiker in eng- 


lischer, franzésischer und deutscher Sprache zum Wort kamen, galt in diesem Sinne der 


weiteren Abklarung der Festkérpermechanik. Das Buch vermittelt einen fesselnden 


Einblick in den sehr vielseitigen Problemkreis.“ Schweizerische Bauzeitung 
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Darstellungsweise und straffe Gliederung der einzelnen Abschnitte aus. Aus diesem Grunde und nicht zu- | 
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werden, *‘ Werkstatt und Betrieb 
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